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سه

مترجمین مقدمه

خدا نام به

در لیو بادینگ پروفسور توسط نایقین نظریه معرف بشری، دنیای پیچیده وقایع گرفتن نظر در با
خیل بودن، جوان علیرغم نظریه، این م گردد. محسوب امروزی علم در بزرگ تولد ی ،٢٠٠٧ سال

همچنین و اقتصاد و مال مدیریت آمار، کاربردی، ریاضیات نظیر علوم مطالعه پر زمینه های در زود
ویژه ای اه جای مصنوع هوش و کامپیوتر ، انی م صنایع، برق، نظیر مهندس مختلف رشته های در
شده معرف حسابان و پردازی ایده است. شده فزاینده تر و گسترده تر آن استفاده های بروز روز و یافته
بسیارخوبی نتایج و گشوده را پاسخ بی خاص گره های از برخ است توانسته بخوبی نایقین نظریه در
نمونه های که باشد داشته مهندس و نایقین آمار نایقین، تصادف فرایند های نایقین، سازی بهینه در

است. شده آورده کتاب این در آن بارز
گرام اساتید و محققین دانشجویان، به ایده این سریعتر معرف هدف با ارزنده اثر این مترجمان

ترجیح را آن فارس برگردان مطالعه و هستند فن و علم از حیطه این در تحقیق و مطالعه به علاقمند که
از ایشان تمایل موکد ترجمه، این از لازم حمایت با مولف کتبی درخواست اند. کرده مهیا م دهند،

م باشد. مترجمان توسط ترجمه این انجام
بلامانع علم انتشار برای آن تکثیر و دارد قرار علاقمندان اختیار در ان رای صورت به ترجمه این
بوده ممنوع مترجمین و مولف معنوی حقوق به توجه با اثر، این از مادی استفاده سوء گونه هر است.

بود. خواهد قانون رد پی موجب و
مادی ، علم حقوق کلیه که م دارند اعلام صریحاً کتاب این مترجمین وسیله بدین پایان در

م باشد. آنها به متعلق مساوی سهم به ترجمه این از حاصل ومعنوی

١٣٩٨ آبان

حدیقه غفاری رضا عل واجارگاه فتح بهروز



چهار



مقدمه

(مانند اضطراری موقعیت های برخ یا باشیم، نداشته اختیار در توزیع تابع تقریب برای نمونه ای وقت
م شود دعوت حوزه ها این متخصصین از م آید، پیش شایعه) حت یا و تصادف زلزله، سیل، جنگ،
درجه که م کنند فکر چنین برخ شاید کنند. بیان رویدادی چنین وقوع درمورد را خود باور درجه تا
چنین اغلب که حال در شود. بندی مدل فازی مجموعه های نظریه یا و احتمال نظریه با باید باور
هستند. متناقض شهود با که شود منجر نتایج به است ن مم نظریه دو هر زیرا است، نامناسب کاری
و شد گذاری پایه لیو توسط ٢٠٠٧ سال در نایقین نظریه اشخاص، باور درجه با منطق برخورد برای
ریاضیات از شاخه ای به نظریه این امروزه، است. شده ران پژوهش از بسیاری تحقیق مبنای ادامه، در

است. شده تبدیل

نایقین اندازه

نظریه موضوعه اصول در که بوده مجموعه ای تابع نوع از که است نایقین اندازه مفهوم، مهم ترین
نایقین رویداد ی شدن حادث به باور درجه دادن نشان برای اندازه این از م کند. صدق نایقین
تعریف ضرب و بودن زیرجمع ، دوگان بودن، نرمال موضوعه اصول ،١ فصل در م شود. استفاده

شرط نایقین اندازه و ضرب نایقین اندازه نایقین، اندازه موضوعه، اصول این از استفاده با م شوند.
م شوند. تعریف نیز

نایقین متغیر

متغیر این از است. حقیق اعداد مجموعه به نایقین فضای ی از اندازه پذیر تابع ی نایقین متغیر
توزیع نایقین، متغیر به ٢ فصل م شود. استفاده نایقین صورت به کم مقدارهای دادن نشان برای
فاصله، گشتاورها، پراش، ،( ریاض (امید انتظار مورد مقدار ری، عمل قاعده های استقلال، نایقین،

است. شده داده اختصاص نایقین بردار و نایقین دنباله ، شرط نایقین توزیع آنتروپی،

نایقین برنامه ریزی

٣ فصل م شود. شامل را نایقین متغیرهای که است ریاض برنامه ریزی از نوع نایقین برنامه ریزی
مساله و خودرو مسیریابی مساله ماشین، برنامه ریزی در کاربردهایی با را نایقین برنامه ریزی مدل ابزار
نایقین آرمان برنامه ریزی نایقین، هدف چند برنامه ریزی ، همچنین م کند. فراهم را پروژه برنامه ریزی

شده اند.  مطرح نیز چند سطح برنامه ریزی و

نایقین ریس تحلیل

اتفاق ضرر عنوان به ریس کتاب، این در است. شده استفاده متفاوت معن های به « «ریس کلمه
که نایقین اندازه ی عنوان به ریس شاخص و م شود، استفاده ضرری چنین نایقین اندازه همراه به
اندازه برای ایزاری عنوان به را نایقین ریس تحلیل ،۴ فصل م شود. تعریف شود، حادث ضرری



فتار پیش شش

۴ فصل ، ریس تحلیل از کاربردهایی عنوان به کرد. خواهد معرف را نایقین نظریه در ریس گیری
م کند. بحث نیز گذاری سرمایه ریس تحلیل و ساختاری ریس تحلیل مورد در

نایقین پذیری اطمینان تحلیل

تعریف داد، خواهد ادامه خود کار به سیستم ی که نایقین اندازه ی عنوان به پذیری اطمینان شاخص
سیستم های با کارکردن برای ابزاری م کندکه معرف را نایقین پذیری اطمینان تحلیل ۵ فصل م شود.

است. نایقین نظریه از استفاده با پذیری اطمینان

نایقین گزاره  ای منطق

دودویی متغیر ی عنوان به گزاره هر آن در که است گزاره ای منطق از تعمیم ی نایقین گزاره ای منطق
میزان که م شود تعریف نایقین اندازه ی عنوان به گزاره درست مقدار و م شود گرفته نظر در نایقین
م کند. معرف را نایقین مسند منطق و نایقین گزاره ای منطق ۶ فصل م دهد. نشان را گزاره درست
برای روش ی نایقین استنتاج است، معلوم نایقین گزاره های سایر درست مقدار که وقت ، همچنین
نایقین استنتاج مدل ٧ فصل است. بیشینه» نایقین «اصل از استفاده با نایقین گزاره گذاری ارزش
نتیجه نایقین٣ منطق قیاس و نایقین٢ تال نف ، نایقین١ استثنایی قیاس آن از که م کند مطرح را

م شود.

نایقین مجموعه

غیرشفاف مفاهیم م خواهد و است، نایقین فضای ی روی مجموعه‐مقدار تابع ی نایقین مجموعه
متغیر با نایقین مجموعه اساس تفاوت کند. بندی مدل را «بیشترین» و «گرم» «قدبلند»، «جوان»، مانند
را نقطه ی از مقادیری دوم که حال در م کند صحبت مقدار مورد در اول که است این نایقین

م شود. معرف ٨ فصل در نایقین مجموعه نظریه م کند. اختیار

نایقین منطق

منطق تا م کند ترغیب را ما واقعیت این است. نایقین مجموعه ی بشر ذهن دانش های از برخ
مجموعه نظریه از استفاده با نایقین گزاره های درست ارزش کردن مشخص برای روش که را نایقین
از ۴ زبان خلاصه استخراج برای پذیری انعطاف ابزارهای نایقین منطق کنیم. طراح است، نایقین
اختصاص زبان خلاصه ساز های و نایقین منطق به ٩ فصل م کند. فراهم خام داده های از گردایه ای

است. شده داده

نایقین استنتاج

مجموعه ای ١٠ فصل است. نایقین نظریه از استفاده با بشر دانش از گیری نتیجه فرایند نایقین استنتاج
آونگ «سیستم ی در کاربردی با همراه را نایقین کنترل و نایقین، سیستم نایقین، استنتاج قواعد از

م کند. ارائه را معکوس»

modus ponens١

modus tollens٢

hypothetical syllogism٣

linguistic summary۴



هفت فتار پیش

نایقین فرایند

شده اند. گذاری اندیس زمان برحسب که است نایقین متغیرهای از دنباله ای اساساً نایقین فرایند
م کنند، تغییر زمان ط در که نایقین پدیده های بندی مدل برای اغلب نایقین فرایند ی بنابراین،
شده داده اختصاص نایقین توزیع و نایقین فرایند پایه ای مفاهیم بیان به ١١ فصل م رود. کار به
بیان نیز نایقین فرایندهای زمان تجمیع و وقوع اولین زمان فرین، مقدار قضیه ، همچنین است.
تعریف نیز متناوب تجدید فرایند و تجدید پاداش فرایند تجدید، نایقین فرایند فصل، این در م شوند.
بیمه مدل و عمر تعویض سیاست بلوک، تعویض سیاست مفاهیم ، همچنین ١٢ فصل م شوند.

م کند. فراهم را نایقین

نایقین حسابان

سروکار نایقین فرایندهای گیری انتگرال و گیری مشتق با که است ریاضیات از شاخه ای نایقین حسابان
ی آنها رشد که است ایستایی مستقل رشد فرایند ی که م کند معرف را لیو فرایند ١٣ فصل دارد.

لیو فرایند به نسبت نایقین انتگرال نوع که م کند مطرح را لیو انتگرال و است، نرمال نایقین متغیر
روش هایی آن، از که شد خواهد اثبات فصل این در نایقین حسابان اساس قضیه ، همچنین است.

شد. خواهد نتیجه نیز جزء به جزء انتگرال گیری و متغیر تغییر زنجیری، قاعده مانند

نایقین دیفرانسیل معادله

فصل دارد. کار و سر نایقین فرایندهای با که است دیفرانسیل معادله از نوع نایقین دیفرانسیل معادله
یائو‐ فرمول و م کند مطرح را نایقین دیفرانسیل معادلات جواب های پایداری و تایی ی وجود، با ١۴
جواب های از خانواده ای صورت به را نایقین دیفرانسیل معادله ی جواب که کرد خواهد معرف را چِن
مقدار محاسبه برای فرمول ها برخ فرمول، این اساس بر م دهد. نمایش معمول دیفرانسیل معادله
روش های برخ این، بر علاوه شد. خواهد فراهم جواب ها زمان تجمیع و مشاهده، اولین زمان فرین،

شد. خواهد طراح عموم نایقین دیفرانسیل معادلات حل برای عددی

نایقین مالیه

را نایقین بهره نرخ مدل نایقین، سهام مدل ١۵ فصل نایقین، دیفرانسیل معادله از کاربردی عنوان به
اختیار اروپایی، معامله اختیار همچنین فصل این منصقانه، قیمت اصل اساس بر کرد. خواهد معرف
قیمت را بهره نرخ کف و بهره نرخ سقف صفر، کوپن‐ اوراق آسیایی، معامله اختیار ایی، آمری معامله

کرد. خواهد گذاری

نایقین آمار

نایقین نظریه از استفاده با متخصص تجربی داده های تفسیر و جمع آوری برای روش ی نایقین آمار
برای م کند. ارائه را متخصص تجربی داده های جمع آوری برای پرسشنامه ای روش ١۶ فصل است.
، خط درونیابی روش ١۶ فصل متخصص، تجربی داده های روی از نایقین توزیع های کردن مشخص
رگرسیون تحلیل همچنین، م کند. معرف را دلف روش و گشتاورها روش مربعات، کمتربن روش
بیان نایقین متغیرهای برحسب نادقیق مشاهدات که وقت برای نایقین زمان سری تحلیل و نایقین

م شوند. معرف م شود،



فتار پیش هشت

درست بقای قانون

ی که م گوید تناقض قانون و است، نادرست یا درست یا گزاره ی که م گوید ثالث طرد قانون
طرد قانون که م گویند برخ ، نایقین وضعیت در باشد. نادرست هم و درست هم نم تواند گزاره
چنین نیست. ١ یا ۰ فقط ر دی گزاره ی درست میزان زیرا نیستند، برقرار ر دی تناقض قانون و ثالث
شماست مطلوب طور «هر که نیست معن این به ول کنیم. انکار نم توانیم حدودی تا را دیدگاه

درست بقای قانون همان این باشد. ی باید گزاره ی نادرست و درست ارزش مجموع کنید». عمل
بقای قانون شود، کمرنگ نایقین وقت این، بر علاوه است. ضعیفتر ثالث طرد قانون از که است

است. تناقض قانون و ثالث طرد قانون با توافق در درست

بیشینه نایقین اصل

م افتد. اتفاق رویداد این که داریم باور زیرا ندارد، نایقین باشد، ١ آن نایقین اندازه وقت رویداد، ی
چنین که داریم باور زیرا ندارد، نایقین رویداد آن باشد، صفر رویداد ی نایقین اندازه اگر همچنین
زیرا باشد، ۰٫۵ آن نایقین اندازه اگر دارد را نایقین بیشترین رویداد ی نم افتد. اتفاق رویدادی
۰٫۵ باید باشیم نداشته اختیار در اطلاعات اگر عمل، در دارند. سان ی وقوع ان ام آن مل م و رویداد
شود. مشخص محدوده ای در است ن مم نایقین اندازه مقدار ، حالت چنین در دهیم. نسبت آن به را
چند بتواند متناظر نایقین اندازه اگر رویداد، هر برای باشد؟ چقدر است ن مم نایقین اندازه مقدار
م دهیم. نسبت رویداد آن به را است ترین نزدی ۰٫۵ به که مقدار آن آنگاه کند، اختیار منطق مقدار

است. بیشینه» نایقین «اصل مفهوم بیان چنین

آموزش اسلایدهای

کنند. دانلود زیر آدرس از م توانند دارند نیاز نایقین نظریه برای آموزش اسلایدهای به که کسان
.http://orsc.edu.cn/liu/resources.htm

بیشتر مطالعه برای منابع سایر

علاقمند نایقین نظریه با مرتبط مقالات و نامه ها پایان و رساله ها بیشتر، کتاب های خواندن به اگر
.http://orsc.edu.cn/online.کنید استفاده زیر آدرس از م توانید باشید

هدف

کند. کار باور درجه با ریاضیات شاخه ای با بتواند تا است خواننده کردن آماده کتاب این هدف
پژوهش اطلاعات، علوم ، ریاض رشته های در دانشجویان و مهندسین، ران، پژوهش برای کتاب این

است. مناسب مدیریت علوم و اقتصاد، اتوماسیون، ، مصنوع هوش صنایع، مهندس ، عملیات

کتاب مطالعه برای راهنمایی

منطق ارتباط کند. مطالعه هم سر پشت صفحه به صفحه را آن کتاب، این خواننده که نیست لازم
است. شده توصیف زیر ل ش در فصل ها بین

http://orsc.edu.cn/liu/resources.htm#Lectureslides
http://orsc.edu.cn/online
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حال این با است. ندانستن و نشناحتن مفهوم به نایقین افراد؛ اغلب برای
شناخت. حدودی تا را آنها م توان که دارد سروکار موضوعات با نایقین



٠ فصل

فتار پیش

حالت با برخورد در منطق طور به م شوند. اتخاذ نامعلوم وضعیت در معمولا واقع تصمیم های
(لیو نایقین نظریه و (کلموگروف١٩٣٣) احتمال نظریه دارند؛ وجود ریاض سیستم دو نامعلوم
نظریه که حال در است. فراوان ها سازی مدل برای ریاضیات از شاخه ای احتمال نظریه .(٢٠٠٧

است. یقین درجه سازی مدل برای ریاضیات از شاخه ای نایقین

توزیع تابع ٠ . ١

عنوان به کرد. بین پیش شواهد از دقیقاً نم توان را آن نتایج که م شود اطلاق پدیده هایی به نامعلوم
تاس پرتاپ بنابراین شد، خواهد ظاهر وجه کدام کنیم بین پیش نم توانیم تاس پرتاپ از قبل مثال

یعن کنیم، بین پیش را فردا سهام قیمت دقیقاً نم توانیم که آن ر دی مثال است. نامعلوم نوع ی
«طول رولت»، «چرخیدن مانند نامعلوم موارد از ر دی برخ است. نامعلوم نوع ی نیز سهام قیمت

است. غیره و ساخت» «هزینه سفر»، «زمان بازار»، «تقاضای محصول»، عمر
تصمیمات م گوییم که است دلیل همین به است. نسبی یقین اما است مطلق نامعلوم کنید توجه
موضوع ی نامعلوم مدل ونگ چ ترتیب، این به م شوند. اتخاذ نامعلوم وضعیت در معمولا واقع
مقدار ی با کردن کار برای است. نیز مهندس و علوم در ه بل ریاضیات در تنها نه مهم پژوهش
مقدار که α درجه دهنده نشان که توزیع تابع که است این اقدام اولین سهام)، قیمت (مثلا نامعلوم
از فعل نقطه وقت ببینید. را ١ ل ش کنیم. ارائه را است، x فعل نقطه چپ سمت در داشتن قرار
توزیع تابع مقدار اگر داشت. خواهد بزرگتری مقادیر همیشه تابع چنین کند، حرکت راست به چپ
تابع اگر است. ن نامم کاملا ، فعل نقطه چپ سمت در مقدار گرفتن قرار ان ام آنگاه باشد، صفر
اگر است. ن مم کاملا گیرد، قرار فعل نقطه راست سمت در مقدار که این یرد ب را ١ مقدار توزیع
اطمینان ۴۰٪ و چپ سمت در مقدار این که داریم اطمینان ۶۰٪ آنگاه یرد ب ۰٫۶ مقدار توزیع تابع

گیرد. قرار راست سمت در مقدار این که داریم
ی دارد، وجود رروش دو تنها نامعلوم، کمیت های از برخ برای توزیع تابع آوردن دست به برای

متخصص توسط یقین درجه ارزیابی ری دی و ( تاریخ (داده های نمونه ها توسط شده تولید فراوان
کنید؟ تصور را سوم راه م توانید آیا حوزه. آن
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کنیم؟ دسته بندی را فراوان ها ونه چ ٠ . ٢

سهام). قیمت (مثل ایم کرده آوری جمع نامشخص مقدار برای را نمونه ها از ای مجموعه م کنیم فرض

م بخشیم. معنا تجمع فراوان با م افتد، فعل نقطه از چپ سمت در که نمونه هایی تمام درصد به
م رسد. نظر به پله ای تابع ی مانند ٢ ل ش در تجمع فراوان که است واضح

................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................... .................................
..................
..................
..................
..................
..................
..................
..................
..................
..................
..................
..................
..................
..................
..................
......................................

١٠٠%

x..................
..................
..................
..................
..................
..................
..................
..................
..................
..................
..................
..................
.............................................................................................................................................................................................................................................................................

........................................................................................................................................................................................................................................................

...............................................................................................................................................................................................................................................

...............................................................................................................................................................................................................................

........................................................................................................................................................................................................

..................................................................................................................................................................

...........................................................................................................................

...........................................................................................
..................................................................

.......................................................................................

......................................................................................

تجمع فراوان هیستوگرام :٢ ل ش

نم کند. تغییر ترجیح و دانش وضعیت با و است نامعلوم کمیت از واقع ویژگ ی فراوان
تصادف زلزله، سیل، جنگ، (مثل اضطراری هیچ و است بزرگ کاف مقدار به نمونه اندازه که زمان

نزدی فراوان به کاف اندازه به که را توزیع تابع که دارد وجود ان ام این ندهد رخ شایعه) حت و
مسئله مطالعه برای قانونمند رد روی تنها احتمال نظریه که نیست ش موردی، چنین در بیابیم. است،

است.
م دهد. رخ اضطراری مواردی یا و نداریم دسترس در نمونه ای موارد، از بسیاری در حال این با
است، نامعلوم ما برای حاضر حال در که ، فراوان از دور است ن مم شده برآورد توزیع تابع بنابراین
نظریه و نیست معتبر ر دی بزرگ اعداد قانون آنگاه گیرد، قرار استفاده مورد توزیع تابع این اگر باشد.

شود. نامطلوب] [و منتظره غیر نتایج به منجر است ن مم احتمال
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کنیم؟ کار باور درجه با ونه چ ٠ . ٣

عنوان به است. رویداد ی وقوع باور موضوع است، شده ای شناخته موضوع همه برای باور درجه
است» جوان مرد ی «جان بود»، خواهد آفتابی هوا بعد «هفته کرد»، خواهد طلوع خورشید «فردا مثال
رویداد این که دارید باور که م دهد نشان را قدرت باور درجه هستند. رویداد ی از نمونه هایی همه
(باور ١ باور درجه پس م افتد اتفاق رویدادی که دارید باور کامل طور به اگر افتاد. خواهد اتفاق
کامل). (نایقین است ۰ شما باور درجه است؛ ن غیرمم کاملا که م کنید فکر اگر و است کامل)
زیرا م دهید. اختصاص رویداد هر برای یقین درجه عنوان به را ١ و ۰ بین عدد ی ، کل حالت در
باشید. داشته کامل» «نایقین به نسبت بیشتری نایقین و کامل» «باور به نسبت بیشتر باوری نم توانید

افتد. اتفاق رویداد معتقدید که است باور قویترین باور درجه بالاترین

رویداد برای (قیمت/سهام) عادلانه بندی شرط نرخ عنوان به م توان را رویداد ی باور درجه
داده دلار ١ افتد اتفاق رویدادی اگر که است صورت بدین بندی شرط ی کنید فرض کرد. تفسیر
فکر اگر است؟ معقول بندی شرط این قیمت چه با نشود. پرداخت چیزی صورت این غیر در شود،
اگر و است ۱۰۰٪ رویداد وقوع این به شما باور درجه پس است، دلار ١ ارزش به شرط م کنید
به شرط م کنید فکر اگر و است ٪۰ شما باور درجه صفر)، ارزش (با ندارد ارزش شرط م کنید فکر
شما که است معن این به منصفانه کلمه اینجا در است. ۶۰٪ شما باور درجه است سنت ۶۰ ارزش
ترجیح و دانش روی شدت به باور درجه هستید. قیمت این با بندی شرط این فروش یا خرید به مایل
نیز او باور درجه تغییرکند، شخص ترجیح و دانش وقت دارد. بستگ رویداد این به مربوط شخص
فقط نم شناسد را من که کس یرم، ب نظر در را تولدم تاریخ کنید فرض مثال عنوان به م کند. تغییر
٪۸۰ اصل ام دوستان است ن مم شده ام. متولد فوریه ماه در من که است مطمئن ( ۱

۱۲ (یعن ٪۸
دنیا به فوریه ماه در من که باشد مطمئن ٪۱۰۰ است ن مم مادرم که حال در باشند؛ داشته اطمینان

م کنند. بیان مختلف باورهای خود مختلف ترجیحات و دانش به توجه با مختلف افراد ام. آمده

باورها درجه  همه ی که کنیم اذعان باید است. درست باور درجه کدام که بپرسند برخ شاید
[٧٢] تورس و کوهنمن زیاد، نظرسنج های اساس بر هستند. مفید آنها بعض از اما هستند، اشتباه
[١٠٢] لیو ر، دی سوی از دارند. زیاده روی نامطلوب رویداد های در معمولا انسان ها که دادند نشان
م شود، واقع هدف موضوع که ارزش هایی از وسیع تری بسیار محدوده معمولا انسان ها که داد نشان
داشته فاصله فراوان از باور درجه های م شود باعث انسان ها کارانه محافظه دیدگاه این م کنند. برآورد
انکار نم توان حال این با هستند. اشتباه آنها فراوان با مقایسه در باور درجه های تمام نتیجه در باشند.

تلق درست زمان فقط باور درجه هستند. مفید گیری تصمیم برای واقعاً باور درجه های این که کرد
ایجاد گونه این را باور درجه نم توانیم معمولا چه اگر باشد. داشته همخوان فراوان با که م شود

کنیم.

این دهنده نشان و است باور درجه تابع ی داریم نیاز آنچه نایقین، کمیت ی توصیف منظور به
تابع ی کل طور به م گیرد. قرار کنون نقطه چپ سمت در کمیت معتقدیم درجه ای چه با که است
کند حرکت راست به کنون نقطه چپ سمت از که هرگاه و م گیرد، ١ و ۰ بین مقادیری باور درجه

م شود. بزرگتر آن مقدار

فراوان با تابع این معمولا چون است. نایقین کمیت برای توزیع تابع نوع ی باور درجه تابع
شود. غیرمنتظره نتایج به منجر است ن مم احتمال نظریه از استفاده لذا ندارد، مطابقت
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گفته شما به کرده ایم. پر هستند، سیاه یا قرمز که کیسه در مهره ۱۰۰ با را کیسه ۱۰۰ کنید فرض
توزیع تابع اما هستند، همتوزیع و مستقل کیسه ها این در سیاه) مقابل در (قرمز ترکیبات که م شود

یرید: ب نظر در را زیر مسئله سه است. نامعلوم کاملا شما برای

هستند؟ قرمز کیسه اولین در مهره ها از تا چند م کنید فکر . ١

هستند؟ قرمز کیسه ۱۰۰ در مهره ها از تا چند م کنید فکر . ٢

؟ است چقدر باشد، تا ۱۰۰۰۰ قرمز مهره های تعداد که این احتمال م کنید فکر . ٣

کنیم؟ حل را کیسه مسئله احتمال نظریه از استفاده با ونه چ

احتمال های که م دهد ان ام لاپلاس معیار نم دانیم، کامل طور به را قرمز مهره های تعداد چون
i هر برای بنابراین، دهید. اختصاص ۰,۱,۲, . . . ,۱۰۰ قرمز، مهره های از ن مم تعداد های به برابر

است: تصادف متغیر ی کیسه i‐امین در قرمز مهره های تعداد ، i (۱ ≤ i ≤ ۱۰۰)

ξi =
۱

۱۰۱ k احتمال با , k = ۰,۱,۲, . . . ,۱۰۰.

مهره های کل تعداد لذا، هستند. همتوزیع و مستقل تصادف متغیرهای ξ۱, ξ۲, . . . , ξn که کنید توجه
کیسه ۱۰۰ در قرمز

ξ = ξ۱ + ξ۲ + · · ·+ ξ۱۰۰

قرمز مهره های کل تعداد چون، باشد. ۱۰۰۰ و ۰ بین صحیح عدد هر است ن مم که است
۱۰۰۰۰ احتمال باشند، داشته قرمز مهره ۱۰۰ کدام هر کیسه ۱۰۰ اگر تنها و اگر است ۱۰۰۰۰

قرمز مهره های کل تعداد بودن

Pr{ξ = ۱۰,۰۰۰} = Pr {ξi = ۱۰۰, i = ۱,۲, . . . ,۱۰۰}

=

۱۰۰∏
i=۱

Pr{ξi = ۱۰۰} =

۱۰۰∏
i=۱

۱
۱۰۱

≈ ۳٫۶× ۱۰−۲۰۱

است. احتمال اندازه دهنده نشان Pr{·} اینجا در است.

کنیم؟ حل را کیسه مسئله نایقین نظریه از استفاده با ونه چ

مهره های ن مم تعداد با برابر باور درجه های باید نم دانید کامل طور به را قرمز مهره های تعداد وقت
مهره های تعداد و ۱ ≤ i ≤ ۱۰۰ با i هر برای بنابراین دهید، اختصاص ۰,۱,۲, . . . ,۱۰۰ قرمز

نایقین متغیر ی کیسه i‐امین در قرمز

۱
۱۰۱ باور درجه با ηi = k, k = ۰,۱,۲, . . . ,۱۰۰

است.



۵ معیار آزمون ی : کیسه مسئله

کل تعداد هستند. همتوزیع و مستقل نایقین متغیرهای η۱, η۲, . . . , ηn که باشید داشته توجه
کیسه ۱۰۰ در قرمز مهره های

η = η۱ + η۲ + · · ·+ η۱۰۰

۱۰۰۰۰ قرمز مهره های کل تعداد چون باشد. ۱۰۰۰۰ و ۰ بین صحیح عدد هر است ن مم که است
۱۰۰۰۰ وجود باور درجه باشند، داشته قرمز مهره ۱۰۰ کدام هر کیسه ۱۰۰ اگر فقط و اگر است

قرمز مهره 

M{η = ۱۰,۰۰۰} = M {ηi = ۱۰۰, i = ۱,۲, . . . ,۱۰۰}

=

۱۰۰∧
i=۱

M{ηi = ۱۰۰} =

۱۰۰∧
i=۱

۱
۱۰۱

=
۱

۱۰۱
.( نایقین اندازه (یعن م دهد نشان را باور درجه M{·} اینجا است.

است؟ منطق تر نتیجه کدام

حال در است. ۳٫۶× ۱۰−۲۰۱ قرمز مهره های ۱۰۰۰۰ داشتن احتمال که م گوید احتمال نظریه
به است؟ معقول تر نتییجه کدام است. ۱

۱۰۱ رویداد این باور درجه که م کند بیان نایقین نظریه که
م کنیم: مطرح را زیر گزینه دو سوال این به پاسخ منظور

غیر در و م دهید دست از دلار ۱۰۰۰۰۰۰ است ۱۰۰۰۰ قرمز مهره های کل تعداد اگر :A
م کنید. دریافت دلار ی صورت این
نکنید. شرکت بندی شرط در :B

مهره های تعداد اینکه احتمال شود، استفاده احتمال نظریه از اگر چیست؟ B و A بین شما انتخاب
A گزینه بازده انتظار مورد مقدار و است ۳٫۶× ۱۰−۲۰۱ با برابر باشد ۱۰۰۰۰ قرمز

A = ۱× (۱− ۳٫۶× ۱۰−۲۰۱)− ۱۰۰۰۰۰۰× ۳٫۶× ۱۰−۲۰۱ ≈ ۱

داریم است ۰ همیشه B بازده چون است.

A > B.

درجه شود، استفاده نایقین نظریه از اگر کنید. انتخاب را A که م شود باعث احتمال نظریه یعن
A بازده انتظار مورد مقدار و است ۱

۱۰۱ قرمز مهره های تعداد بودن ۱۰۰۰۰ باور

A = ۱×
(
۱− ۱

۱۰۱

)
− ۱۰۰۰۰۰۰× ۱

۱۰۱ ≈ −۹۹۰۰.

داریم است، ۰ همیشه B بازده چون است.

A < B.

انتخاب دو نایقین نظریه و احتمال نظریه کنید. انتخاب را B شما شده باعث نایقین نظریه یعن
است؟ بهتر گرینه کدام انتخاب م کنید فکر م کنند. پیشنهاد متضاد



فتار پیش ۶

کنم؟ پر را کیسه ۱۰ ونه چ

ونه چ دهم نشان م خواهم ، نایقین نظریه و احتمال نظریه از شده نتیجه تصمیم های مقایسه منظور به
گرفتم: نظر در توزیع تابع ی ابتدا کرده ام. پر را کیسه ۱۰۰

Υ(x) =

{
۰, x < اگر۱۰۰
۱, x ≥ اگر۱۰۰

ی من بعد هستم). آزاد توزیع تابع انتخاب در من که کنید (توجه است. ۱۰۰ ثابت مقدار همان که
مهره ۱۰۰− k و قرمز مهره k با را کیسه اولین و کرده ام، تولید Υ توزیع تابع از را k تصادف عدد
و قرمز مهره k با را کیسه دومین و کردم تولید Υ از k جدید تصادف عدد ی سپس کردم. پر سیاه
داشته توجه شوند. پر کیسه ۱۰۰ تا م دهم انجام رراً م را فرایند این کردم. پر سیاه مهره ۱۰۰− k
۱۰۰۰۰ مهره ها کل تعداد و هستند همتوزیع و مستقل واقع در ۱۰۰,۱۰۰, . . . ,۱۰۰ که باشید

است.
انتخاب را A (یعن م دهید دست از دلار ۱۰۰۰۰۰۰ کنید استفاده احتمال نظریه از اگر
۱۰۰۰۰۰۰ دادن دست از و کنید انتخاب را A مجدداً باید شود تکرار آزمایش این اگر م کنید).

م یابد. ادامه همچنان م کنید، استفاده احتمال نظریه از که زمان تا دلار

م خورد؟ ست ش احتمال نظریه چرا

کیسه هر در قرمز مهره های تعداد (تقریباً) نواخت ی توزیع تابع که است این اصل دلیل

Φ(x) =


۰, x < اگر۰

x/۱۰۰, ۰ ≤ x ≤ اگر۱۰۰
۱, x > اگر۱۰۰

واقع فراوان به

Υ(x) =

{
۰, x < اگر۱۰۰
۱, x ≥ اگر۱۰۰

که حال در م شود. منجر نامعقول و غیرمنتظره نتایج به احتمال نظریه مورد این در نیست. نزدی
است. موفق کیسه به مربوط مسائل با برخورد در نایقین نظریه شد ثابت

کنید؟ انتخاب را خود ریاض ابزار ونه چ ۵ . ٠

نظریه ری دی و احتمال نظریه ی دارد، وجود ریاض سیستم دو نامعلوم با منطق برخورد در
نظریه و کرد استفاده فراوان ها مدل سازی در م توان را احتمال نظریه که کرد ادعا [٩٣] لیو . نایقین
احتمال نظریه تجربی پایه فراوان ر، دی عبارت به است. مفید باورها درجه مدل سازی در نایقین

فراوان بندی مدل برای نایقین نظریه از استفاده است. نایقین نظریه پایه باور درجه که درحال است
باور درجه بندی مدل برای احتمال نظریه از استفاده همچنین کند، تولید نادرست نتیجه است ن مم

شود. منحر بزرگ فاجعه ی به است ن مم
این شوند. قائل تفاوت باور درجه و فراوان بین نم توانند درعمل که یرند ب ایراد بعض شاید
برای اگر کنید. برخورد روش این به ل مش این با سرعت به م توانید زیرا نیست مهم چندان موضوع



٧ کنید؟ انتخاب را خود ریاض ابزار ونه چ

به کاف اندازه به اید) آورده دست به را آن ونه چ که نیست (مهم توزیع تابع معتقدید کمیت ی
این غیر در کنید. تلق تصادف متغیر ی عنوان به را کمیت باید پس است، نزدی واقع فراوان
را خود ریاض ابزار است ن مم بنابراین یرید. ب نظر در نایقین متغیر ی را کمیت آن باید صورت

کنید: انتخاب زیر معیار با

کنید استفاده احتمال نظریه از است نزدی فراوان به کاف اندازه به توزیع تابع اگر
کنید. استفاده نایقین نظریه از صورت این غیر در

است نزدی فراوان به کاف اندازه به توزیع تابع آیا که کنند بررس چطور که بپرسند هنوز برخ شاید
مسائل اکثر در آمده دست به توزیع تابع متاسفانه من، نظر به اما ندارم، نظری هیچ مورد این در نه. یا
از احتمال نظریه جای به مورد این در باید بنابراین نیست. نزدی فراوان به کاف اندازه به کاربردی

هستید؟ نایقین نظریه یادگیری به مایل آیا کنید. استفاده نایقین نظریه
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(هیستوگرام است نزدی فراوان به کاف اندازه به چپ) سمت (منحن توزیع تابع هنگام که :٣ ل ش
شود دور فراوان از راست) (منحن توزیع تابع وقت کنید. استفاده احتمال نظریه از باید چپ)،

کنید. استفاده نایقین نظریه از باید ( نامعلوم اما راست (هیستوگرام





١ فصل

نایقین اندازه

زیادی محققین توسط آن، دنبال به و شد گذاری پایه [٨۴] لیو توسط ٢٠٠٧ سال در نایقین نظریه
شده تبدیل باور درجه های بندی مدل برای ریاضییات از شاخه ای به نایقین نظریه امروزه شد. مطالعه

نایقین نظریه در را ضرب و بودن زیرخط ، دوگان بودن، نرمال موضوعه اصول فصل، این است.
بنیادی مفهوم ی که م شود معرف نیز نایقین اندازه موضوعه، اصل چهار این اساس بر م کند. بیان

بررس فصل پایان در شرط نایقین اندازه و ضرب نایقین اندازه همچنین، است. نایقین نظریه در
شد. خواهد

اندازه پذیر فضای ١ . ١

نایقین نظریه بنابراین، است. اندازه نظریه برای زین جای ی نایقین نظریه اساساً ، ریاض دیدگاه از
تابع و بورل مجموعه بورل، جبر σ‐جبر، جبر، ابتدا کار، این برای شود. شروع اندازه نظریه با باید
آنها برای مرجع این بنابر و هستند شده شناخته بخش این اصل نتایج م کنیم. معرف را اندازه پذیر
نظر صرف بخش این مطالعه از م توانند هستند آشنا مفاهیم این با که اشخاص است. نشده معرف

کنند.

گردایه است. م شود) نامیده مرجع مجموعه (معمولا ناته مجموعه ی Γ کنید فرض ١ . ١ تعریف
Γ؛ ∈ L (الف) باشند: برقرار زیر شرط سه اگر است Γ روی جبر ی Γ زیرمجموعه های شامل L

آنگاه ،Λ۱,Λ۲, . . . ,Λn ∈ L اگر (پ) و Λc؛ ∈ L آنگاه ،Λ ∈ L اگر (ب)

n∪
i=۱

Λi ∈ L. (١ . ١)

یعن باشد، برقرار شمارا اجتماع تحت بستار با (پ) شرط اگر است Γ روی σ‐جبر ی L گردایه
باشیم داشته آنگاه ،Λ۱,Λ۲, . . . ∈ L وقت

∞∪
i=۱

Λi ∈ L. (١ . ٢)



نایقین اندازه ١٠

تمام مجموعه (یعن توان مجموعه و ،Γ روی ‐جبر σ کوچ ترین {∅,Γ} گردایه :١ . ١ مثال
است. σ‐جبر بزرگترین (Γ زیرمجموعه های

{∅,Λ,Λc,Γ} آنگاه، یرید. ب نظر در Γ از سره ناته زیرمجموعه ی را Λ مجموعه :١ . ٢ مثال
است. Γ روی σ‐جبر ی

ل ش به زیرمجموعه هایی از متناه مجزای اجتماع تمام گردایه L کنید فرض :١ . ٣ مثال

(−∞, a], (a, b], (b,∞), ∅ (١ . ٣)

زیرا، نیست. σ‐جبر ی ول است ( حقیق اعداد (مجموعه ℜ روی جبر ی L آنگاه هستند.
که حال در ،i هر برای Λi = (۰, (i− ۱)/i] ∈ L

∞∪
i=۱

Λi = (۰,۱) ̸∈ L. (۴ . ١)

یعن است. بسته حد و تفاضل شمارا، اشتراک شمارا، اجتماع عمل های تحت L σ‐جبر :۴ . ١ مثال
آنگاه ،Λ۱,Λ۲, . . . ∈ L اگر

∞∪
i=۱

Λi ∈ L;

∞∩
i=۱

Λi ∈ L; Λ۱ \ Λ۲ ∈ L; lim
i→∞

Λi ∈ L. (۵ . ١)

صورت، این در است. Γ روی σ‐جبر ی L و ناته مجموعه ی Γ کنید فرض ١ . ٢ تعریف
گویند. اندازه پذیر مجموعه ی L عضو هر به و شده نامیده اندازه پذیر فضای (Γ,L)

ℜ روی σ‐جبر ی L = {∅,ℜ} آنگاه یرید. ب نظر در را ℜ حقیق اعداد مجموعه :۵ . ١ مثال
ی دارد. وجود اندازه پذیر مجموعه دو فضا این در است. اندازه پذیر فضای ی (ℜ,L) پس است.

نیستند. اندازه پذیر فضا این در (۰,+∞) و [۰,۱] بازه های که حال در است. ℜ ری دی و ∅ آنها از

است. Γ روی σ‐جبر ی L = {∅, {a}, {b, c},Γ} ،Γ = {a, b, c} مجموعه برای :۶ . ١ مثال
مجموعه های فضا این در {b, c} و {a} چنین هم است. اندازه پذیر فضای ی (Γ,L) بنابراین،

نیستند. اندازه پذیر {b}, {c}, {a, b}, {a, c} مجموعه های ول هستند، اندازه پذیر

نامیده حقیق اعداد مجموعه روی بورل جبر بازه ها، همه شامل B جبر ‐σ کوچ ترین ١ . ٣ تعریف
است. بورل مجموعه ی B عضو هر و م شود

اصم اعداد و گویا اعداد بسته، مجموعه های باز، مجموعه های بازه ها، که است شده ثابت :١ . ٧ مثال
هستند. بورل مجموعه های

مجموعه دهنده نشان [a] کنید فرض دارد. وجود هم نباشد بورل ℜ روی که مجموعه ای :١ . ٨ مثال
نباشند، گویا a۱ − a۲ اگر که کنید توجه است. شده اضافه آن به هم a که است گویا اعداد تمام
چنین از نامتناه تعداد به ℜ صورت، این در هستند. هم از جدا مجموعه دو [a۲] و [a۱] آنگاه
هر از عضو ی که است جدید مجموعه ی A کنید فرض م شود. تقسیم هم از جدا مجموعه های

نیست. بورل مجموعه ی A صورت این در دارد. را تنها مجموعه ها این از کدام



١١ نایقین اندازه

اگر گویند اندازه پذیر را حقیق اعداد مجموعه به (Γ,L) اندازه پذیر فضای از ξ تابع ۴ . ١ تعریف
باشیم داشته B بورل مجموعه هر برای

ξ−۱(B) = {γ ∈ Γ | ξ(γ) ∈ B} ∈ L (۶ . ١)

ξ۱, ξ۲, . . . کنید فرض هستند. اندازه پذیر تابع های از نمونه هایی نوا ی تابع های و پیوسته تابع های
هستند. اندازه پذیر نیز زیر تابع های صورت، این در هستند. اندازه پذیر تابع های از ای دنباله

sup
۱≤i<∞

ξi(γ); inf
۱≤i<∞

ξi(γ); lim sup
i→∞

ξi(γ); lim inf
i→∞

ξi(γ). (١ . ٧)

اندازه پذیر تابع ی هم حد این آنگاه باشد، داشته وجود limi→∞ ξi(γ) حد γ؛ هر برای اگر خصوصاً،
است.

نایقین اندازه ١ . ٢

اندازه پذیر مجموعه ی L در Λ عضو هر که کنید توجه یرید. ب نظر در را (Γ,L) اندازه پذیر فضای
است. رویداد به اندازه پذیر مجموعه نام تغییر داد انجام م توان نایقین نظریه در که کاری اولین است.
رویداد هر به M{Λ} عدد صورت، این در است. L σ‐جبر روی M نایقین اندازه تعریف دوم، کار
این که نیست ش است. Λ شدن حادث به ما یقین درجه دهنده نشان که م شود داده نسبت Λ

ریاض مشخص خاصیت های در باید M نایقین اندازه و نیست دلخواه یقین درجه دادن نسبت نحوه
را زیر موضوعه اصول [٨۴] لیو کنیم، کار یقین درجه با منطق صورت به که آن برای کند. صدق

کرد. پیشنهاد

.M{Γ} = ۱ ،Γ مرجع مجموعه برای بودن) نرمال موضوعه (اصل . ١ موضوعه اصل

.M{Λ}+M{Λc} = ۱ ،Λ رویداد هر برای ( دوگان موضوعه (اصل . ٢ موضوعه اصل

داریم ،Λ۱,Λ۲, . . . رویدادهای از شمارا دنباله هر برای ( زیرجمع موضوعه ٣ .(اصل موضوعه اصل

M

{ ∞∪
i=۱

Λi

}
≤

∞∑
i=۱

M{Λi}. (١ . ٨)

نایقین رویداد ی شدن حادث ( فراوان (نه شخص یقین درجه عنوان به نایقین اندازه :١ . ١ تذکر
مشترک مفهوم به کتاب این در و هستند، معن هم یقین درجه و نایقین اندازه این، بنابر م شود. تفسیر

شد. خواهند استفاده

سطح تغییر با و است وابسته رویداد به شخص دانش به یقین) درجه (یعن نایقین اندازه :١ . ٢ تذکر
کرد. خواهد تغییر رویداد به نسبت شخص دانش

بیشتری یقین کامل» «یقین از بیش نم توانیم ما و است کامل» «یقین معن به «١» چون :١ . ٣ تذکر
یقین درجه همچنین، باشد. ١ از بیشتر نم تواند رویدادی هیچ یقین درجه بنابراین، باشیم، داشته
نرمال موضوعه اصل در یقین درجه بنابراین، است. باورکردن کاملا زیرا است، ١ مرجع مجموعه

م کند. صدق بودن

است. نایقین نظریه در حقیقت» بقای «اصل از کاربردی واقع در دوگان موضوعه اصل :۴ . ١ تذکر

است. سازگار تناقض» «اصل و ثالث» طرد «اصل با نایقین نظریه که م کند تضمین خاصیت این



نایقین اندازه ١٢

ی که وید ب شخص اگر مثال، برای است. شده احاطه دوگان با همواره انسان تفکر همچنین،
یقین درجه با گزاره این که م کنیم تلق چنین ما همه گاه آن است، درست ۰٫۶ یقین درجه با گزاره

است. نادرست ۰٫۴

م شود مطرح سوال چنین اغلب یرید. ب نظر در را معلوم یقین درجه های با رویداد دو :۵ . ١ تذکر
شخصاً م شود. ساخته رویدادها تک تک یقین درجه روی از ونه چ دو این اجتماع یقین درجه که
درجه که است داده نشان فراوان مطالعات ندارد. وجود آن ساختن برای قاعده ای که است این نظرم
با نه و احتمال) اندازه (مانند است رویدادها تک تک یقین درجه مجموع نه رویداد دو اجتماع یقین
اجتماع یقین درجه بین صریح ارتباط م رسد نظر به ان). ام اندازه (مانند است برابر آنها بیشینه مقدار
استفاده زیرجمع موضوعه اصل از که آن جز به ندارد، وجود رویدادها تک تک یقین درجه و رویدادها

کنیم.

به م آید. وجود به تناقض هایی نباشد، فرض ها جزو بودن زیرجمع موضوعه اصل اگر :۶ . ١ تذکر
تعریف صورت این به را مجموعه ها روی تابع دارد. عضو ٣ مرجع مجموعه کنید فرض مثال، عنوان
عضو دو حداقل با مجموعه هایی برای و کند اختیار را صفر مقدار عضوی تک مجموعه برای م کنیم.
صدق موضوعه اصول سایر در بودن زیرجمع موضوعه اصل از غیر به تابع این کند. اختیار ١ مقدار

شود؟ گرفته نظر در اندازه تابع ی عنوان به بتواند تابع چنین که نیست عجیب آیا م کند.

احتمال نظریه م کند، صدق الذکر فوق موضوعه اصل سه هر در احتمال اندازه چند هر :١ . ٧ تذکر
که ضرب موضوعه اصل یعن چهارم، موضوعه اصل در زیرا نیست، نایقین نظریه از خاص حالت

نم کند. صدق م شود، تعریف ١٧ صفحه در

موضوعه اصول در هرگاه م شود نامیده نایقین اندازه ی M مجموعه ای تابع [٨۴] ۵ . ١ تعریف
کند. صدق بودن زیرجمع و دوگان بودن، نرمال

تعریف را زیر تابع ،Γ از Λ زیرمجموعه هر برای است. ناته مجموعه ی Γ کنید فرض :١ . ١ تمرین
م کنیم.

M{Λ} =


۰, Λ = ∅ اگر
۱, Λ = Γ اگر

۰٫۵, درغیراینصورت
(١ . ٩)

صدق موضوعه اصل سه هر در M دهید نشان (راهنمایی: است. نایقین اندازه ی M دهید نشان
م کند.)

رویداد ۴ شامل Γ توان مجموعه که است واضح .Γ = {γ۱, γ۲} کنید فرض :١ . ٢ تمرین

L = {∅, {γ۱}, {γ۲}, Γ}. (١ . ١٠)

کنید تعریف زیر صورت به را M و است ۰ < c < ۱ حقیق عدد ی c کنید فرض است.

M{∅} = ۰, M{γ۱} = c, M{γ۲} = ۱− c, M{Γ} = ۱.

است. نایقین اندازه ی M دهید نشان



١٣ نایقین اندازه

رویداد ٨ شامل Γ توان مجموعه یرید. ب نظر در را Γ = {γ۱, γ۲, γ۳} مجموعه :١ . ٣ تمرین

L = {∅, {γ۱}, {γ۲}, {γ۳}, {γ۱, γ۲}, {γ۱, γ۳}, {γ۲, γ۳}, Γ} (١ . ١١)

سازگاری شرط در که هستند نامنف اعداد c۱, c۲, c۳ کنید فرض است.

ci + cj ≤ ۱ ≤ c۱ + c۲ + c۳, ∀i ̸= j. (١ . ١٢)

کنید: تعریف زیر صورت به را M م کنند. صدق

M{γ۱} = c۱, M{γ۲} = c۲, M{γ۳} = c۳,

M{γ۱, γ۲} = ۱− c۳, M{γ۱, γ۳} = ۱− c۲, M{γ۲, γ۳} = ۱− c۱,

M{∅} = ۰, M{Γ} = ۱.
است. نایقین اندازه ی M دهید نشان

با حقیق عدد ی c کنید فرض و یرید ب نظر در را Γ = {γ۱, γ۲, γ۳, γ۴} مجموعه :۴ . ١ تمرین
را M ،Λ زیرمجموعه هر برای است. رویداد ١۶ شامل توان مجموعه است. ۰٫۵ ≤ c < ۱ شرط

کنید. تعریف زیر صورت به

M{Λ} =


۰, Λ = ∅ اگر
۱, Λ = Γ اگر
c, γ۱ ∈ Λ ̸= Γ اگر

۱− c, γ۱ ̸∈ Λ ̸= ∅ اگر .

(١ . ١٣)

است. نایقین اندازه ی M دهید نشان

خاصیت با نامنف اعداد c۱, c۲, . . . کنید فرض و Γ = {γ۱, γ۲, . . .} مجموعه :۵ . ١ تمرین
کنید. تعریف زیر صورت به را M ،Λ زیرمجموعه هر برای هستند. c۱ + c۲ + · · · = ۱

M{Λ} =
∑
γi∈Λ

ci. (١۴ . ١)

است. نایقین اندازه ی M دهید نشان

استاندارد روش ی شد، گذاری نام لب هنری فرانسوی ریاضیدان از بعد که ، لب اندازه :۶ . ١ تمرین
مثال، عنوان به است. اقلیدس فضای در مجموعه ها به حجم یا و مساحت طول، دادن نسبت برای

لب اندازه M کنید فرض ،Γ = [۰,۱] مجموعه برای است. b−a بازه طول ،[a, b] بازه لب اندازه
است. نایقین اندازه ی M دهید نشان است.

۰ < c ≤ ۰٫۵ با حقیق عدد ی c و است حقیق اعداد تمام مجموعه Γ کنید فرض :١ . ٧ تمرین
کنید. تعریف زیر صورت به را M ،Λ زیرمجموعه هر برای است.

M{Λ} =



۰, Λ = ∅ اگر
c, Λ ̸= ∅ و بوده دار کران بالا از Λ اگر

۰٫۵, باشند دار کران بالا از Λc و Λ رویدار دو هر اگر
۱− c, Λ ̸= Γ و بوده دار کران بالا از Λc اگر
۱, Λ = Γ اگر

(١۵ . ١)



نایقین اندازه ١۴

است. نایقین اندازه ی M دهید نشان

که طوری است (−∞,+∞) روی پذیر انتگرال و نامنف تابع ی ρ(x) کنید فرض :١ . ٨ ∫تمرین +∞

−∞
ρ(x)dx ≥ ۱. (١۶ . ١)

کنید. تعریف زیر صورت به را حقیق اعداد از Λ بورل مجموعه هر برای M تابع

M{Λ} =



∫
Λ

ρ(x)dx,

∫
Λ

ρ(x)dx < ۰٫۵ اگر

۱−
∫
Λc

ρ(x)dx,

∫
Λc

ρ(x)dx < ۰٫۵ اگر

۰٫۵, درغیراینصورت

(١ . ١٧)

است. نایقین اندازه ی M دهید نشان

Λ۱ مجموعه دو هر برای یعن نواست. ی افزایش تابع ی نایقین اندازه نوایی) ی (قضیه ١ . ١ قضیه
داریم. ،Λ۱ ⊂ Λ۲ با Λ۲ و

M{Λ۱} ≤ M{Λ۲}. (١ . ١٨)

داریم دوگان موضوعه اصل بر بنا همچنین و ،M{Γ} = ۱ بودن نرمال موضوعه اصل بر بنا برهان:
موضوعه اصل از استفاده با .Γ = Λc

۱ ∪ Λ۲ داریم ،Λ۱ ⊂ Λ۲ چون .M{Λc
۱} = ۱−M{Λ۱}
داریم بودن، زیرجمع

۱ = M{Γ} ≤ M{Λc
۱}+M{Λ۲} = ۱−M{Λ۱}+M{Λ۲}.

.M{Λ۱} ≤ M{Λ۲} پس

یعن است. صفر همواره ∅ ته مجموعه نایقین اندازه ١ . ٢ قضیه

M{∅} = ۰. (١ . ١٩)

م شود نتیجه دوگان موضوعه اصل از ،M{Γ} = ۱ و ∅ = Γc چون برهان:

M{∅} = ۱−M{Γ} = ۱− ۱ = ۰.

داریم ،Λ رویداد هر برای یعن است. ی و صفر بین عددی نایقین اندازه مقدار ١ . ٣ قضیه

۰ ≤ M{Λ} ≤ ۱. (١ . ٢٠)

،M{∅} = ۰ و ∅ ⊂ Λ ⊂ Γ زیرا .۰ ≤ M{Λ} ≤ ۱ که م شود نتیجه نوایی ی قضیه از برهان:
.M{Γ} = ۱



١۵ نایقین اندازه

این در .i → ∞ وقت M{Λi} → ۰ با رویدادها از دنباله ای Λ۱,Λ۲, . . . کنید فرض ۴ . ١ قضیه
داریم: ،Λ رویداد هر برای صورت

lim
i→∞

M{Λ ∪ Λi} = lim
i→∞

M{Λ\Λi} = M{Λ}. (١ . ٢١)

رویداد ی کاستن با یا و شود بزرگ تر صفر اندازه با رویداد ی کردن اضافه با رویداد اگر مخصوصاً،
نم کند. تغییر آن نایقین اندازه شود، کوچ تر صفر اندازه از

i هر برای که م شود نتیجه بودن زیرجمع موضوعه اصل و نوایی ی قضیه از برهان:

M{Λ} ≤ M{Λ ∪ Λi} ≤ M{Λ}+M{Λi}.

چون .M{Λ ∪ Λi} → M{Λ} داریم M{Λi} → ۰ از استفاده با پس

(Λ\Λi) ⊂ Λ ⊂ ((Λ\Λi) ∪ Λi)

داریم
M{Λ\Λi} ≤ M{Λ} ≤ M{Λ\Λi}+M{Λi}.

. M{Λ\Λi} → M{Λ} داریم M{Λi} → ۰ از استفاده با پس

داریم ،Λ۱,Λ۲, . . . رویدادهای برای مجانبی) (قضیه ۵ . ١ قضیه

lim
i→∞

M{Λi} > ۰, Λi ↑ Γ ,اگر (١ . ٢٢)

lim
i→∞

M{Λi} < ۱, Λi ↓ ∅ .اگر (١ . ٢٣)

م شود نتیجه بودن زیرجمع موضوعه اصل از ،Γ = ∪iΛi چون .Λi ↑ Γ کنید فرض برهان:

۱ = M{Γ} ≤
∞∑
i=۱

M{Λi}.

آنگاه ،Λi ↓ ∅ اگر .limi→∞ M{Λi} > ۰ داریم است، افزایش i به نسبت M{Λi} چون
داریم دوگان موضوعه اصل و نامساوی اولین از .Λc

i ↑ Γ

lim
i→∞

M{Λi} = ۱− lim
i→∞

M{Λc
i} < ۱.

م شود. ثابت قضیه ترتیب این به

۰ < α ≤ ۰٫۵ خاصیت با عدد ی α و است حقیق اعداد مجموعه Γ کنید فرض :١ . ٩ مثال
کنید: تعریف زیر صورت به را نایقین اندازه است.

M{Λ} =



۰, Λ = ∅ اگر
α, Λ ̸= ∅ و است کراندار بالا از Λ اگر

۰٫۵, هستند کراندار بالا از Λc و Λ دو هر اگر
۱− α, Λ ̸= Γ و است کراندار بالا از Λc اگر

۱, Λ = Γاگر.

(٢۴ . ١)



نایقین اندازه ١۶

و Λi ↑ Γ صورت این در .Λi = (−∞, i] کنید فرض ،i = ۱,۲, . . . برای (الف)
.limi→∞ M{Λi} = α

صورت این در .Λi = [i,+∞) کنید فرض ،i = ۱,۲, . . . برای (ب)

Λi ↓ ∅ و lim
i→∞

M{Λi} = ۱− α.

نایقین فضای ١ . ٣

و بوده Γ روی σ‐جبر ی L کنید فرض و یرید ب نظر در را Γ ناته مجموعه [٨۴] ۶ . ١ تعریف
گویند. نایقین فضای ی را (Γ,L,M) سه تایی است. نایقین اندازه ی M

مجموعه این توان مجموعه L و بوده {γ۱, γ۲} دوعضوی مجموعه ی Γ کنید فرض :١ . ١٠ مثال
در است. شده تعریف M{γ۲} = ۰٫۴ و M{γ۱} = ۰٫۶ با که است نایقین اندازه M و است

است. نایقین فضای ی (Γ,L,M) صورت، این

این توان مجموعه L و بوده {γ۱, γ۲, γ۳} عضوی سه مجموعه ی Γ کنید فرض :١ . ١١ مثال
M{γ۳} = و M{γ۲} = ۰٫۳ ،M{γ۱} = ۰٫۶ با که است نایقین اندازه M و است مجموعه

است. نایقین فضای ی (Γ,L,M) صورت، این در است. شده تعریف ۰٫۲

این روی بورل جبر L کنید فرض و گرفته نظر در [۰,۱] بازه صورت به را Γ مجموعه :١ . ١٢ مثال
است. نایقین فضای ی (Γ,L,M) صورت، این در است. لب اندازه M و بوده بازه

م شود. محدود کامل نایقین فضاهای به معمولا نایقین فضاهای مطالعه کاربردی، اهداف برای

Λ۱,Λ۲ ∈ L هر برای اگر م شود گفته کامل (Γ,L,M) نایقین فضای ی [١٠٢] ١ . ٧ تعریف
این در .A ∈ L داریم ،Λ۱ ⊂ A ⊂ Λ۲ با A زیرمجموعه هر برای و M{Λ۱} = M{Λ۲} با

داریم همچنین حالت،

M{A} = M{Λ۱} = M{Λ۲}. (٢۵ . ١)

M{Λ} = ۰ با رویداد ی Λ و است کامل نایقین فضای ی (Γ,L,M) کنید فرض :١ . ٩ تمرین
.M{A} = ۰ و بوده رویداد ی A آنگاه ، A ⊂ Λ هرگاه دهید نشان است.

M{Λ} = ۱ با رویداد ی Λ و است کامل نایقین فضای ی (Γ,L,M) کنید فرض :١ . ١٠ تمرین
.M{A} = ۱ و بوده رویداد ی A آنگاه ،A ⊃ Λ هرگاه دهید نشان است.

Λ۱,Λ۲, . . رویدادهای. برای اگر م شود نامیده پیوسته (Γ,L,M) نایقین فضای [۴۵] ١ . ٨ تعریف
باشیم داشته limi→∞ Λi شرط با

M
{
lim
i→∞

Λi

}
= lim

i→∞
M{Λi} (٢۶ . ١)

متناه تعداد شامل Γ هرگاه است پیوسته همواره (Γ,L,M) نایقین فضای دهید نشان :١ . ١١ تمرین
باشد. نقطه

نشان است. لب اندازه M و است Γ روی بورل جبر L ،Γ = [۰,۱] کنید فرض :١ . ١٢ تمرین
است. پیوسته نایقین فضای ی (Γ,L,M) دهید



١٧ ضرب نایقین اندازه

Λ زیرمجموعه هر برای است. Γ روی توان مجموعه L و ،Γ = [۰,۱] کنید فرض :١ . ١٣ تمرین
کنید تعریف ،Γ از

M{Λ} =


۰, Λ = ∅ اگر
۱, Λ = Γ اگر

۰٫۵, .درغیراینصورت
(١ . ٢٧)

است. ناپیوسته نایقین فضای ی (Γ,L,M) دهید نشان

ضرب نایقین اندازه ۴ . ١

نظریه چهارم موضوعه اصل بنابراین ،[٨٧] شد تعریف ٢٠٠٩ سال در لیو توسط ضرب نایقین اندازه
Γ هستند. نایقین فضاهای k = ۱,۲, . . . برای (Γk,Lk,Mk) کنید فرض آمد. وجود به نایقین
زیر صورت به را است γk ∈ Γk برای (γ۱, γ۲, . . .) ل ش به مرتب چندتایی های مجموعه که را

کنید. تعریف

Γ = Γ۱ × Γ۲ × · · · (١ . ٢٨)

صورت به مجموعه ای Γ در نایقین مستطیل ی

Λ = Λ۱ × Λ۲ × · · · (١ . ٢٩)

مستطیل های تمام شامل σ‐جبر کوچ ترین . k = ۱,۲, . . . و Λk ∈ Lk آن در که است
با و نامیده ضرب σ‐جبر را Γ اندازه پذیر

L = L۱ × L۲ × · · · (١ . ٣٠)

م شود تعریف زیر موضوعه اصل با L σ‐جبر روی M نایقین اندازه صورت، این در م دهیم. نشان
.[٨٧]

فضاهای k = ۱,۲, . . . برای (Γk,Lk,Mk) کنید فرض ضرب) موضوعه (اصل . ۴ موضوعه اصل
م کند. صدق زیر شرط در که است اندازه ای M ضرب نایقین اندازه هستند. نایقین

M

{ ∞∏
k=۱

Λk

}
=

∞∧
k=۱

Mk{Λk} (١ . ٣١)

است. k = ۱,۲, . . . برای Lk از دلخواه رویداد ی Λk آن در که

مستطیل ها برای فقط را ضرب نایقین اندازه (١ . ٣١) چهارم موضوعه اصل که کنید توجه :١ . ٨ تذکر
در داد؟ تعمیم L σ‐جبر به را مستطیل ها کلاس از M نایقین اندازه م توان ونه چ م کند. تعریف



نایقین اندازه ١٨

شود: گفته چنین است ن مم ،Λ ∈ L رویداد هر برای واقع،

M{Λ} =



sup
Λ۱×Λ۲×···⊂Λ

min
۱≤k<∞

Mk{Λk},

sup
Λ۱×Λ۲×···⊂Λ

min
۱≤k<∞

Mk{Λk} > اگر۰٫۵

۱− sup
Λ۱×Λ۲×···⊂Λc

min
۱≤k<∞

Mk{Λk},

sup
Λ۱×Λ۲×···⊂Λc

min
۱≤k<∞

Mk{Λk} > اگر۰٫۵

۰٫۵, .درغیراینصورت

(١ . ٣٢)
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از بیشتر اگر اساساً (قرص) Λ نایقین اندازه ضرب. σ‐جبر به مستطیل ها از تعمیم :١ . ١ ل ش
متمم باید صورت این غیر در است. شده محاط Λ۱ × Λ۲ مستطیل در که است ناحیه ای باشد ۰٫۵
مستطیل دقیقاً M{Λc} آنگاه باشد، ۰٫۵ از بزرگ تر Λc محاط مستطیل اگر کنیم. بررس را Λc آن
یا و باشد نداشته وجود Λ شده محاط مستطیل اگر .M{Λ} = ۱ −M{Λc} و است شده محاط

.M{Λ} = ۰٫۵ دهید قرار آنگاه باشد، ۰٫۵ از برزگ تر Λc

١ مساوی یا کوچ تر همواره Λc و Λ در مستطیل ها بزرگ ترین نایقین اندازه های جمع :١ . ٩ تذکر
یعن است،

sup
Λ۱×Λ۲×···⊂Λ

min
۱≤k<∞

Mk{Λk}+ sup
Λ۱×Λ۲×···⊂Λc

min
۱≤k<∞

Mk{Λk} ≤ ۱.

از ی حداکثر که است معن این به مفهوم این

sup
Λ۱×Λ۲×···⊂Λ

min
۱≤k<∞

Mk{Λk} و sup
Λ۱×Λ۲×···⊂Λc

min
۱≤k<∞

Mk{Λk}

است. منطق (١ . ٣٢) گزاره بنابراین، است. بزرگ تر ۰٫۵ از



١٩ ضرب نایقین اندازه

با شده تعریف M{Λ} نایقین اندازه مقدارهای ،Λ ∈ L هر برای که است واضح :١ . ١٠ تذکر
بازه در (١ . ٣٢)[

sup
Λ۱×Λ۲×···⊂Λ

min
۱≤k<∞

Mk{Λk}, ۱− sup
Λ۱×Λ۲×···⊂Λc

min
۱≤k<∞

Mk{Λk}
]
,

که آنجا تا M{Λ} مقادیر یعن دارد، مطابقت [٨۴] بیشینه نایقین اصل با (١ . ٣٢) پس دارند. قرار
هستند. نزدی ۰٫۵ به بازه این داخل در باشد داشته ان ام

یعن باشد، ی Λc و Λ در مستطیل ها بزرگترین از نایقین اندازه دو جمع اگر :١ . ١١ تذکر

sup
Λ۱×Λ۲×···⊂Λ

min
۱≤k<∞

Mk{Λk}+ sup
Λ۱×Λ۲×···⊂Λc

min
۱≤k<∞

Mk{Λk} = ۱,

م شود. ساده زیر صورت به (١ . ٣٢) نایقین اندازه آنگاه

M{Λ} = sup
Λ۱×Λ۲×···⊂Λ

min
۱≤k<∞

Mk{Λk}. (١ . ٣٣)

نماد با (١ . ٣١) با شده تعریف M نایقین اندازه :١ . ١٢ تذکر

M = M۱ ∧M۲ ∧ · · · (٣۴ . ١)

شد. خواهد داده نشان

اندازه و بورل جبر با [۰,۱] بازه های (Γ۲,L۲,M۲) و (Γ۱,L۱,M۱) کنید فرض :١۴ . ١ تمرین
آنگاه هستند. لب

Λ = {(γ۱, γ۲) ∈ Γ۱ × Γ۲ | γ۱ + γ۲ ≤ ۱} (٣۵ . ١)

دهید نشان است. (Γ۱,L۱,M۱)× (Γ۲,L۲,M۲) ضرب نایقین فضای روی رویداد ی

M{Λ} =
۱
۲ . (٣۶ . ١)

اندازه و بورل جبر با [۰,۱] بازه های (Γ۲,L۲,M۲) و (Γ۱,L۱,M۱) کنید فرض :١۵ . ١ تمرین
آنگاه هستند. لب

Λ =
{
(γ۱, γ۲) ∈ Γ۱ × Γ۲ | (γ۱ − ۰٫۵)۲ + (γ۲ − ۰٫۵)۲ ≤ ۰٫۵۲} (١ . ٣٧)

است. (Γ۱,L۱,M۱)× (Γ۲,L۲,M۲) ضرب نایقین فضای روی رویداد ی
دهید نشان (الف)

M{Λ} =
۱√
۲
. (١ . ٣٨)

چنان را Λc در Λ۱ × Λ۲ مستطیل .M{Λc} = ۱ − ۱/
√
۲ یرید ب نتیجه بالا قسمت از (ب)

.M{Λ۱ × Λ۲} = ۱− ۱/
√
۲ که بیابید



نایقین اندازه ٢٠

است. نایقین اندازه ی (١ . ٣٢) با شده تعریف اندازه [١٣٢] ۶ . ١ قضیه

است، نایقین اندازه ی (١ . ٣٢) با شده تعریف ضرب نایقین اندازه کنیم ثابت که آن برای برهان:
صدق بودن زیرجمع و دوگان بودن، نرمال موضوعه اصول در ضرب نایقین اندازه دهیم نشان باید

م کند.

.M{Γ} = ۱ یعن است نرمال ضرب نایقین اندازه وضوح به :١ گام

م گیریم. نظر در را زیر حالت سه M{Λ}+M{Λc} = ۱. م کنیم: ثابت را دوگان :٢ گام
کنید فرض :١ حالت

sup
Λ۱×Λ۲×···⊂Λ

min
۱≤k<∞

Mk{Λk} > ۰٫۵.

م گیریم نتیجه بلافاصله آنگاه

sup
Λ۱×Λ۲×···⊂Λc

min
۱≤k<∞

Mk{Λk} < ۰٫۵.

که م شود نتیجه (١ . ٣٢) از

M{Λ} = sup
Λ۱×Λ۲×···⊂Λ

min
۱≤k<∞

Mk{Λk},

M{Λc} = ۱− sup
Λ۱×Λ۲×···⊂(Λc)c

min
۱≤k<∞

Mk{Λk} = ۱−M{Λ}.

م شود. ثابت دوگان
کنید فرض :٢ حالت

sup
Λ۱×Λ۲×···⊂Λc

min
۱≤k<∞

Mk{Λk} > ۰٫۵.

م شود. ثابت مشابه روش به نیز حالت این
کنید فرض :٣ حالت

sup
Λ۱×Λ۲×···⊂Λ

min
۱≤k<∞

Mk{Λk} ≤ ۰٫۵

و
sup

Λ۱×Λ۲×···⊂Λc

min
۱≤k<∞

Mk{Λk} ≤ ۰٫۵.

م شود. نتیجه دوگان آن از که M{Λ} = M{Λc} = ۰٫۵ که م شود نتیجه (١ . ٣٢) از

رویداد دو ∆ و Λ کنید فرض است. افزایش مجموعه ای تابع ی M م کنیم ثابت ابتدا :٣ گام
م گیریم. نظر در حالت سه هستند. Λ ⊂ ∆ با L در

کنید فرض :١ حالت
sup

Λ۱×Λ۲×···⊂Λ
min

۱≤k<∞
Mk{Λk} > ۰٫۵.

آنگاه

sup
∆۱×∆۲×···⊂∆

min
۱≤k<∞

Mk{∆k} ≥ sup
Λ۱×Λ۲×···⊂Λ

min
۱≤k<∞

Mk{Λk} > ۰٫۵.



٢١ ضرب نایقین اندازه

که م شود نتیجه (١ . ٣٢) از

M{Λ} = sup
Λ۱×Λ۲×···⊂Λ

min
۱≤k<∞

Mk{Λk},

M{∆} = sup
∆۱×∆۲×···⊂∆

min
۱≤k<∞

Mk{∆k}.

.M{Λ} ≤ M{∆} بنابراین،
کنید فرض :٢ حالت

sup
∆۱×∆۲×···⊂∆c

min
۱≤k<∞

Mk{∆k} > ۰٫۵.

آنگاه

sup
Λ۱×Λ۲×···⊂Λc

min
۱≤k<∞

Mk{Λk} ≥ sup
∆۱×∆۲×···⊂∆c

min
۱≤k<∞

Mk{∆k} > ۰٫۵.

بنابراین
M{Λ} = ۱− sup

Λ۱×Λ۲×···⊂Λc

min
۱≤k<∞

Mk{Λk}

≤ ۱− sup
∆۱×∆۲×···⊂∆c

min
۱≤k<∞

Mk{∆k} = M{∆}.

کنید فرض :٣ حالت
sup

Λ۱×Λ۲×···⊂Λ
min

۱≤k<∞
Mk{Λk} ≤ ۰٫۵

و
sup

∆۱×∆۲×···⊂∆c

min
۱≤k<∞

Mk{∆k} ≤ ۰٫۵.

.M{Λ} ≤ M{∆} این بنابر .M{∆} ≥ ۰٫۵ و M{Λ} ≤ ۰٫۵ که م شود نتیجه (١ . ٣٢) از

ثابت ∆ و Λ رویداد دو فقط برای را ادعا سادگ برای است. زیرجمع M م کنیم ثابت :۴ گام
یرید: ب نظر در را زیر حالت سه م کنیم.

مستطیل دو ،ε > ۰ هر برای . M{∆} < ۰٫۵ و M{Λ} < ۰٫۵ کنید فرض :١ حالت

Λ۱ × Λ۲ × · · · ⊂ Λc, ∆۱ ×∆۲ × · · · ⊂ ∆c

که دارند وجود
۱− min

۱≤k<∞
Mk{Λk} ≤ M{Λ}+ ε/۲,

۱− min
۱≤k<∞

Mk{∆k} ≤ M{∆}+ ε/۲.

که کنید توجه
(Λ۱ ∩∆۱)× (Λ۲ ∩∆۲)× · · · ⊂ (Λ ∪∆)c.



نایقین اندازه ٢٢

k هر برای که م شود نتیجه Mk بودن زیرجمع و دوگان از

Mk{Λk ∩∆k} = ۱−Mk{(Λk ∩∆k)
c}

= ۱−Mk{Λc
k ∪∆c

k}

≥ ۱− (Mk{Λc
k}+Mk{∆c

k})

= ۱− (۱−Mk{Λk})− (۱−Mk{∆k})

= Mk{Λk}+Mk{∆k} − ۱

داریم است، افزایش و بوده دوگان M که شد ثابت قبلا چون

M{Λ ∪∆} = ۱−M{(Λ ∩∆)c}

≤ ۱−M{(Λ۱ ∩∆۱)× (Λ۲ ∩∆۲)× · · · }

= ۱− min
۱≤k<∞

Mk{Λk ∩∆k}

≤ ۱− min
۱≤k<∞

Mk{Λk}+ ۱− min
۱≤k<∞

Mk{∆k}

≤ M{Λ}+M{∆}+ ε.

داریم ،ε → ۰ کنید فرض

M{Λ ∪∆} ≤ M{Λ}+M{∆}.

برای بودن زیرجمع برقراری .M{∆} < ۰٫۵ و M{Λ} ≥ ۰٫۵ کنید فرض :٢ حالت
یعن م گیریم، نظر در را M{Λ ∪ ∆} > ۰٫۵ حالت است. واضح M{Λ ∪ ∆} = ۰٫۵

داریم ١ حالت و Λc ∪∆ = (Λc ∩∆c) ∪∆ از استفاده با .M{Λc ∩∆c} < ۰٫۵

M{Λc ∪∆} ≤ M{Λc ∩∆c}+M{∆}.

بنابراین،

M{Λ ∪∆} = ۱−M{Λc ∩∆c} ≤ ۱−M{Λc ∪∆}+M{∆}

≤ ۱−M{Λc}+M{∆} = M{Λ}+M{∆}.

M{Λ}+ زیرا است بدیه بودن زیرجمع آنگاه ،M{∆} ≥ ۰٫۵ و M{Λ} ≥ ۰٫۵ اگر :٣ حالت
شد. ثابت قضیه .M{∆} ≥ ۱ ≥ M{Λ ∪∆}

و هستند نایقین فضاهای k = ۱,۲, . . . برای (Γk,Lk,Mk) کنید فرض ١ . ٩ تعریف

Γ = Γ۱ × Γ۲ × · · · (١ . ٣٩)

L = L۱ × L۲ × · · · (۴١ . ٠)

M = M۱ ∧M۲ ∧ · · · (۴١ . ١)

م شود. نامیده ضرب نایقین فضای (Γ,L,M) تایی سه



٢٣ استقلال

استقلال ۵ . ١

به مجموعه دو استقلال است. اندازه پذیر مجموعه ی اساساً رویداد هر که م کنیم یادآوری ابتدا
در رویدادهایی چه نم دهد. تغییر را ری دی وقوع در ما برآورد آنها از ی وقوع که است معن این
باشند. متعلق متفاوت نایقین فضاهای به آنها که است این متداول حالت م کنند؟ صدق شرط این
و (Γ۱,L۱,M۱) نایقین فضاهای در رویدادهایی ترتیب به Λ۲ و Λ۱ کنید فرض مثال، عنوان به
به Γ۱ ×Λ۲ و Λ۱ ×Γ۲ ،Λ۲ و Λ۱ برای که گفت م توان صورت این در هستند. (Γ۲,L۲,M۲)
١ . ٢ ل ش هستند. (Γ۱,L۱,M۱) × (Γ۲,L۲,M۲) ضرب نایقین فضای در رویدادهایی ترتیب

کنید. نگاه را
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(Λ۱ × Γ۲) ∩ (Γ۱ × Λ۲) = Λ۱ × Λ۲ :١ . ٢ ل ش

اشتراک ضرب نایقین اندازه که م شود نتیجه ضرب موضوعه اصل از

M{(Λ۱ × Γ۲) ∩ (Γ۱ × Λ۲)} = M{Λ۱ × Λ۲} = M۱{Λ۱} ∧M۲{Λ۲}.

داریم M{Γ۱ × Λ۲} = M۲{Λ۲} و M{Λ۱ × Γ۲} = M۱{Λ۱} از استفاده با است.

M{(Λ۱ × Γ۲) ∩ (Γ۱ × Λ۲)} = M{Λ۱ × Γ۲} ∧M{Γ۱ × Λ۲}.

کرد. ثابت زیر صورت به را ر دی معادله سه م توان مشابه، طور به

M{(Λ۱ × Γ۲)
c ∩ (Γ۱ × Λ۲)} = M{(Λ۱ × Γ۲)

c} ∧M{Γ۱ × Λ۲},

M{(Λ۱ × Γ۲) ∩ (Γ۱ × Λ۲)
c} = M{Λ۱ × Γ۲} ∧M{(Γ۱ × Λ۲)

c},

M{(Λ۱ × Γ۲)
c ∩ (Γ۱ × Λ۲)

c} = M{(Λ۱ × Γ۲)
c} ∧M{(Γ۱ × Λ۲)

c}.

چهار صورت این در م دهیم. نشان Λ۲ و Λ۱ با ترتیب به را Γ۱ × Λ۲ و Λ۱ × Γ۲ ، سادگ برای
بود. خواهند زیر صورت به الذکر فوق معادله

M{Λ۱ ∩ Λ۲} = M{Λ۱} ∧M{Λ۲},
M{Λc

۱ ∩ Λ۲} = M{Λc
۱} ∧M{Λ۲},

M{Λ۱ ∩ Λc
۲} = M{Λ۱} ∧M{Λc

۲},
M{Λc

۱ ∩ Λc
۲} = M{Λc

۱} ∧M{Λc
۲}.



نایقین اندازه ٢۴

حالت در باشند. برقرار معادله چهار هر اگر فقط و اگر هستند مستقل Λ۲ و Λ۱ رویداد دو گوییم پس
کرد. تعریف زیر صورت به م توان را رویدادها استقلال کل

اگر گویند مستقل را Λ۱,Λ۲, . . . ,Λn رویدادهای [٩١] ١ . ١٠ تعریف

M

{
n∩

i=۱
Λ∗
i

}
=

n∧
i=۱

M{Λ∗
i } (۴١ . ٢)

مرجع مجموعه Γ و م شوند انتخاب دلخواه به i = ۱,۲, . . . , n ،{Λi,Λ
c
i ,Γ} از Λ∗

i آن در که
است.

هستند: برقرار زیر معادله چهار زیرا است مستقل Λ ر دی رویداد هر از ∅ ن نامم رویداد :١ . ١٣ مثال

M{∅ ∩ Λ} = M{∅} = M{∅} ∧M{Λ},
M{∅c ∩ Λ} = M{Λ} = M{∅c} ∧M{Λ},
M{∅ ∩ Λc} = M{∅} = M{∅} ∧M{Λc},

M{∅c ∩ Λc} = M{Λc} = M{∅c} ∧M{Λc}.

هستند: برقرار زیر معادله چهار زیرا است مستقل Λ ر دی رویداد هر از Γ قطع رویداد :١۴ . ١ مثال

M{Γ ∩ Λ} = M{Λ} = M{Γ} ∧M{Λ},
M{Γc ∩ Λ} = M{Γc} = M{Γc} ∧M{Λ},
M{Γ ∩ Λc} = M{Λc} = M{Γ} ∧M{Λc},
M{Γc ∩ Λc} = M{Γc} = M{Γc} ∧M{Λc}.

j و i هر برای دهید نشان هستند. مستقل رویدادهای Λ۱,Λ۲, . . . ,Λn کنید فرض :١۶ . ١ تمرین
هستند. مستقل Λj و Λi رویدادهای ،۱ ≤ i < j ≤ n با

کنید. توجیه را خود پاسخ هستند؟ مستقل Λc و Λ آیا یرید. ب نظر در را Λ رویداد :١ . ١٧ تمرین

ضرب نایقین فضای روی را آنها (راهنمایی: کنید. تعریف مستقل رویداد n تعداد :١ . ١٨ تمرین
کنید.) تعریف (Γ۱,L۱,M۱)× (Γ۲,L۲,M۲)× · · · × (Γn,Ln,Mn)

اگر فقط و اگر هستند مستقل Λ۱,Λ۲, . . . ,Λn رویدادهای [٩١] ١ . ٧ قضیه

M

{
n∪

i=۱
Λ∗
i

}
=

n∨
i=۱

M{Λ∗
i } (۴١ . ٣)

رویداد ∅ و شده اند انتخاب دلخواه به {Λi,Λ
c
i ,∅} از Λ∗

i ،i = ۱,۲, . . . , n هر برای آن در که
است. ن نامم



٢۵ چندمستطیل قضیه

اندازه دوگان موضوعه اصل از هستند. مستقل رویدادهای Λ۱,Λ۲, . . . ,Λn کنید فرض برهان:
که م شود نتیجه نایقین

M

{
n∪

i=۱
Λ∗
i

}
= ۱−M

{
n∩

i=۱
Λ∗c
i

}
= ۱−

n∧
i=۱

M{Λ∗c
i } =

n∨
i=۱

M{Λ∗
i }

(۴١ . ٣) معادله م شود. انتخاب دلخواه به {Λi,Λ
c
i ,∅} از Λ∗

i ،i = ۱,۲, . . . , n برای آن در که
آنگاه باشد برقرار (۴١ . ٣) معادله اگر برعکس، شد. ثابت

M

{
n∩

i=۱
Λ∗
i

}
= ۱−M

{
n∪

i=۱
Λ∗c
i

}
= ۱−

n∨
i=۱

M{Λ∗c
i } =

n∧
i=۱

M{Λ∗
i }.

ثابت قضیه م شود. انتخاب {Λi,Λ
c
i ,Γ} از دلخواه به Λ∗

i ،i = ۱,۲, . . . , n هر برای آن در که
شد.

چندمستطیل قضیه ۶ . ١

ی یرید. ب نظر در را (Γ۲,L۲,M۲) و (Γ۱,L۱,M۱) نایقین فضای دو [٩٩] ١ . ١١ تعریف
ل ش به اگر م شود نامیده چندمستطیل Γ۱ × Γ۲ روی مجموعه

Λ =

m∪
i=۱

(Λ۱i × Λ۲i) (۴۴ . ١)

و Λ۲i؛ ∈ L۲ و Λ۱i ∈ L۱ ،i = ۱,۲, . . . ,m هر برای آن در که باشد

Λ۱۱ ⊂ Λ۱۲ ⊂ · · · ⊂ Λ۱m, (۴۵ . ١)

Λ۲۱ ⊃ Λ۲۲ ⊃ · · · ⊃ Λ۲m. (۴۶ . ١)

ی هم «صلیب‐مانند» ی همچنین، است. چندمستطیل ی Λ۱ × Λ۲ مستطیل وضوح، به
کنید. نگاه را ١ . ٣ ل ش است. چندمستطیل

(Γ۲,L۲,M۲) و (Γ۱,L۱,M۱) نایقین فضای دو ([٩٩] لیو، مستطیل چند (قصیه ١ . ٨ قضیه
چندمستطیل آنگاه، یرید. ب نظر در را

Λ =
m∪
i=۱

(Λ۱i × Λ۲i) (۴١ . ٧)

نایقین اندازه (Γ۱,L۱,M۱)× (Γ۲,L۲,M۲) ضرب نایقین فضای روی

M{Λ} =

m∨
i=۱

M{Λ۱i × Λ۲i}. (۴١ . ٨)

دارد.



نایقین اندازه ٢۶
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چندمستطیل. سه :١ . ٣ ل ش

i = ۱,۲, . . . , n و Λ۱i×Λ۲i از ی ،Λ چندمستطیل در مستطیل بزرگترین که است واضح برهان:
دهید. نشان Λ۱k × Λ۲k با را مستطیل بزرگترین است.

اگر :١ حالت
M{Λ۱k × Λ۲k} = M۱{Λ۱k},

و است Λc در مستطیل بزرگترین Λc
۱k × Λc

۲,k+۱ آنگاه

M{Λc
۱k × Λc

۲,k+۱} = M۱{Λc
۱k} = ۱−M۱{Λ۱k}.

پس
M{Λ۱k × Λ۲k}+M{Λc

۱k × Λc
۲,k+۱} = ۱.

اگر :٢ حالت
M{Λ۱k × Λ۲k} = M۲{Λ۲k},

و است Λc در مستطیل بزرگترین Λc
۱,k−۱ × Λc

۲k آنگاه

M{Λc
۱,k−۱ × Λc

۲k} = M۲{Λc
۲k} = ۱−M۲{Λ۲k}.

پس
M{Λ۱k × Λ۲k}+M{Λc

۱,k−۱ × Λc
۲k} = ۱.

اصل از است. ١ همواره Λc و Λ در مستطیلها بزرگترین نایقین اندازه های جمع ، کل حالت در
م شود. نتیجه (۴١ . ٨) برقراری ضرب موضوعه

داریم: M{Λ۱i × Λ۲i} = M۱{Λ۱i} ∧M۲{Λ۲i} ،i هر برای چون :١ . ١٣ تذکر

M{Λ} =

m∨
i=۱

M۱{Λ۱i} ∧M۲{Λ۲i}. (۴١ . ٩)

از نامتناه تعداد اجتماع که چندمستطیل هایی برای چندمستطیل قضیه که کنید توجه :١۴ . ١ تذکر
بود. خواهند ۴ . ١ ل ش صورت به مستطیل ها چند حالت، این در است. برقرار نیز هستند مستطیل ها



٢٧ شرط نایقین اندازه
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یافته. ل ش تغییر چندمستطیل سه :۴ . ١ ل ش

شرط نایقین اندازه ١ . ٧

این م گیریم. نظر در است، افتاده اتفاق A مانند رویدادی که آن از بعد را Λ رویداد نایقین اندازه
گویند. A شرط به Λ شرط نایقین اندازه را Λ از جدید نایقین اندازه

زیرا کنیم بزرگتر را M{Λ ∩ A} مجبوریم ابتدا ،M{Λ|A} شرط نایقین اندازه تعریف برای
M{Λ∩A} تقسیم جز به زین جای م رسد نظر به .M{Λ∩A} < ۱ هر برای ،M{A} < ۱ هرگاه
حال، این با نیست. نایقین اندازه ی همواره M{Λ ∩ A}/M{A} متاسفانه، نداریم. M{A} بر

دوگان اصل صورت این غیر (در باشد M{Λ ∩ A}/M{A} از بزرگتر نباید M{Λ|A} مقدار
یعن بود)، نخواهد برقرار

M{Λ|A} ≤ M{Λ ∩A}
M{A}

. (۵١ . ٠)

باشیم داشته باید دوگان برقراری برای ر، دی طرف از

M{Λ|A} = ۱−M{Λc|A} ≥ ۱− M{Λc ∩A}
M{A}

. (۵١ . ١)

داریم بودن زیرجمع موضوعه اصل از استفاده با و (Λ ∩ A) ∪ (Λc ∩ A) = A از همچنین،
بنابراین .M{A} ≤ M{Λ ∩A}+M{Λc ∩A}

۰ ≤ ۱− M{Λc ∩A}
M{A}

≤ M{Λ ∩A}
M{A}

≤ ۱. (۵١ . ٢)

که است منطق مقدار ی M{Λ ∩A}/M{A} و ۱−M{Λc ∩A}/M{A} بین عدد هر پس
زیر شرط نایقین اندازه ،[٨۴] بیشینه نایقین اصل بر بنا داد. نسبت شرط نایقین اندازه به م توان

داریم. را

اندازه آنگاه .Λ, A ∈ L و است نایقین فضای ی (Γ,L,M) کنید فرض [٨۴] ١ . ١٢ تعریف



نایقین اندازه ٢٨

صورت به M{A} > ۰ با A شرط به Λ شرط نایقین

M{Λ|A} =



M{Λ ∩A}
M{A}

, if M{Λ ∩A}
M{A}

< اگر۰٫۵

۱− M{Λc ∩A}
M{A}

,
M{Λc ∩A}

M{A}
< اگر۰٫۵

۰٫۵, درغیراینصورت

(۵١ . ٣)

م شود. تعریف

که م شود نتیجه بلافاصله شرط نایقین اندازه تعریف از :١۵ . ١ تذکر

۱− M{Λc ∩A}
M{A}

≤ M{Λ|A} ≤ M{Λ ∩A}
M{A}

. (۵۴ . ١)

را A افتادن اتفاق از بعد را Λ بعدی١ نایقین اندازه M{Λ|A} شرط نایقین اندازه :١۶ . ١ تذکر
م کند. مشخص

است. M{A} > ۰ با رویداد ی A و نایقین فضای ی (Γ,L,M) کنید فرض [٨۴] ١ . ٩ قضیه
فضای ی (Γ,L,M{·|A}) و است، نایقین اندازه ی (۵١ . ٣) با شده تعریف M{·|A} آنگاه

است. نایقین

بودن زیرجمع و دوگان بودن، نرمال موضوعه اصول در M{·|A} کنیم ثابت است کاف برهان:
یعن ند، می صدق بودن نرمال اصل در م دهیم نشان ابتدا م کند. صدق

M{Γ|A} = ۱− M{Γc ∩A}
M{A}

= ۱− M{∅}
M{A}

= ۱.

اگر ،Λ رویداد هر برای

M{Λ ∩A}
M{A}

≥ ۰٫۵, M{Λc ∩A}
M{A}

≥ ۰٫۵,

این غیر در م شود. نتیجه M{Λ|A}+M{Λc|A} = ۰٫۵+ ۰٫۵ = ۱ برقراری بلافاصله آنگاه
کنید فرض کلیت، دادن دست از بدون صورت،

M{Λ ∩A}
M{A}

< ۰٫۵ <
M{Λc ∩A}

M{A}
.

داریم آنگاه

M{Λ|A}+M{Λc|A} =
M{Λ ∩A}
M{A}

+

(
۱− M{Λ ∩A}

M{A}

)
= ۱.

posterior١



٢٩ کتابشناس نکات

شمارای دنباله هر برای سرانجام، م  کند. صدق دوگان موضوعه اصل در M{·|A} ر دی عبارت به
بودن زیرجمع موضوعه اصل و (۵۴ . ١) از ،M{Λi|A} < ۰٫۵ ،i هر برای اگر ،{Λi} رویدادهای

م شود نتیجه

M

{ ∞∪
i=۱

Λi |A

}
≤

M

{ ∞∪
i=۱

Λi ∩A

}
M{A}

≤

∞∑
i=۱

M{Λi ∩A}

M{A}
=

∞∑
i=۱

M{Λi|A}.

مثلا است، بزرگتر ۰٫۵ از جملات از ی کنید فرض

M{Λ۱|A} ≥ ۰٫۵, M{Λi|A} < ۰٫۵, i = ۲,۳, . . .

داریم آنگاه ،M{∪iΛi|A} = ۰٫۵ اگر

M

{ ∞∪
i=۱

Λi |A

}
≤

∞∑
i=۱

M{Λi|A}.

واقعیت از استفاده با م توان را فوق نامساوی آنگاه ،M{∪iΛi|A} > ۰٫۵ اگر

Λc
۱ ∩A ⊂

∞∪
i=۲

(Λi ∩A) ∪

( ∞∩
i=۱

Λc
i ∩A

)
,

M{Λc
۱ ∩A} ≤

∞∑
i=۲

M{Λi ∩A}+M

{ ∞∩
i=۱

Λc
i ∩A

}
,

M

{ ∞∪
i=۱

Λi |A

}
= ۱−

M

{ ∞∩
i=۱

Λc
i ∩A

}
M{A}

,

∞∑
i=۱

M{Λi|A} ≥ ۱− M{Λc
۱ ∩A}

M{A}
+

∞∑
i=۲

M{Λi ∩A}

M{A}
,

پس است. برقرار وضوح به بودن زیرجمع آنگاه باشند، بزرگتر ۰٫۵ از جمله دو حداقل اگر کرد. ثابت
فضای ی (Γ,L,M{·|A}) بنابراین، م کند. صدق بودن زیرجمع موضوعه اصل در M{·|A}

است. نایقین

کتابشناس نکات ١ . ٨

(مانند اضطراری موقعیت های برخ یا نداریم اختیار در توزیع تابع های برآورد برای نمونه ای وقت
حوزه در متخصص چند از هستیم مجبور م آید، پیش شایعات) حت و نصادف زلزله، سیل، جنگ،
نظر این بر برخ شاید کنند. بیان رویداد هر وقوع مورد در را حود یقین درجه تا بخواهیم مربوطه



نایقین اندازه ٣٠

کرد ادعا [٩٣] لیو حال این با است. فازی مفهوم ی یا و ٢ موضوع احتمال یقین، درجه که باشند
شهودی نتایج به است ن مم فازی نظریه هم و احتمال نظریه هم چون است نامناسب کار این گاه که

شوند. منجر متناقض
شده ریزی پایه ٢٠٠٧ سال در لیو توسط نایقین نظریه یقین، درجه های با منطق برخورد برای
که است نایقین اندازه ، نایقین نظریه اصل هسته .[٨٧] شد کامل لیو توسط ٢٠٠٩ سال در و [٨۴]
اندازه عمل، در م شود. مشخص ضرب و بودن زیرجمع ، دوگان بودن، نرمال موضوعه اصول با

م شود. تفسیر نایقین رویداد ی وقوع بر شخص یقین درجه عنوان به نایقین
از نمونه عنوان به است شده مطالعه و بررس محققین از بسیاری توسط همچنین نایقین نظریه
تاکنون، برد. نام م توان [٩٩] لیو و [١٣٢] ایوامورا و پنگ ،[٢١۶] ژانگ ،[٩١] لیو ،[۴۵] گائو

است. شده تبدیل نایقین نظریه در قوی ابزاری به و یافته توسعه کاف اندازه به نایقین اندازه ابزار

subjective٢



٢ فصل

نایقین متغیر

نایقین کمیت های نمایش برای مفهوم این از است. نایقین نظریه در اساس مفهوم ی نایقین متغیر
ری، عمل قانون استقلال، ، نایقین توزیع  نایقین، متغیر روی فصل این اصل تمرکز م شود. استفاده
بردار و نایقین دنباله ، شرط نایقین توزیع  آنتروپی، فاصله، گشتاورها، واریانس، انتظار، مورد مقدار

است. نایقین

نایقین متغیر ٢ . ١

آن رسم تعریف است. نایقین فضای ی روی اندازه پذیر تابع ی نایقین متغیر نادقیق، تعریف در
م شود. بیان ادامه در

اعداد مجموعه به (Γ,L,M) نایقین فضای ی از ξ مانند تابع نایقین متغیر [٨۴] ٢ . ١ تعریف
است. حقیق اعداد از بورل مجموعه هر برای رویداد ی {ξ ∈ B} که طوری است حقیق
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نایقین متغیر ی :٢ . ١ ل ش

یعن است، Γ مرجع مجموعه از زیرمجموعه ای {ξ ∈ B} رویداد که کنید توجه :٢ . ١ تذکر

{ξ ∈ B} = {γ ∈ Γ | ξ(γ) ∈ B}. (٢ . ١)



نایقین متغیر ٣٢

و است توان مجموعه با {γ۱, γ۲} مجموعه (Γ,L,M) نایقین فضای کنید فرض :٢ . ١ مثال
پس .M{γ۲} = ۰٫۴ و M{γ۱} = ۰٫۶

ξ(γ) =

{
۰, γ = γ۱ اگر
۱, γ = γ۲ اگر

(٢ . ٢)

داریم چنین هم است. نایقین متغیر ی

M{ξ = ۰} = M{γ | ξ(γ) = ۰} = M{γ۱} = ۰٫۶, (٢ . ٣)

M{ξ = ۱} = M{γ | ξ(γ) = ۱} = M{γ۲} = ۰٫۴. (۴ . ٢)

پس است. لب اندازه و بورل جبر با [۰,۱] بازه (Γ,L,M) نایقین فضای کنید فرض :٢ . ٢ مثال

ξ(γ) = ۳γ, ∀γ ∈ Γ (۵ . ٢)

داریم چنین هم است. نایقین متغیر ی

M{ξ = ۱} = M{γ | ξ(γ) = ۱} = M{۱/۳} = ۰, (۶ . ٢)

M{ξ ∈ [۰,۲]} = M{γ | ξ(γ) ∈ [۰,۲]} = M{[۰,۲/۳]} = ۲/۳, (٢ . ٧)

M{ξ > ۲} = M{γ | ξ(γ) > ۲} = M{(۲/۳,۱]} = ۱/۳. (٢ . ٨)

این واقع، در گرفت. نظر در خاص نایقین متغیر ی عنوان به م توان را c حقیق عدد :٢ . ٣ مثال
ثابت تابع نایقین متغیر

ξ(γ) ≡ c (٢ . ٩)

داریم حقیق اعداد از B بورل مجموعه هر برای چنین هم است. (Γ,L,M) نایقین فضای روی

M{ξ ∈ B} = M{γ | ξ(γ) ∈ B} = M{Γ} = ۱, c ∈ Bاگر, (٢ . ١٠)

M{ξ ∈ B} = M{γ | ξ(γ) ∈ B} = M{∅} = ۰, c ̸∈ Bاگر. (٢ . ١١)

پس است. حقیق عدد ی b کنید فرض و یرید ب نظر در را ξ نایقین متغیر :۴ . ٢ مثال

{ξ = b}c = {γ | ξ(γ) = b}c = {γ | ξ(γ) ̸= b} = {ξ ̸= b}.

داریم ، دوگان اصل بر بنا چنین، هم هستند. متضاد رویدادهای {ξ ̸= b} و {ξ = b} پس

M{ξ = b}+M{ξ ̸= b} = ۱. (٢ . ١٢)



٣٣ نایقین توزیع 

نشان است. حقیق اعداد از بورل مجموعه ی B و نایقین متغیر ی ξ کنید فرض :٢ . ١ تمرین
و هستند متضاد رویدادهای {ξ ∈ Bc} و {ξ ∈ B} دهید

M{ξ ∈ B}+M{ξ ∈ Bc} = ۱. (٢ . ١٣)

رویدادهای {ξ < η} و {ξ ≥ η} دهید نشان هستند. نایقین متغیر دو η و ξ کنید فرض :٢ . ٢ تمرین
و هستند متضاد

M{ξ ≥ η}+M{ξ < η} = ۱. (١۴ . ٢)

را (Γ,L,M) نایقین فضای روی ξ نایقین متغیر ٢ . ٢ تعریف
M{ξ؛ < ۰} = ۰ هرگاه گویند نامنف (الف)

.M{ξ ≤ ۰} = ۰ هرگاه گویند مثبت (ب)

ξ = η گوییم اند. شده تعریف (Γ,L,M) نایقین فضای روی η و ξ نایقین متغیرهای ٢ . ٣ تعریف
.ξ(γ) = η(γ) باشیم داشته ،γ ∈ Γ تمام تقریباً برای هرگاه

‐ حقیق تابع ی f کنید فرض و یرید ب نظر در را ξ۱, ξ۲, . . . , ξn نایقین متغیرهای ۴ . ٢ تعریف
با که است نایقین متغیر ی ξ = f(ξ۱, ξ۲, . . . , ξn) صورت، این در است. اندازه پذیر مقدار

ξ(γ) = f(ξ۱(γ), ξ۲(γ), . . . , ξn(γ)), ∀γ ∈ Γ. (١۵ . ٢)

م شود. تعریف

نایقین متغیر ی ξ = ξ۱ + ξ۲ جمع پس هستند. نایقین متغیر دو ξ۲ و ξ۱ کنید فرض :۵ . ٢ مثال
با که است

ξ(γ) = ξ۱(γ) + ξ۲(γ), ∀γ ∈ Γ.

با که است نایقین متغیر ی نیز ξ = ξ۱ξ۲ ضرب م شود. تعریف

ξ(γ) = ξ۱(γ) · ξ۲(γ), ∀γ ∈ Γ,

م شود. تعریف
متغیرنایقین ی م تواند ونه چ (١۵ . ٢) با شده تعریف ξ(γ) که کند تعجب است ن مم خواننده

م دهد. پاسخ شبهه این به بعدی قضیه باشد.

اندازه پذیر حقیق تابع ی f و هستند نایقین متغیرهای ξ۱, ξ۲, . . . , ξn کنید فرض ٢ . ١ قضیه
است. نایقین متغیر ی f(ξ۱, ξ۲, . . . , ξn) پس است.

فضای ی از اندازه پذیر تابع های بنابراین، هستند، نایقین متغیرهای ξ۱, ξ۲, . . . , ξn چون برهان:
اندازه پذیر تابع ی نیز f(ξ۱, ξ۲, . . . , ξn)پس هستند. حقیق اعداد مجموعه به (Γ,L,M)نایقینیی

است. نایقین متغیر ی f(ξ۱, ξ۲, . . . , ξn) پس است. (Γ,L,M) نایقینیی فضای از



نایقین متغیر ٣۴

نایقین توزیع  ٢ . ٢

حامل نایقین توزیع  م شود. معرف نایقین متغیر توصیف برای نایقین توزیع  مفهوم بخش این در
متغیر خود جای به حالت ها، از بسیاری در حال، این با است. نایقین متغیر ی ناکامل اطلاعات از

است. کاف نایقین توزیع  دانستن نایقین،

رابطه با ξ نایقین متغیر از Φ نایقین توزیع  [٨۴] ۵ . ٢ تعریف

Φ(x) = M {ξ ≤ x} (١۶ . ٢)

م شود. تعریف x حقیق عدد هر برای
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. نایقین توزیع  ی :٢ . ٢ ل ش

به نایقین متغیر این توزیع تابع دهید نشان .ξ(γ) ≡ c نایقین متغیر ی c حقیق عدد :٢ . ٣ تمرین
صورت

Φ(x) =

{
۰, x < c اگر
۱, x ≥ c اگر

است.

و توان مجموعه با همراه {γ۱, γ۲} نایقین فضای (Γ,L,M) کنید فرض :۴ . ٢ تمرین

M{γ۱} = ۰٫۷,M{γ۲} = ۰٫۳

نایقین متغیر دهید نشان است.

ξ(γ) =

{
۰, γ = γ۱ اگر
۱, γ = γ۲ اگر

نایقین توزیع تابع

Φ(x) =


۰, x < ۰ اگر

۰٫۷, ۰ ≤ x < ۱ اگر
۱, x ≥ ۱ اگر



٣۵ نایقین توزیع 

است.

M{γ۱} = و توان مجموعه با {γ۱, γ۲, γ۳} نایقین فضای (Γ,L,M) کنید فرض :۵ . ٢ تمرین
نایقین متغیر دهید نشان است. M{γ۳} = ۰٫۲ و M{γ۲} = ۰٫۳ ،۰٫۶

ξ(γ) =


۱, γ = γ۱ اگر
۲, γ = γ۲ اگر
۳, γ = γ۳ اگر

نایقین توزیع  تابع

Φ(x) =


۰, x < ۱ اگر

۰٫۶, ۱ ≤ x < ۲ اگر
۰٫۸, ۲ ≤ x < ۳ اگر
۱, x ≥ ۳ اگر

دارد.

است. لب اندازه و بورل جبر با [۰,۱] بازه (Γ,L,M) نایقین فضای کنید فرض :۶ . ٢ تمرین
نایقین متغیر دهید نشان (الف)

ξ(γ) = γ, ∀γ ∈ [۰,۱] (٢ . ١٧)

نایقین توزیع  تابع

Φ(x) =


۰, x ≤ ۰ اگر
x, ۰ < x ≤ ۱ اگر
۱, x > ۱ اگر

(٢ . ١٨)

شما برای را چیزی چه توزیع تابع دو این (ج) چیست؟ ξ(γ) = ۱ − γ نایقین توزیع  (ب) دارد.
است. (٢ . ١٨) هم آن نایقین توزیع  که کنید طراح نیز ری دی نایقین متغیر (د) م کنند؟ تداع

نشان است. لب اندازه و بورل جبر با [۰,۱] نایقین فضای (Γ,L,M) کنید فرض :٢ . ٧ تمرین
صورت به ξ(γ) = γ۲ نایقین متغیر توزیع تابع دهید

Φ(x) =


۰, x < ۰ اگر
√
x, ۰ ≤ x ≤ ۱ اگر

۱, x > ۱ اگر

(٢ . ١٩)

است.

تابع است. لب اندازه و بورل جبر با [۰,۱] نایقین فضای (Γ,L,M) کنید فرض :٢ . ٨ تمرین
چیست؟ ξ(γ) = ۱/γ نایقین توزیع 

تابع است. لب اندازه و بورل جبر با [۰,۱] نایقین فضای (Γ,L,M) کنید فرض :٢ . ٩ تمرین
چیست؟ ξ(γ) = ln γ نایقین توزیع 



نایقین متغیر ٣۶

a > ۰ با حقیق عدد دو b و a و است Φ توزیع تابع با نایقین متغیر ی ξ کنید فرض :٢ . ١٠ تمرین
صورت به aξ + b نایقین توزیع  تابع دهید نشان هستند.

Ψ(x) = Φ

(
x− b

a

)
, ∀x ∈ ℜ, (٢ . ٢٠)

است.

a < ۰ با حقیق عدد دو b و a و است Φ توزیع تابع با نایقین متغیر ی ξ کنید فرض :٢ . ١١ تمرین
صورت به aξ + b نایقین توزیع  تابع دهید نشان هستند.

Ψ(x) = ۱− Φ

(
x− b

a

)
, ∀x ∈ ℜ, (٢ . ٢١)

است.

نایقین توزیع  تابع دهید نشان است. Φ توزیع تابع با نایقین متغیر ی ξ کنید فرض :٢ . ١٢ تمرین
صورت به exp(ξ)

Ψ(x) = Φ(ln(x)), ∀x > ۰, (٢ . ٢٢)

است.

نایقین توزیع  تابع دهید نشان است. Φ توزیع تابع با نایقین متغیر ی ξ کنید فرض :٢ . ١٣ تمرین
صورت به ۱/ξ

Ψ(x) = ۱− Φ

(
۱
x

)
, ∀x > ۰, (٢ . ٢٣)

است.

اکید افزایش و پیوسته تابع ی f و Φ توزیع تابع با نایقین متغیر ی ξ کنید فرض :١۴ . ٢ تمرین
صورت به f(ξ) نایقین توزیع  تابع دهید نشان است.

Ψ(x) = Φ(f−۱(x)), ∀x ∈ ℜ, (٢۴ . ٢)

است.

کاهش و پیوسته تابع ی f و Φ پیوسته توزیع تابع با نایقین متغیر ی ξ کنید فرض :١۵ . ٢ تمرین
صورت به f(ξ) نایقین توزیع  تابع دهید نشان است. اکید

Ψ(x) = ۱− Φ(f−۱(x)), ∀x ∈ ℜ, (٢۵ . ٢)

است.

باشد. سان ی آنها نایقین توزیع  هرگاه هستند همتوزیع نایقین متغیرهای گوییم ۶ . ٢ تعریف



٣٧ نایقین توزیع 

توزیع وجود حال، این با .ξ = η اگر هستند همتوزیع η و ξ نایقین متغیرهای که است واضح
نایقین فضای (Γ,L,M) کنید فرض مثال، عنوان به نم آورد. وجود به ξ = η برای تضمین سان ی

نایقین متغیرهای است. M{γ۱} = M{γ۲} = ۰٫۵ و توان مجموعه با {γ۱, γ۲}

ξ(γ) =

{
۱, γ = γ۱ اگر
−۱, γ = γ۲ اگر

η(γ) =

{
−۱, γ = γ۱ اگر
۱, γ = γ۲ اگر

سان ی نایقین توزیع  η و ξ صورت، این در کنید. تعریف را

Φ(x) =


۰, x < −۱ اگر

۰٫۵, −۱ ≤ x < ۱ اگر
۱, x ≥ ۱ اگر

.ξ ̸= η که حال در هستند همتوزیع η و ξ نایقین متغیرهای بنابراین، دارند.

کاف و لازم شرط

در جز به اگر فقط و اگر است نایقین توزیع  تابع ی Φ(x) : ℜ → [۰,۱] تابع [١٣١] ٢ . ٢ قضیه
باشد. افزایش Φ(x) ≡ ۱ و Φ(x) ≡ ۰

Φ(x) ̸≡ ۱ و Φ(x) ̸≡ ۰ این، بر علاوه است. افزایش نایقین توزیع  تابع که است واضح برهان:
و Φ(x) ̸≡ ۰ ول است افزایش تابع ی Φ کنید فرض برعکس، م شود. نتیجه حدی قضیه از
C کنید فرض است. Φ آن توزیع تابع که دارد وجود نایقین متغیر ی م کنیم ثابت .Φ(x) ̸≡ ۱
به را ℜ روی مجموعه ای تابع است. ℜ و ∅ ،(b,∞) ،(−∞, a] ل ش به بازه هایی تمام گردایه

م کنیم. تعریف زیر صورت

M{(−∞, a]} = Φ(a),

M{(b,+∞)} = ۱− Φ(b),

M{∅} = ۰, M{ℜ} = ۱.

که است موجود چنان C در {Ai} مانند دنباله ای ، حقیق اعداد از B بورل دلخواه مجموعه ی برای

B ⊂
∞∪
i=۱

Ai.

صورت به را M{B} مجموعه ای تابع نیست. تا ی دنباله ای چنین که کنید توجه

M{B} =



inf
B⊂

∞∪
i=۱

Ai

∞∑
i=۱

M{Ai}, inf
B⊂

∞∪
i=۱

Ai

∞∑
i=۱

M{Ai} < ۰٫۵ اگر

۱− inf
Bc⊂

∞∪
i=۱

Ai

∞∑
i=۱

M{Ai}, inf
Bc⊂

∞∪
i=۱

Ai

∞∑
i=۱

M{Ai} < ۰٫۵ اگر

۰٫۵, درغیراینصورت



نایقین متغیر ٣٨

مشخص نایقین متغیر توزیع تابع Φ و است ℜ روی نایقین اندازه ی الزاماً تابع این کنید. تعریف
است. ξ(γ) = γ با شده

نظر در زیر نایقین توزیع  با نایقین متغیر ی عنوان به م توان را نامعلوم» کاملا «عدد ی :۶ . ٢ مثال
گرفت.

Φ(x) ≡ ۰٫۵. (٢۶ . ٢)

کنید فرض است. نایقین توزیع  ی الزاماً Φ(x) ≡ ۰٫۵ که م شود نتیجه کاف و لازم شرط از
و است توان مجموعه با ℜ حقیق اعداد مجموعه (Γ,L,M) نایقین فضای

M{Λ} =


۰, Λ = ∅ اگر
۱, Λ = ℜ اگر

۰٫۵, .درغیراینصورت
(٢ . ٢٧)

است. ξ(γ) = γ نایقین متغیر نایقین توزیع (٢۶ . ٢) پس

به x حقیق عدد هر برای آن نایقین توزیع  که کنید تعریف نایقین متغیر ی (الف) :١۶ . ٢ تمرین
صورت

Φ(x) = ۰٫۴ (٢ . ٢٨)

صورت به x حقیق عدد هر برای آن نایقین توزیع  که کنید تعریف نایقین متغیر ی (ب) باشد.

Φ(x) = ۰٫۶ (٢ . ٢٩)

باشد.

صورت به x حقیق عدد هر برای آن نایقین توزیع  که کنید تعریف نایقین متغیر ی :٢ . ١٧ تمرین

Φ(x) = (۱+ exp(−x))
−۱ (٢ . ٣٠)

باشد.

خاص نایقین توزیع های برخ

صورت به خط نایقین توزیع  هرگاه گویند خط را ξ نایقین متغیر ٢ . ٧ تعریف

Φ(x) =


۰, x ≤ a اگر

x− a

b− a
, a ≤ x ≤ b اگر

۱, x ≥ b اگر

(٢ . ٣١)

.a < b و هستند حقیق اعداد b و a آن در و م شود داده نشان L(a, b) با که باشد داشته
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خط نایقین توزیع  :٢ . ٣ ل ش

مثال، عنوان به م شوند. مشخص پایین و بالا کران های با اغلب کمیت ها برخ عمل، در :٢ . ٧ مثال
صورت این در سال. ٢٨ از بیشتر نه و است سال ٢۴ از کمتر نه «جان» سن که م کند فکر شخص

صورت به آن نایقین توزیع  که است L(۲۴,۲۸) خط نایقین متغیر ی «جان» سن

Φ(x) =


۰, x ≤ ۲۴ اگر

(x− ۲۴)/۴, ۲۴ ≤ x ≤ ۲۸ اگر

۱, x ≥ ۲۸ اگر

(٢ . ٣٢)

است.

قد صورت این در است. سانیمتر ۱۹۰ و ۱۸۰ بین «جیمز» قد که م کند فکر شخص :٢ . ٨ مثال
نایقین توزیع  با L(۱۸۰,۱۹۰) خط نایقین متغیر ی «جیمز»

Φ(x) =


۰, x ≤ ۱۸۰ اگر

(x− ۱۸۰)/۱۰, ۱۸۰ ≤ x ≤ ۱۹۰ اگر

۱, x ≥ ۱۹۰ اگر

(٢ . ٣٣)

است.

باشد. داشته زیر صورت به زاگ زی نایقین توزیع  اگر نامند زاگ زی را ξ نایقین متغیر ٢ . ٨ تعریف

Φ(x) =



۰, x ≤ a اگر
x− a

۲(b− a)
, a ≤ x ≤ b اگر

x+ c− ۲b
۲(c− b)

, b ≤ x ≤ c اگر

۱, x ≥ c اگر

(٣۴ . ٢)

هستند. a < b < c با حقیق اعداد a, b, c آن در که م دهند نشان Z(a, b, c) با را توزیع این
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زاگ زی نایقین توزیع  :۴ . ٢ ل ش

است. شده مشخص پایین و بالا کران های و ١ میانه مقدار با فقط نایقین متغیر ی اگر :٢ . ٩ مثال
نایقین توزیع  با Z(۱۸۰,۱۸۷,۱۹۰) زاگ زی نایقین متغیر ی «جیمز» قد صورت، این در

Φ(x) =



۰, x ≤ ۱۸۰ اگر

(x− ۱۸۰)/۱۴, ۱۸۰ ≤ x ≤ ۱۸۷ اگر

(x− ۱۸۴)/۶, ۱۸۷ ≤ x ≤ ۱۹۰ اگر

۱, x ≥ ۱۹۰ اگر

(٣۵ . ٢)

است.

صورت به آن نایقین توزیع  هرگاه گویند نرمال را ξ نایقین متغیر ٢ . ٩ تعریف

Φ(x) =

(
۱+ exp

(
π(e− x)√

۳σ

))−۱
, x ∈ ℜ (٣۶ . ٢)

.σ > ۰ و هستند حقیق اعداد σ و e آن در که م شود داده نشان N (e, σ) با که باشد

باشد. N (e, σ) نرمال نایقین متغیر ی ln ξ اگر گویند لوگ‐نرمال را ξ نایقین توزیع  ٢ . ١٠ تعریف
صورت به نرمال نایقین متغیر نایقین توزیع  ر، دی عبارت به

Φ(x) =

(
۱+ exp

(
π(e− lnx)√

۳σ

))−۱
, x ≥ ۰ (٢ . ٣٧)

.σ > ۰ و هستند حقیق اعداد σ و e آن در که م شود داده نمایش LOGN (e, σ) با و است

ن مم بنابراین، .Φ(x) = ۰٫۵ که است x مانند نقطه ای ξ میانه است. Φ توزیع تابع با نایقین متغیر ی ξ کنید ١فرض

۵۰٪ و گیرد م قرار چپ سمت در کمیت این که داریم اطمینان ۵۰٪ ، یعن شود. تعبیر «وسط» نقطه عنوان به میانه است
م گیرد. قرار نقطه این راست سمت در کمیت این که داریم اطمینان
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نرمال نایقین توزیع  :۵ . ٢ ل ش
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لوگ‐نرمال نایقین توزیع  :۶ . ٢ ل ش

صورت به آن نایقین توزیع  گاه هر م شود نامیده تجربی ξ نایقین توزیع  ٢ . ١١ تعریف
(٢ . ٣٨)

Φ(x) =


۰, x < x۱ اگر

αi +
(αi+۱ − αi)(x− xi)

xi+۱ − xi
, xi ≤ x ≤ xi+۱, ۱ ≤ i < n اگر

۱, x > xn اگر

.۰ ≤ α۱ ≤ α۲ ≤ · · · ≤ αn ≤ ۱ و x۱ < x۲ < · · · < xn آن در که باشد

اندازه معکوس قضیه

است. Φ نایقین توزیع  با نایقین متغیر ی ξ کنید فرض اندازه) معکوس (قضیه [٩١] ٢ . ٣ قضیه
داریم. ،x حقیق عدد هر برای پس

M{ξ ≤ x} = Φ(x), M{ξ > x} = ۱− Φ(x). (٢ . ٣٩)

از استفاده با م شود. نتیجه نایقین توزیع  تعریف از بلافاصله M{ξ ≤ x} = Φ(x) معادله برهان:
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تجربی نایقین توزیع  :٢ . ٧ ل ش

داریم نایقین، اندازه دوگان

M{ξ > x} = ۱−M{ξ ≤ x} = ۱− Φ(x).

شد. ثابت قضیه

داریم چنین هم است، پیوسته Φ نایقین توزیع  وقت :٢ . ٢ تذکر

M{ξ < x} = Φ(x), M{ξ ≥ x} = ۱− Φ(x). (۴٢ . ٠)

را M{a ≤ ξ ≤ b} نایقین توزیع  دقیق الر اس مقدار که هستند علاقمند برخ شاید :٢ . ٣ تذکر
که آن ر م است؛ ن غیرمم کار این عموماً کنند. مشخص نایقین توزیع داشتن دست در با فقط
در داریم؟ نیاز کمیت این به واقعا آیا است: این شود م مطرح که سوال .b = +∞ یا a = −∞

باشید. عقیده هم من با هم شما امیدوارم نیست. لازم کاری چنین عمل کاربردهای برای واقع

منظم نایقین توزیع 

اکید افزایش و پیوسته تابع ی اگر م شود نامیده منظم Φ(x) نایقین توزیع [٩١] ٢ . ١٢ تعریف
و ۰ < Φ(x) < ۱ که طوری باشد x به نسبت

lim
x→−∞

Φ(x) = ۰, lim
x→+∞

Φ(x) = ۱. (۴٢ . ١)

که حال در هستند منظم لوگ‐نرمال نرمال، زاگ، زی ، خط نایقین توزیع های مثال، عنوان به
نیست. منظم Φ(x) ≡ ۰٫۵ تجربی توزیع

معکوس نایقین توزیع  ٢ . ٣

معکوس تابع و دارد ۰ < Φ(x) < ۱ با x برد روی معکوس تابع منظم نایقین توزیع  که است واضح
دارد. وجود (۰,۱) باز بازه روی Φ−۱(α)



۴٣ معکوس نایقین توزیع 

تابع پس است. Φ(x) منظم نایقین توزیع  با نایقین متغیر ی ξ کنید فرض [٩١] ٢ . ١٣ تعریف
م شود. نامیده ξ معکوس نایقین توزیع  Φ−۱(α) معکوس

نیاز اگر است. تعریف خوش (۰,۱) باز بازه روی Φ−۱(α) معکوس نایقین توزیع  که کنید توجه
با [۰,۱] دامنه به را آن م توان باشد؛

Φ−۱(۰) = lim
α↓۰

Φ−۱(α), Φ−۱(۱) = lim
α↑۱

Φ−۱(α). (۴٢ . ٢)

داد. تغمیم

صورت به L(a, b) خط نایقین متغیر معکوس نایقین توزیع  :٢ . ١٠ مثال

Φ−۱(α) = (۱− α)a+ αb, (۴٢ . ٣)

است.
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معکوس خط نایقین توزیع  :٢ . ٨ ل ش

صورت به Z(a, b, c) زاگ زی نایقین متغیر معکوس نایقین توزیع  :٢ . ١١ مثال

Φ−۱(α) =

{
(۱− ۲α)a+ ۲αb, α < ۰٫۵ اگر

(۲− ۲α)b+ (۲α− ۱)c, α ≥ ۰٫۵ اگر
(۴۴ . ٢)

صورت به N (e, σ) نرمال نایقین متغیر معکوس نایقین توزیع  :٢ . ١٢ مثال

Φ−۱(α) = e+
σ
√
۳

π
ln

α

۱− α
, (۴۵ . ٢)

است.

صورت به LOGN (e, σ) لوگ‐نرمال نایقین معکوس نایقین توزیع :٢ . ١٣ مثال

Φ−۱(α) = exp

(
e+

σ
√
۳

π
ln

α

۱− α

)
, (۴۶ . ٢)

است.
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معکوس زاگ زی نایقین توزیع  :٢ . ٩ ل ش
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معکوس نرمال نایقین توزیع :٢ . ١٠ ل ش

فقط و اگر است ξ نایقین متغیر ی معکوس نایقین توزیع  Φ−۱ : (۰,۱) → ℜ تابع ۴ . ٢ قضیه
α ∈ (۰,۱) هر برای

M{ξ ≤ Φ−۱(α)} = α. (۴٢ . ٧)

داریم α هر برای پس است. ξ معکوس نایقین توزیع  Φ−۱ کنید فرض برهان:

M{ξ ≤ Φ−۱(α)} = Φ(Φ−۱(α)) = α.

پس .x = Φ−۱(α) کنید تعریف م کند. صدق (۴٢ . ٧) شرایط در Φ−۱ کنید فرض برعکس،
و α = Φ(x)

M{ξ ≤ x} = α = Φ(x).

ثابت قضیه ترتیب این به است. آن معکوس نایقین توزیع  Φ−۱ و است ξ نایقین توزیع Φ یعن
م شود.

اعداد b و a کنید فرض و است Φ منظم نایقین توزیع  با نایقین متغیر ی ξ کنید فرض :٢ . ١٨ تمرین
معکوس نایقین توزیع  aξ + b دهید نشان هستند. a > ۰ با حقیق

Ψ−۱(α) = aΦ−۱(α) + b, (۴٢ . ٨)



۴۵ معکوس نایقین توزیع 
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معکوس لوگ‐نرمال نایقین توزیع  :٢ . ١١ ل ش

دارد.

با حقیق اعداد b و a و است Φ منظم نایقین توزیع  با نایقین متغیر ی ξ کنید فرض :٢ . ١٩ تمرین
معکوس نایقین توزیع  aξ + b دهید نشان هستند. a < ۰

Ψ−۱(α) = aΦ−۱(۱− α) + b. (۴٢ . ٩)

دارد.

exp(ξ) دهید نشان است. Φ منظم نایقین توزیع  با نایقین متغیر ی ξ کنید فرض :٢ . ٢٠ تمرین
معکوس نایقین توزیع 

Ψ−۱(α) = exp(Φ−۱(α)), (۵٢ . ٠)

دارد.

توزیع  ۱/ξ دهید نشان است. Φ منظم نایقین توزیع  با نایقین متغیر ξ کنید فرض :٢ . ٢١ تمرین
معکوس نایقین

Ψ−۱(α) =
۱

Φ−۱(۱− α)
, (۵٢ . ١)

دارد.

اکید افزایش تابع ی f و Φ منظم نایقین توزیع  با نایقین متغیر ی ξ کنید فرض :٢ . ٢٢ تمرین
معکوس نایقین توزیع  f(ξ) دهید نشان است.

Ψ−۱(α) = f(Φ−۱(α)), (۵٢ . ٢)

دارد.

اکید کاهش تابع ی f و Φ منظم نایقین توزیع  با نایقین متغیر ی ξ کنید فرض :٢ . ٢٣ تمرین
معکوس نایقین توزیع  f(ξ) دهید نشان است.

Ψ−۱(α) = f(Φ−۱(۱− α)), (۵٢ . ٣)



نایقین متغیر ۴۶

دارد.

پس است. Φ−۱(α) معکوس نایقین توزیع  با نایقین متغیر ی ξ کنید فرض ۵ . ٢ قضیه

M{ξ ≤ c} ≥ α (۵۴ . ٢)

اگر فقط و اگر

Φ−۱(α) ≤ c (۵۵ . ٢)

هستند. ۰ < α < ۱ خاصیت با ثابت اعداد c و α آن در که

،Φ(c) ≥ α اگر فقط و اگر M{ξ ≤ c} ≥ α که م شود نتیجه M{ξ ≤ c} = Φ(c) از برهان:
م شود. ثابت قضیه ترتیب این به .Φ−۱(α) ≤ c یعن

دهید نشان .Φ−۱(α) معکوس نایقین توزیع  با نایقین متغیر ی ξ کنید فرض :٢۴ . ٢ تمرین

M{ξ ≥ c} ≥ α (۵۶ . ٢)

اگر فقط و اگر

Φ−۱(۱− α) ≥ c (۵٢ . ٧)

هستند. ۰ < α < ۱ خاصیت با ثابت اعداد c و α آن در که

معکوس نایقین توزیع  ی Φ−۱(α) : (۰,۱) → ℜ تابع ( کاف و لازم (شرط ،[٩۶] ۶ . ٢ قضیه
باشد. α به نسبت اکید افزایش و پیوسته اگر فقط و اگر است

نتیجه معکوس نایقین توزیع  تعریف از است. معکوس نایقین توزیع  Φ−۱(α) کنید فرض برهان:
است. α ∈ (۰,۱) به نسبت اکید افزایش و پیوسته تابع ی Φ−۱(α) که م شود

کنید تعریف است. (۰,۱) روی اکید افزایش و پیوسته تابع ی Φ−۱(α) کنید فرض برعکس،

Φ(x) =


۰, x ≤ lim

α↓۰
Φ−۱(α) اگر

α, x = Φ−۱(α) اگر

۱, x ≥ lim
α↑۱

Φ−۱(α) اگر

پس است. ξ نایقین متغیر ی برای نایقین توزیع  Φ(x) که م شود نتیجه ایوامورا پنگ‐ قضیه از
داریم α ∈ (۰,۱) هر برای

M{ξ ≤ Φ−۱(α)} = Φ(Φ−۱(α)) = α.

م شود. ثابت قضیه ترتیب این به است. ξ نایقین متغیر معکوس نایقین توزیع Φ−۱(α) ینابراین،



۴٧ استقلال

استقلال ۴ . ٢

اعداد از مجموعه ای به نایقین فضای ی از اندازه پذیر تابع ی نایقین متغیر ی که م کنیم یادآوری
تابع مقدار از ما تقریب آنها از ی مقدار دانستن که است معن این به تابع دو استقلال است. حقیق
م کنند؟ صدق شرایط چنین در نایقین متغیرهای کدام است: این سوال نم دهد٢. تغییر را ر دی
کنید فرض مثال، عنوان به شوند. تعریف مختلف نایقین فضای در آنها که است این مشخص حالت
هستند. (Γ۲,L۲,M۲) و (Γ۱,L۱,M۱) فضاهای در ترتیب به نایقین متغیرهای ξ۲(γ۲) و ξ۱(γ۱)
(Γ۱,L۱,M۱) × (Γ۲,L۲,M۲) ضربی نایفین فضای در نایقین متغیرهای آنها که است واضح

داریم حقیق اعداد از B۲ و B۱ بورل مجموعه های برای پس هستند.

M{(ξ۱ ∈ B۱) ∩ (ξ۲ ∈ B۲)} = M {(γ۱, γ۲) | ξ۱(γ۱) ∈ B۱, ξ۲(γ۲) ∈ B۲}

= M {(γ۱ | ξ۱(γ۱) ∈ B۱)× (γ۲ | ξ۲(γ۲) ∈ B۲)}

= M۱ {γ۱ | ξ۱(γ۱) ∈ B۱} ∧M۲ {γ۲ | ξ۲(γ۲) ∈ B۲}

= M {ξ۱ ∈ B۱} ∧M {ξ۲ ∈ B۲} .

، یعن

M{(ξ۱ ∈ B۱) ∩ (ξ۲ ∈ B۲)} = M {ξ۱ ∈ B۱} ∧M {ξ۲ ∈ B۲} . (۵٢ . ٨)

، کل حالت در باشند. برقرار (۵٢ . ٨) معادله های اگر هستند مستقل نایقین متغیر دو گوییم بنابراین،
کرد. تعریف زیر صورت به م توان را استقلال

بورل مجموعه های برای اگر گویند مستقل را ξ۱, ξ۲, . . . , ξn نایقین متغیرهای [٨٧] ١۴ . ٢ تعریف
باشیم داشته حقیق اعداد از B۱, B۲, . . . , Bn

M

{
n∩

i=۱
(ξi ∈ Bi)

}
=

n∧
i=۱

M {ξi ∈ Bi} . (۵٢ . ٩)

هر از مستقل همواره خاص) نایقین متغیر ی عنوان (به ثابت مقدار ی دهید نشان :٢۵ . ٢ تمرین
است. ر دی نایقین متغیر

م گیرد. دلار» +۲» تام و دلار» −۲» جان این بنابر م دهد. «تام» به دلار دو «جان» :٢۶ . ٢ تمرین
چرا؟ هستند؟ مستقل م گیرد» +۲ «تام و م گیرد» دلار −۲ «جان آیا

برای ξj و ξi دهید نشان هستند. مستقل نایقین متغیرهای ξ۱, ξ۲, . . . , ξn کنید فرض :٢ . ٢٧ تمرین
هستند. مستقل ۱ ≤ i < j ≤ n با j و i اندیس دو هر

را خود پاسخ هستند؟ مستقل ۱ − ξ و ξ آیا است. نایقین متغیر ی ξ کنید فرض :٢ . ٢٨ تمرین
کنید. توجیه

بسازید. مستقل نایقین متغیر n :٢ . ٢٩ تمرین
(Γ۱,L۱,M۱)×(Γ۲,L۲,M۲)×· · ·×(Γn,Ln,Mn)ضربی نایقین فضای در آنها (راهنمایی:

کنید.) تعریف

تابع دو هر برای z = g(y) و z = f(x) تابع دو وضوح به ،(x, y, z) مستطیل مختصات دستگاه در مثال، عنوان ٢به
نیستند. مستقل z = x− y و z = x+ ۱ تابع های که حال در هستند، مستقل g و f متغیره ی
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مجموعه های برای اگر فقط و اگر هستند مستقل ξ۱, ξ۲, . . . , ξn نایقین متغیرهای [٨٧] ٢ . ٧ قضیه
باشیم: داشته حقیق اعداد از B۱, B۲, . . . , Bn دلخواه بورل

M

{
n∪

i=۱
(ξi ∈ Bi)

}
=

n∨
i=۱

M {ξi ∈ Bi} . (۶٢ . ٠)

اگر فقط و اگر هستند مستقل ξ۱, ξ۲, . . . , ξn که م شود نتیجه نایقین اندازه دوگان از برهان:

M

{
n∪

i=۱
(ξi ∈ Bi)

}
= ۱−M

{
n∩

i=۱
(ξi ∈ Bc

i )

}

= ۱−
n∧

i=۱
M{ξi ∈ Bc

i } =

n∨
i=۱

M {ξi ∈ Bi} .

م شود. ثابت قضیه ترتیب این به

f۱, f۲, . . . , fn کنید فرض و هستند مستقل نایقین متغیرهای ξ۱, ξ۲, . . . , ξn کنید فرض ٢ . ٨ قضیه
هستند. مستقل نایقین متغیرهای f۱(ξ۱), f۲(ξ۲), . . . , fn(ξn) پس هستند. اندازه پذیر تابع های

که م شود نتیجه استقلال تعریف از ،B۱, B۲, . . . , Bn بورل مجموعه های برای برهان:

M

{
n∩

i=۱
(fi(ξi) ∈ Bi)

}
= M

{
n∩

i=۱
(ξi ∈ f−۱

i (Bi))

}

=

n∧
i=۱

M{ξi ∈ f−۱
i (Bi)} =

n∧
i=۱

M{fi(ξi) ∈ Bi}.

هستند. مستقل نایقین متغیرهای f۱(ξ۱), f۲(ξ۲), . . . , fn(ξn) پس

معکوس توزیع ری: عمل قانون ۵ . ٢

اکید، افزایش تابع از معکوس نایقین توزیع های محاسبه برای ری عمل قوانین برخ بخش این در
م شوند. ارائه نوا ی تابع و اکید کاهش تابع

نایقین متغیرهای از اکید افزایش تابع

با i = ۱,۲, . . . , n هر برای اگر گویند اکید افزایش را f(x۱, x۲, . . . , xn) ‐مقدار حقیق تابع
باشیم داشته xi ≤ yi

f(x۱, x۲, . . . , xn) ≤ f(y۱, y۲, . . . , yn), (۶٢ . ١)

باشیم داشته ،xi < yi با i = ۱,۲, . . . , n هر برای وقت و

f(x۱, x۲, . . . , xn) < f(y۱, y۲, . . . , yn). (۶٢ . ٢)



۴٩ معکوس توزیع ری: عمل قانون

هستند. اکید افزایش زیر تابع های

f(x۱, x۲, . . . , xn) = x۱ ∨ x۲ ∨ · · · ∨ xn,

f(x۱, x۲, . . . , xn) = x۱ ∧ x۲ ∧ · · · ∧ xn,

f(x۱, x۲, . . . , xn) = x۱ + x۲ + · · ·+ xn,

f(x۱, x۲, . . . , xn) = x۱x۲ · · ·xn, x۱, x۲, . . . , xn ≥ ۰.

منظم نایقین توزیع های با ترتیب به مستقل متغیرهای ξ۱, ξ۲, . . . , ξn کنید فرض [٩١] ٢ . ٩ قضیه
آنگاه باشد، اکید افزایش تابع ی f اگر هستند. Φ۱,Φ۲, . . . ,Φn

ξ = f(ξ۱, ξ۲, . . . , ξn) (۶٢ . ٣)

معکوس توزیع

Ψ−۱(α) = f(Φ−۱
۱ (α),Φ−۱

۲ (α), . . . ,Φ−۱
n (α)), (۶۴ . ٢)

دارد. را

داریم همواره ابتدا، .n = ۲ م کنیم فرض ، سادگ برای برهان:

{ξ ≤ Ψ−۱(α)} ≡ {f(ξ۱, ξ۲) ≤ f(Φ−۱
۱ (α),Φ−۱

۲ (α))}.

داریم است، اکید افزایش تابع ی f چون ر، دی طرف از

{ξ ≤ Ψ−۱(α)} ⊃ {ξ۱ ≤ Φ−۱
۱ (α)} ∩ {ξ۲ ≤ Φ−۱

۲ (α)}.

م گیریم نتیجه ξ۲ و ξ۱ استقلال از استفاده با

M{ξ ≤ Ψ−۱(α)} ≥ M{(ξ۱ ≤ Φ−۱
۱ (α)) ∩ (ξ۲ ≤ Φ−۱

۲ (α))}

= M{ξ۱ ≤ Φ−۱
۱ (α)} ∧M{ξ۲ ≤ Φ−۱

۲ (α)}

= α ∧ α = α.

داریم است، اکید افزایش تابع ی f چون ر، دی طرف از

{ξ ≤ Ψ−۱(α)} ⊂ {ξ۱ ≤ Φ−۱
۱ (α)} ∪ {ξ۲ ≤ Φ−۱

۲ (α)}.

م گیریم نتیجه ξ۲ و ξ۱ استقلال از استفاده با

M{ξ ≤ Ψ−۱(α)} ≤ M{(ξ۱ ≤ Φ−۱
۱ (α)) ∪ (ξ۲ ≤ Φ−۱

۲ (α))}

= M{ξ۱ ≤ Φ−۱
۱ (α)} ∨M{ξ۲ ≤ Φ−۱

۲ (α)}

= α ∨ α = α.

م شود. ثابت قضیه است. ξ معکوس نایقین توزیع  ،Ψ−۱ ، یعن .M{ξ ≤ Ψ−۱(α)} = α پس

نایقین توزیع های با ترتیب به مستقل نایقین متغیرهای ξ۱, ξ۲, . . . , ξn کنید فرض :٢ . ٣٠ تمرین
مجموع دهید نشان هستند. Φ۱,Φ۲, . . . ,Φn
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ξ = ξ۱ + ξ۲ + · · ·+ ξn (۶۵ . ٢)

صورت به معکوس نایقین توزیع 

Ψ−۱(α) = Φ−۱
۱ (α) + Φ−۱

۲ (α) + · · ·+Φ−۱
n (α), (۶۶ . ٢)

دارد.

نایقین توزیع های با ترتیب به مستقل نایقین متغیرهای ξ۱, ξ۲, . . . , ξn کنید فرض :٢ . ٣١ تمرین
ضرب دهید نشان هستند. Φ۱,Φ۲, . . . ,Φn

ξ = ξ۱ × ξ۲ × · · · × ξn (۶٢ . ٧)

صورت به معکوس نایقین توزیع 

Ψ−۱(α) = Φ−۱
۱ (α)× Φ−۱

۲ (α)× · · · × Φ−۱
n (α), (۶٢ . ٨)

دارد.

نایقین توزیع های با ترتیب به مستقل نایقین متغیرهای ξ۱, ξ۲, . . . , ξn کنید فرض :٢ . ٣٢ تمرین
کمینه دهید نشان هستند. Φ۱,Φ۲, . . . ,Φn

ξ = ξ۱ ∧ ξ۲ ∧ · · · ∧ ξn (۶٢ . ٩)

صورت به معکوس نایقین توزیع 

Ψ−۱(α) = Φ−۱
۱ (α) ∧ Φ−۱

۲ (α) ∧ · · · ∧ Φ−۱
n (α), (٢ . ٧٠)

دارد.

نایقین توزیع های با ترتیب به مستقل نایقین متغیرهای ξ۱, ξ۲, . . . , ξn کنید فرض :٢ . ٣٣ تمرین
بیشینه دهید نشان هستند. Φ۱,Φ۲, . . . ,Φn

ξ = ξ۱ ∨ ξ۲ ∨ · · · ∨ ξn (٢ . ٧١)

صورت به معکوس نایقین توزیع 

Ψ−۱(α) = Φ−۱
۱ (α) ∨ Φ−۱

۲ (α) ∨ · · · ∨ Φ−۱
n (α), (٢ . ٧٢)

دارد.

نایقین فضای کنید فرض مثال، برای کرد. حذف ٢ . ٩ قضیه در نم توان را استقلال شرط :١۴ . ٢ مثال
خط نایقین متغیر ی ξ۱(γ) = γ آنگاه است. لب اندازه و بورل جبر با [۰,۱] بازه (Γ,L,M)

معکوس نایقین توزیع  با

Φ−۱
۱ (α) = α, (٢ . ٧٣)
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معکوس نایقین توزیع با خط نایقین متغیر ی نیز ξ۲(γ) = ۱− γ و است

Φ−۱
۲ (α) = α, (٧۴ . ٢)

آن معکوس نایقین توزیع  که ξ۱ + ξ۲ ≡ ۱ و نیستند مستقل ξ۲ و ξ۱ که کنید توجه است.
پس است. Ψ−۱(α) ≡ ۱

Ψ−۱(α) ̸= Φ−۱
۱ (α) + Φ−۱

۲ (α). (٧۵ . ٢)

کرد. حذف نم توان را استقلال شرط بنابراین،

هستند. L(a۲, b۲) و L(a۱, b۱) خط نایقین متغیرهای ترتیب به ξ۲ و ξ۱ کنید فرض ٢ . ١٠ قضیه
یعن است، L(a۱ + a۲, b۱ + b۲) خط نایقین متغیر ی نیز ξ۱ + ξ۲ مجموع پس

L(a۱, b۱) + L(a۲, b۲) = L(a۱ + a۲, b۱ + b۲). (٧۶ . ٢)

یعن است، L(ka, kb) خط نایقین متغیر نیز k > ۰ عدد در L(a, b) خط نایقین متغیر ضرب

k · L(a, b) = L(ka, kb). (٢ . ٧٧)

پس هستند. Φ۲ و Φ۱ ترتیب به ξ۲ و ξ۱ نایقین توزیع های کنید فرض برهان:

Φ−۱
۱ (α) = (۱− α)a۱ + αb۱,

Φ−۱
۲ (α) = (۱− α)a۲ + αb۲.

صورت به ξ۱ + ξ۲ معکوس نایقین توزیع  که م شود نتیجه عملیات قانون از

Ψ−۱(α) = Φ−۱
۱ (α) + Φ−۱

۲ (α) = (۱− α)(a۱ + a۲) + α(b۱ + b۲),

ثابت اول قسمت است. L(a۱ + a۲, b۱ + b۲) خط نایقین متغیر ی نیز مجموع پس است.
وقت که م شود نتیجه عملیات قانون از است. ξ ∼ L(a, b) نایقین توزیع  Φ کنید فرض حال شد.

صورت به kξ معکوس نایقین توزیع  ،k > ۰

Ψ−۱(α) = kΦ−۱(α) = (۱− α)(ka) + α(kb),

است. L(ka, kb) خط نایقین متغیر ی نیز kξ پس است.

متغیرهای آنها اگر حت نیست خط الزاماً خط نایقین متغیرهای ضرب دهید نشان :٣۴ . ٢ تمرین
یعن باشند. مستقل و مثبت

L(a۱, b۱)× L(a۲, b۲) ̸= L(a۱ × a۲, b۱ × b۲). (٢ . ٧٨)

نشان هستند. [۰,۱] روی مستقل خط نایقین متغیرهای ξ۱, ξ۲, . . . , ξn کنید فرض :٣۵ . ٢ تمرین
صورت به ξ۱ × ξ۲ × · · · × ξn معکوس نایقین توزیع  دهید

Ψ−۱(α) = αn, (٢ . ٧٩)

است؟ برقرار نیز n → ∞ برای رابطه آیا است.
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Z(a۲, b۲, c۲) ,Z(a۱و b۱, c۱)زاگ زی نایقین متغیرهای ترتیب به ξ۲ و ξ۱ کنید فرض ٢ . ١١ قضیه
است، Z(a۱+a۲, b۱+ b۲, c۱+ c۲) زاگ زی نایقین متغیر ی نیز ξ۱+ ξ۲ مجموع پس هستند.

یعن

Z(a۱, b۱, c۱) + Z(a۲, b۲, c۲) = Z(a۱ + a۲, b۱ + b۲, c۱ + c۲). (٢ . ٨٠)

Z(ka, kb, kc)زاگ زی نایقین متغیر ی نیز k > ۰ عدد ,Z(aدر b, c)راگ زی نایقین متغیر ضرب
یعن است،

k · Z(a, b, c) = Z(ka, kb, kc). (٢ . ٨١)

پس دارند. Φ۲ و Φ۱ نایقین توزیع های ترتیب به ξ۲ و ξ۱ نایقین متغیرهای کنید فرض برهان:

Φ−۱
۱ (α) =

{
(۱− ۲α)a۱ + ۲αb۱, α < ۰٫۵ اگر
(۲− ۲α)b۱ + (۲α− ۱)c۱, α ≥ ۰٫۵ اگر

Φ−۱
۲ (α) =

{
(۱− ۲α)a۲ + ۲αb۲, α < ۰٫۵ اگر
(۲− ۲α)b۲ + (۲α− ۱)c۲, α ≥ ۰٫۵ اگر

صورت به ξ۱ + ξ۲ معکوس نایقین توزیع  که م شود نتیجه عملیات قانون از

Ψ−۱(α) =

{
(۱− ۲α)(a۱ + a۲) + ۲α(b۱ + b۲), α < ۰٫۵ اگر
(۲− ۲α)(b۱ + b۲) + (۲α− ۱)(c۱ + c۲), α ≥ ۰٫۵ اگر

قسمت است. Z(a۱ + a۲, b۱ + b۲, c۱ + c۲) زاگ زی نایقین متغیر ی نیز مجموع پس است.
نتیجه عملیات قانون از است. ξ ∼ Z(a, b, c) نایقین توزیع  Φ کنید فرض حال شد. ثابت اول

صورت به kξ معکوس نایقین توزیع  ،k > ۰ وقت که م شود

Ψ−۱(α) = kΦ−۱(α) =

{
(۱− ۲α)(ka) + ۲α(kb), α < ۰٫۵ اگر
(۲− ۲α)(kb) + (۲α− ۱)(kc), α ≥ ۰٫۵ اگر

است. Z(ka, kb, kc) نایقین متغیر ی نیز kξ پس است.

Nهستند. (e۲, σ۲) Nو (e۱, σ۱) نرمال نایقین متغیرهای ترتیب به ξ۲ و ξ۱ کنید فرض ٢ . ١٢ قضیه
یعن است، N (e۱ + e۲, σ۱ + σ۲) صورت به نرمال نایقین متغیر ی نیز ξ۱ + ξ۲ مجموع پس

N (e۱, σ۱) +N (e۲, σ۲) = N (e۱ + e۲, σ۱ + σ۲). (٢ . ٨٢)

است، N (ke, kσ) نرمال نایقین متغیر ی نیز k > ۰ عدد در N (e, σ) نرمال نایقین توزیع  ضرب
یعن

k · N (e, σ) = N (ke, kσ). (٢ . ٨٣)

پس هستند. Φ۲ و Φ۱ ترتیب به ξ۲ و ξ۱ نایقین توزیع  کنید فرض برهان:

Φ−۱
۱ (α) = e۱ +

σ۱
√
۳

π
ln

α

۱− α
,
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Φ−۱
۲ (α) = e۲ +

σ۲
√
۳

π
ln

α

۱− α
.

صورت به ξ۱ + ξ۲ معکوس نایقین توزیع  که م شود نتیجه عملیات قانون از

Ψ−۱(α) = Φ−۱
۱ (α) + Φ−۱

۲ (α) = (e۱ + e۲) +
(σ۱ + σ۲)

√
۳

π
ln

α

۱− α
,

ثابت اول قسمت است. N (e۱ + e۲, σ۱ + σ۲) نرمال نایقین متغیر ی نیز مجموع پس است.
عملیات قانون از است. ξ ∼ N (e, σ) نرمال نایقین متغیر نایقین توزیع  Φ که کنید فرض حال شد.

صورت به kξ معکوس نایقین توزیع  ،k > ۰ وقت که م شود نتیجه

Ψ−۱(α) = kΦ−۱(α) = (ke) +
(kσ)

√
۳

π
ln

α

۱− α
,

است. N (ke, kσ) نرمال نایقین متغیر ی نیز kξ پس است.

نایقین توزیع های با ترتیب به لوگ‐نرمال نایقین متغیرهای ξ۲ و ξ۱ کنید فرض ٢ . ١٣ قضیه
لوگ‐نرمال نایقین متغیر نیز ξ۱ · ξ۲ ضرب پس هستند. LOGN (e۲, σ۲) و LOGN (e۱, σ۱)

یعن است، LOGN (e۱ + e۲, σ۱ + σ۲)

LOGN (e۱, σ۱) · LOGN (e۲, σ۲) = LOGN (e۱ + e۲, σ۱ + σ۲). (٨۴ . ٢)

نایقین متغیز ی نیز k > ۰ عدد ی و LOGN (e, σ) لوگ‐نرمال نایقین متغیر ی ضرب
یعن است. LOGN (e+ ln k, σ) لوگ‐نرمال

k · LOGN (e, σ) = LOGN (e+ ln k, σ). (٨۵ . ٢)

پس دارند. Φ۲ و Φ۱ توزیع های ترتیب به ξ۲ و ξ۱ نایقین متغیرهای کنید فرض برهان:

Φ−۱
۱ (α) = exp

(
e۱ +

σ۱
√
۳

π
ln

α

۱− α

)
,

Φ−۱
۲ (α) = exp

(
e۲ +

σ۲
√
۳

π
ln

α

۱− α

)
.

صورت به ξ۱ · ξ۲ معکوس نایقین توزیع  که م شود نتیجه عملیات قانون از

Ψ−۱(α) = Φ−۱
۱ (α) · Φ−۱

۲ (α) = exp

(
(e۱ + e۲) +

(σ۱ + σ۲)
√
۳

π
ln

α

۱− α

)
,

قسمت است. LOGN (e۱ + e۲, σ۱ + σ۲) لوگ‐نرمال نایقین توزیع  ی ضرب پس است.
قانون از است. ξ ∼ LOGN (e, σ) نایقین متغیر نایقین توزیع  Φ کنید فرض حال شد. ثابت اول

صورت به kξ معکوس نایقین توزیع  ،k > ۰ وقت که م شود نتیجه عملیات

Ψ−۱(α) = kΦ−۱(α) = exp

(
(e+ ln k) +

σ
√
۳

π
ln

α

۱− α

)
,

است. LOGN (e+ ln k, σ) لوگ‐نرمال نایقین متغیر ی kξ پس است.

لوگ‐نرمال نایقین متغیر ی لوگ‐نرمال نایقین متغیر دو مجموع باشید داشته خاطر به :۴ . ٢ تذکر
نیست.
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نایقین متغیرهای از اکید کاهش تابع های

برای xi ≤ yi وقت هرگاه م شود گفته اکید کاهش f(x۱, x۲, . . . , xn) ‐مقدار حقیق تابع
،i = ۱,۲, . . . , n

f(x۱, x۲, . . . , xn) ≥ f(y۱, y۲, . . . , yn) (٨۶ . ٢)

i = ۱,۲, . . . , n برای xi < yi وقت و

f(x۱, x۲, . . . , xn) > f(y۱, y۲, . . . , yn). (٢ . ٨٧)

آنگاه باشد، اکید کاهش تابع ی f(x۱, x۲, . . . , xn) اگر

−f(x۱, x۲, . . . , xn)

،f بودن مثبت فرض با و است اکید افزایش تابع ی

۱
f(x۱, x۲, . . . , xn)

است. اکید افزایش نیز

نایقین توزیع های با ترتیب به مستقل نایقین متغیرهای ξ۱, ξ۲, . . . , ξn کنید فرض [٩١] ١۴ . ٢ قضیه
آنگاه باشد اکید کاهش تابع ی f اگر هستند. Φ۱,Φ۲, . . . ,Φn منظم

ξ = f(ξ۱, ξ۲, . . . , ξn) (٢ . ٨٨)

معکوس نایقین توزیع 

Ψ−۱(α) = f(Φ−۱
۱ (۱− α),Φ−۱

۲ (۱− α), . . . ,Φ−۱
n (۱− α)), (٢ . ٨٩)

دارد. را

داریم همواره ابتدا، .n = ۲ کنید فرض سادگ برای برهان:

{ξ ≤ Ψ−۱(α)} ≡ {f(ξ۱, ξ۲) ≤ f(Φ−۱
۱ (۱− α),Φ−۱

۲ (۱− α))}.

داریم است، اکید کاهش تابع ی f چون ر، دی طرف از

{ξ ≤ Ψ−۱(α)} ⊃ {ξ۱ ≥ Φ−۱
۱ (۱− α)} ∩ {ξ۲ ≥ Φ−۱

۲ (۱− α)}.

داریم ،ξ۲ و ξ۱ استقلال از استفاده با

M{ξ ≤ Ψ−۱(α)} ≥ M{(ξ۱ ≥ Φ−۱
۱ (۱− α)) ∩ (ξ۲ ≥ Φ−۱

۲ (۱− α))}

= M{ξ۱ ≥ Φ−۱
۱ (۱− α)} ∧M{ξ۲ ≥ Φ−۱

۲ (۱− α)}

= α ∧ α = α.
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داریم است، اکید کاهش تابع ی f چون ر، دی طرف از

{ξ ≤ Ψ−۱(α)} ⊂ {ξ۱ ≥ Φ−۱
۱ (۱− α)} ∪ {ξ۲ ≥ Φ−۱

۲ (۱− α)}.

داریم ،ξ۲ و ξ۱ استقلال از استفاده با

M{ξ ≤ Ψ−۱(α)} ≤ M{(ξ۱ ≥ Φ−۱
۱ (۱− α)) ∪ (ξ۲ ≥ Φ−۱

۲ (۱− α))}

= M{ξ۱ ≥ Φ−۱
۱ (۱− α)} ∨M{ξ۲ ≥ Φ−۱

۲ (۱− α)}

= α ∨ α = α.

ترتیب این به .ξ معکوس نایقین توزیع  Ψ−۱ ، یعن .M{ξ ≤ Ψ−۱(α)} = α که م شود نتیجه
شد. اثبات قضیه

نایقین توزیع های با ترتیب به مستقل و مثبت نایقین متغیرهای ξ۲ و ξ۱ کنید فرض :٣۶ . ٢ تمرین
دهید نشان هستند. Φ۲ و Φ۱ منظم

ξ =
۱

ξ۱ + ξ۲
(٢ . ٩٠)

معکوس نایقین توزیع 

Ψ−۱(α) =
۱

Φ−۱
۱ (۱− α) + Φ−۱

۲ (۱− α)
, (٢ . ٩١)

دارد.

کرد. حذف ١۴ . ٢ قضیه در نم توان را استقلال شرط دهید نشان :٢ . ٣٧ تمرین

نایقین متغیرهای از اکید نوای ی تابع

x۱, x۲, . . . , xm به نسبت اگر م شود گفته اکید نوای ی f(x۱, x۲, . . . , xn) ‐مقدار حقیق تابع
یعن باشد، اکید کاهش xm+۱, xm+۲, . . . , xn به نسبت و اکید افزایش

f(x۱, . . . , xm, xm+۱, . . . , xn) ≤ f(y۱, . . . , ym, ym+۱, . . . , yn) (٢ . ٩٢)

و ،i = m+ ۱,m+ ۲, . . . , n برای xi ≥ yi و i = ۱,۲, . . . ,m برای xi ≤ yi آن در که

f(x۱, . . . , xm, xm+۱, . . . , xn) < f(y۱, . . . , ym, ym+۱, . . . , yn) (٢ . ٩٣)

.i = m + ۱,m + ۲, . . . , n برای xi > yi و i = ۱,۲, . . . ,m برای xi < yi آن در که
هستند. اکید نوای ی زیر تابع های

f(x۱, x۲) = x۱ − x۲,

f(x۱, x۲) = x۱/x۲, x۱, x۲ > ۰,
f(x۱, x۲) = x۱/(x۱ + x۲), x۱, x۲ > ۰.

هستند. اکید نوای ی تابع از خاص حالت های اکید کاهش و اکید افزایش تابع های که کنید توجه
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نایقین توزیع های با ترتیب به مستقل نایقین متغیرهای ξ۱, ξ۲, . . . , ξn کنید فرض [٩١] ١۵ . ٢ قضیه
و ξ۱, ξ۲, . . . , ξm به نسبت اکید افزایش f(ξ۱, ξ۲, . . . , ξn) اگر هستند. Φ۱,Φ۲, . . . ,Φn

آنگاه باشد، ξm+۱, ξm+۲, . . . , ξn به نسبت اکید کاهش

ξ = f(ξ۱, ξ۲, . . . , ξn) (٩۴ . ٢)

معکوس نایقین توزیع 

Ψ−۱(α) = f(Φ−۱
۱ (α), . . . ,Φ−۱

m (α),Φ−۱
m+۱(۱− α), . . . ,Φ−۱

n (۱− α)), (٩۵ . ٢)

دارد.

داریم همواره ابتدا، م کنیم. ثابت را n = ۲ و m = ۱ حالت فقط برهان:

{ξ ≤ Ψ−۱(α)} ≡ {f(ξ۱, ξ۲) ≤ f(Φ−۱
۱ (α),Φ−۱

۲ (۱− α))}.

است، اکید کاهش x۲ به نسبت و اکید افزایش x۱ به نسبت f(x۱, x۲) تابع چون ر، دی طرف از
داریم

{ξ ≤ Ψ−۱(α)} ⊃ {ξ۱ ≤ Φ−۱
۱ (α)} ∩ {ξ۲ ≥ Φ−۱

۲ (۱− α)}.

داریم ،ξ۲ و ξ۱ استقلال از استفاده با

M{ξ ≤ Ψ−۱(α)} ≥ M{(ξ۱ ≤ Φ−۱
۱ (α)) ∩ (ξ۲ ≥ Φ−۱

۲ (۱− α))}

= M{ξ۱ ≤ Φ−۱
۱ (α)} ∧M{ξ۲ ≥ Φ−۱

۲ (۱− α)}

= α ∧ α = α.

است، اکید کاهش x۲ به نسبت و اکید افزایش x۱ به نسبت f(x۱, x۲) تابع چون ر، دی طرف از
داریم

{ξ ≤ Ψ−۱(α)} ⊂ {ξ۱ ≤ Φ−۱
۱ (α)} ∪ {ξ۲ ≥ Φ−۱

۲ (۱− α)}.

داریم ،ξ۲ و ξ۱ استقلال از استفاده با

M{ξ ≤ Ψ−۱(α)} ≤ M{(ξ۱ ≤ Φ−۱
۱ (α)) ∪ (ξ۲ ≥ Φ−۱

۲ (۱− α))}

= M{ξ۱ ≤ Φ−۱
۱ (α)} ∨M{ξ۲ ≥ Φ−۱

۲ (۱− α)}

= α ∨ α = α.

ترتیب این به است. ξ معکوس نایقین توزیع  Ψ−۱ یعن .M{ξ ≤ Ψ−۱(α)} = α م شود نتیجه
م شود. ثابت قضیه

Φ۱ منظم نایقین توزیع های با ترتیب به مستقل نایقین متغیرهای ξ۲ و ξ۱ کنید فرض :٢ . ٣٨ تمرین
صورت به ξ۱ − ξ۲ تفاضل معکوس نایقین توزیع  دهید نشان هستند. Φ۲ و

Ψ−۱(α) = Φ−۱
۱ (α)− Φ−۱

۲ (۱− α), (٩۶ . ٢)
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است.

L(a۲, b۲) و L(a۱, b۱) مستقل خط نایقین متغیرهای ترتیب به ξ۲ و ξ۱ کنید فرض :٢ . ٣٩ تمرین
یعن است، L(a۱ − b۲, b۱ − a۲) خط نایقین متغیر ξ۱ − ξ۲ تفاضل دهید نشان هستند.

L(a۱, b۱)− L(a۲, b۲) = L(a۱ − b۲, b۱ − a۲). (٢ . ٩٧)

و Z(a۱, b۱, c۱) مستقل زاگ زی نایقین متغیرهای ترتیب به ξ۲ و ξ۱ کنید فرض :۴٢ . ٠ تمرین
زاگ زی نایقین متغیر ξ۱ − ξ۲ تفاضل دهید نشان هستند. Z(a۲, b۲, c۲)

یعن است، Z(a۱ − c۲, b۱ − b۲, c۱ − a۲)

Z(a۱, b۱, c۱)−Z(a۲, b۲, c۲) = Z(a۱ − c۲, b۱ − b۲, c۱ − a۲). (٢ . ٩٨)

N (e۲, σ۲) Nو (e۱, σ۱) مستقل نرمال نایقین متغیرهای ترتیب به ξ۲ و ξ۱ کنید فرض :۴٢ . ١ تمرین
یعن است، N (e۱ − e۲, σ۱ + σ۲) نرمال نایقین متغیر ξ۱ − ξ۲ تفاضل دهید نشان هستند.

N (e۱, σ۱)−N (e۲, σ۲) = N (e۱ − e۲, σ۱ + σ۲). (٢ . ٩٩)

توزیع های با ترتیب به مستقل و مثبت نایقین متغیرهای ترتیب به ξ۲ و ξ۱ کنید فرض :۴٢ . ٢ تمرین
صورت به ξ۱/ξ۲ نسبت معکوس نایقین توزیع  دهید نشان هستند. Φ۲ و Φ۱

Ψ−۱(α) =
Φ−۱

۱ (α)

Φ−۱
۲ (۱− α)

, (٢ . ١٠٠)

است.

توزیع های با ترتیب به مستقل و مثبت نایقین متغیرهای ترتیب به ξ۲ و ξ۱ کنید فرض :۴٢ . ٣ تمرین
صورت به ξ۱/(ξ۱ + ξ۲) معکوس نایقین توزیع  دهید نشان هستند. Φ۲ و Φ۱

Ψ−۱(α) =
Φ−۱

۱ (α)

Φ−۱
۱ (α) + Φ−۱

۲ (۱− α)
, (٢ . ١٠١)

است.

کرد. حذف ١۵ . ٢ قضیه در را استقلال شرط نم توان دهید نشان :۴۴ . ٢ تمرین

معکوس توزیع ری: عمل قانون ۶ . ٢

کاهش تابع اکید، افزایش تابع نایقین توزیع های محاسبه برای عملیات قانون های برخ بخش این
م کند. فراهم را نایقین متغیرهای از اکید نوای ی تابع و اکید
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نایقین متغیرهای از اکید افزایش تابع

نایقین توزیع های با ترتیب به مستقل نایقین متغیرهای ξ۱, ξ۲, . . . , ξn کنید فرض [٩١] ١۶ . ٢ قضیه
آنگاه باشد، اکید افزایش و پیوسته تابع ی f اگر هستند. Φ۱,Φ۲, . . . ,Φn

ξ = f(ξ۱, ξ۲, . . . , ξn) (٢ . ١٠٢)

نایقین توزیع 

Ψ(x) = sup
f(x۱,x۲,...,xn)=x

min
۱≤i≤n

Φi(xi), (٢ . ١٠٣)

دارد.

و پیوسته تابع ی f چون م کنیم. ثابت n = ۲ حالت برای فقط را قضیه ، سادگ برای برهان:
رابطه است، اکید افزایش

{f(ξ۱, ξ۲) ≤ x} =
∪

f(x۱,x۲)=x

(ξ۱ ≤ x۱) ∩ (ξ۲ ≤ x۲),

صورت به نایقین توزیع  بنابراین، است. برقرار

Ψ(x) = M{f(ξ۱, ξ۲) ≤ x} = M

 ∪
f(x۱,x۲)=x

(ξ۱ ≤ x۱) ∩ (ξ۲ ≤ x۲)

 ,

رویداد معلوم، x برای که کنید توجه ∪است.
f(x۱,x۲)=x

(ξ۱ ≤ x۱) ∩ (ξ۲ ≤ x۲)

که م شود نتیجه چندمستطیل قضیه از است. چندمستطیل ی

Ψ(x) = sup
f(x۱,x۲)=x

M {(ξ۱ ≤ x۱) ∩ (ξ۲ ≤ x۲)}

= sup
f(x۱,x۲)=x

M{ξ۱ ≤ x۱} ∧M{ξ۲ ≤ x۲}

= sup
f(x۱,x۲)=x

Φ۱(x۱) ∧ Φ۲(x۲).

م شود. ثابت قضیه ترتیب این به

این در باشد. نداشته ریشه x برخ برای f(x۱, x۲, . . . , xn) = x معادله است ن مم :۵ . ٢ تذکر
(x۱, x۲, . . . , xn) هر برای اگر حالت

f(x۱, x۲, . . . , xn) < x (١٠۴ . ٢)

(x۱, x۲, . . . , xn) هر برای اگر و Ψ(x)؛ = ۱ م دهیم قرار

f(x۱, x۲, . . . , xn) > x (١٠۵ . ٢)
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.Ψ(x) = ۰ م دهیم قرار

Φ سان ی نایقین توزیع  با همتوزیع نایقین متغیرهای ξ۱, ξ۲, . . . , ξn کنید فرض :۴۵ . ٢ تمرین
مجموع دهید نشان هستند.

ξ = ξ۱ + ξ۲ + · · ·+ ξn (١٠۶ . ٢)

نایقین توزیع 

Ψ(x) = Φ
(x
n

)
, (٢ . ١٠٧)

دارد.

Φ سان ی نایقین توزیع  با همتوزیع نایقین متغیرهای ξ۱, ξ۲, . . . , ξn کنید فرض :۴۶ . ٢ تمرین
ضرب دهید نشان هستند.

ξ = ξ۱ξ۲ · · · ξn (٢ . ١٠٨)

نایقین توزیع 

Ψ(x) = Φ
(

n
√
x
)
, (٢ . ١٠٩)

دارد.

سان ی نایقین توزیع های با ترتیب به نایقین متغیرهای ξ۱, ξ۲, . . . , ξn کنید فرض :۴٢ . ٧ تمرین
کمینه دهید نشان هستند. Φ۱,Φ۲, . . . ,Φn

ξ = ξ۱ ∧ ξ۲ ∧ · · · ∧ ξn (٢ . ١١٠)

نایقین توزیع 

Ψ(x) = Φ۱(x) ∨ Φ۲(x) ∨ · · · ∨ Φn(x), (٢ . ١١١)

دارد.

سان ی نایقین توزیع های با ترتیب به نایقین متغیرهای ξ۱, ξ۲, . . . , ξn کنید فرض :۴٢ . ٨ تمرین
بیشینه دهید نشان هستند. Φ۱,Φ۲, . . . ,Φn

ξ = ξ۱ ∨ ξ۲ ∨ · · · ∨ ξn (٢ . ١١٢)

نایقین توزیع 

Ψ(x) = Φ۱(x) ∧ Φ۲(x) ∧ · · · ∧ Φn(x), . (٢ . ١١٣)

فضای کنید فرض مثال، عنوان به کرد. حذف نم توان را ١۶ . ٢ قضیه در استقلال شرط :١۵ . ٢ مثال
نایقین متغیر ی ξ۱(γ) = γ پس است. لب اندازه و بورل جبر با [۰,۱] بازه (Γ,L,M) نایقین

نایقین توزیع  با خط

Φ۱(x) =


۰, x اگر ≤ ۰
x, ۰ < x ≤ ۱ اگر
۱, x > ۱ اگر

(١١۴ . ٢)
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نایقین توزیع  با خط نایقین متغیر ی نیز ξ۲(γ) = ۱− γ و است

Φ۲(x) =


۰, x ≤ ۰ اگر
x, ۰ < x ≤ ۱ اگر
۱, x > ۱ اگر

(١١۵ . ٢)

آن نایقین توزیع  که ξ۱ + ξ۲ ≡ ۱ و نیستند مستقل ξ۲ و ξ۱ که کنید توجه است.

Ψ(x) =

{
۰, x < ۱ اگر
۱, x ≥ ۱ اگر

(١١۶ . ٢)

پس است.

Ψ(x) ̸= sup
x۱+x۲=x

Φ۱(x۱) ∧ Φ۲(x۲). (٢ . ١١٧)

کرد. حذف نم توان را استقلال شرط بنابراین،

ی k و هستند، نایقین متغیرهای ξ۱, ξ۲, . . . , ξn کنید فرض ( ترتیب آماره ،[۵٣]) ١۵ . ٢ تعریف
پس است. ۱ ≤ k ≤ n با اندیس

ξ = k‐min[ξ۱, ξ۲, . . . , ξn] (٢ . ١١٨)

ترین کوچ k‐امین دهنده نشان k‐min آن در که م شود نامیده ξ۱, ξ۲, . . . , ξn k‐ام ترتیب آماره
است. مقدار

Φ۱,Φ۲, . . . ,Φn توزیع های با ترتیب به ξ۱, ξ۲, . . . , ξn مستقل نایقین متغیرهای [۵٣] ٢ . ١٧ قضیه
نایقین توزیع  ξ۱, ξ۲, . . . , ξn ترتیب آماره k‐امین پس یرید. ب نظر در را

Ψ(x) = k‐max[Φ۱(x),Φ۲(x), . . . ,Φn(x)] (٢ . ١١٩)

است. مقدار بزرگترین k‐امین دهنده نشان k‐max آن در که دارد

از است، اکید افزایش تابع ی f(x۱, x۲, . . . , xn) = k‐min[x۱, x۲, . . . , xn] چون برهان:
نایقین توزیع  ترتیب آماره k‐امین که م شود نتیجه ١۶ . ٢ قضیه

Ψ(x) = sup
k‐min[x۱,x۲,...,xn]=x

Φ۱(x۱) ∧ Φ۲(x۲) ∧ · · · ∧ Φn(xn)

= k‐max[Φ۱(x),Φ۲(x), . . . ,Φn(x)],

م شود. ثابت قضیه ترتیب این به دارد.

نایقین توزیع های با ترتیب به مستقل نایقین متغیرهای ξ۱, ξ۲, . . . , ξn کنید فرض :۴٢ . ٩ تمرین
پس هستند. Φ۱,Φ۲, . . . ,Φn

ξ = k‐max[ξ۱, ξ۲, . . . , ξn] (٢ . ١٢٠)

نایقین توزیع  ξ دهید نشان است. ترتیب آماره −n)‐امین k + ۱)

Ψ(x) = k‐min[Φ۱(x),Φ۲(x), . . . ,Φn(x)], (٢ . ١٢١)

دارد.
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هستند. مستقل نایقین متغیرهای ξ۱, ξ۲, . . . , ξn کنید فرض فرین) مقدار قضیه ،[٩٧]) ٢ . ١٨ قضیه
کنید فرض

Si = ξ۱ + ξ۲ + · · ·+ ξi (٢ . ١٢٢)

بیشینه پس دارند. Ψi نایقین توزیع های i = ۱,۲, . . . , n برای

S = S۱ ∨ S۲ ∨ · · · ∨ Sn (٢ . ١٢٣)

نایقین توزیع 

Υ(x) = Ψ۱(x) ∧Ψ۲(x) ∧ · · · ∧Ψn(x); (١٢۴ . ٢)

کمینه و دارد

S = S۱ ∧ S۲ ∧ · · · ∧ Sn (١٢۵ . ٢)

نایقین توزیع 

Υ(x) = Ψ۱(x) ∨Ψ۲(x) ∨ · · · ∨Ψn(x), (١٢۶ . ٢)

دارد.

Φ۱,Φ۲, . . . ,Φn ترتیب به ξ۱, ξ۲, . . . , ξn نایقین متغیرهای نایقین توزیع های کنید فرض برهان:
i = ۱,۲, . . . , n برای که م شود نتیجه ١۶ . ٢ قضیه از هستند.

Ψi(x) = sup
x۱+x۲+···+xi=x

Φ۱(x۱) ∧ Φ۲(x۲) ∧ · · · ∧ Φi(xi).

کنید تعریف

f(x۱, x۲, . . . , xn) = x۱ ∨ (x۱ + x۲) ∨ · · · ∨ (x۱ + x۲ + · · ·+ xn).

و است اکید افزایش تابع ی f پس

S = f(ξ۱, ξ۲, . . . , ξn).

نایقین توزیع  S که م شود نتیجه ١۶ . ٢ قضیه از

Υ(x) = sup
f(x۱,x۲,...,xn)=x

Φ۱(x۱) ∧ Φ۲(x۲) ∧ · · · ∧ Φn(xn)

= min
۱≤i≤n

sup
x۱+x۲+···+xi=x

Φ۱(x۱) ∧ Φ۲(x۲) ∧ · · · ∧ Φi(xi)

= min
۱≤i≤n

Ψi(x),

کنید تعریف مشابه، طور به است. برقرار (١٢۴ . ٢) پس دارد.

f(x۱, x۲, . . . , xn) = x۱ ∧ (x۱ + x۲) ∧ · · · ∧ (x۱ + x۲ + · · ·+ xn).
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و است اکید افزایش تابع ی f پس

S = f(ξ۱, ξ۲, . . . , ξn).

نایقین توزیع  S که م شود نتیجه ١۶ . ٢ قضیه از

Υ(x) = sup
f(x۱,x۲,...,xn)=x

Φ۱(x۱) ∧ Φ۲(x۲) ∧ · · · ∧ Φn(xn)

= max
۱≤i≤n

sup
x۱+x۲+···+xi=x

Φ۱(x۱) ∧ Φ۲(x۲) ∧ · · · ∧ Φi(xi)

= max
۱≤i≤n

Ψi(x),

شد. بررس (١٢۶ . ٢) برقراری ترتیب این به دارد.

نایقین متغیرهای از اکید کاهش تابع

پیوسته نایقین توزیع  با ترتیب به نایقین متغیرهای ξ۱, ξ۲, . . . , ξn کنید فرض [٩١] ٢ . ١٩ قضیه
آنگاه باشد، پیوسته و اکید کاهش تابع ی f اگر هستند. Φ۱,Φ۲, . . . ,Φn

ξ = f(ξ۱, ξ۲, . . . , ξn) (٢ . ١٢٧)

نایقین توزیع 

Ψ(x) = sup
f(x۱,x۲,...,xn)=x

min
۱≤i≤n

(۱− Φi(xi)), (٢ . ١٢٨)

دارد.

اکید کاهش و پیوسته تابع ی f چون م کنیم. ثابت را n = ۱ حالت فقط سادگ برای برهان:
رابطه پس است،

{f(ξ۱, ξ۲) ≤ x} =
∪

f(x۱,x۲)=x

(ξ۱ ≥ x۱) ∩ (ξ۲ ≥ x۲),

آن نایقین توزیع  بنابراین است. برقرار

Ψ(x) = M{f(ξ۱, ξ۲) ≤ x} = M

 ∪
f(x۱,x۲)=x

(ξ۱ ≥ x۱) ∩ (ξ۲ ≥ x۲)

 ,

رویداد ،x هر برای که کنید توجه ∪است.
f(x۱,x۲)=x

(ξ۱ ≥ x۱) ∩ (ξ۲ ≥ x۲)
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داریم چندمستطیل قضیه از است. چندمستطیل ی

Ψ(x) = sup
f(x۱,x۲)=x

M {(ξ۱ ≥ x۱) ∩ (ξ۲ ≥ x۲)}

= sup
f(x۱,x۲)=x

M{ξ۱ ≥ x۱} ∧M{ξ۲ ≥ x۲}

= sup
f(x۱,x۲)=x

(۱− Φ۱(x۱)) ∧ (۱− Φ۲(x۲)).

م شود. ثابت قضیه ترتیب این به

نایقین توزیع های با ترتیب به مستقل و مثبت نایقین متغیرهای ξ۲ و ξ۱ کنید فرض :۵٢ . ٠ تمرین
دهید نشان هستند. Φ۲ و Φ۱ منظم

ξ =
۱

ξ۱ + ξ۲
(٢ . ١٢٩)

نایقین توزیع 

Ψ(x) = sup
y>۰

(۱− Φ۱(y)) ∧
(
۱− Φ۲

(
۱
x
− y

))
, (٢ . ١٣٠)

دارد.

کرد. حذف ٢ . ١٩ قضیه در را استقلال شرط نم توان دهید نشان :۵٢ . ١ تمرین

نایقین متغیرهای از اکید نوای ی تابع

نایقین توزیع های با ترتیب به مستقل نایقین متغیرهای ξ۱, ξ۲, . . . , ξn کنید فرض [٩١] ٢ . ٢٠ قضیه
به نسبت اکید افزایش و پیوسته تابع ی f(ξ۱, ξ۲, . . . , ξn) اگر هستند. Φ۱,Φ۲, . . . ,Φn پیوسته
آنگاه باشد، ξm+۱, ξm+۲, . . . , ξn متغیرهای به نسبت اکید کاهش و ξ۱, ξ۲, . . . , ξm متغیرهای

ξ = f(ξ۱, ξ۲, . . . , ξn) (٢ . ١٣١)

نایقین توزیع 

Ψ(x) = sup
f(x۱,x۲,...,xn)=x

(
min

۱≤i≤m
Φi(xi) ∧ min

m+۱≤i≤n
(۱− Φi(xi))

)
, (٢ . ١٣٢)

دارد.

تابع ی f(x۱, x۲) چون م کنیم. ثابت را n = ۲ و m = ۱ حالت فقط سادگ برای برهان:
رابطه است، x۲ به نسبت اکید کاهش و x۱ به نسبت اکید افزایش و پیوسته

{f(ξ۱, ξ۲) ≤ x} =
∪

f(x۱,x۲)=x

(ξ۱ ≤ x۱) ∩ (ξ۲ ≥ x۲),
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آن نایقین توزیع  پس است. برقرار

Ψ(x) = M{f(ξ۱, ξ۲) ≤ x} = M

 ∪
f(x۱,x۲)=x

(ξ۱ ≤ x۱) ∩ (ξ۲ ≥ x۲)

 ,

رویداد ،x معلوم مقدار برای که کنید توجه ∪است.
f(x۱,x۲)=x

(ξ۱ ≤ x۱) ∩ (ξ۲ ≥ x۲)

که م شود نتیجه چندمستطیل قضیه از است. چندمستطیل ی

Ψ(x) = sup
f(x۱,x۲)=x

M {(ξ۱ ≤ x۱) ∩ (ξ۲ ≥ x۲)}

= sup
f(x۱,x۲)=x

M{ξ۱ ≤ x۱} ∧M{ξ۲ ≥ x۲}

= sup
f(x۱,x۲)=x

Φ۱(x۱) ∧ (۱− Φ۲(x۲)).

م شود. ثابت قضیه ترتیب این به

Φ۲ و Φ۱ نایقین توزیع های با ترتیب به مستقل نایقین متغیرهای ξ۲ و ξ۱ کنید فرض :۵٢ . ٢ تمرین
نایقین توزیع  ξ۱ − ξ۲ دهید نشان هستند.

Ψ(x) = sup
y∈ℜ

Φ۱(x+ y) ∧ (۱− Φ۲(y)), (٢ . ١٣٣)

دارد.

نایقین توزیع های با ترتیب به مستقل و مثبت نایقین متغیرهای ξ۲ و ξ۱ کنید فرض :۵٢ . ٣ تمرین
نایقین توزیع  ξ۱/ξ۲ دهید نشان هستند. Φ۲ و Φ۱

Ψ(x) = sup
y>۰

Φ۱(xy) ∧ (۱− Φ۲(y)), (١٣۴ . ٢)

دارد.

نایقین توزیع های با ترتیب به مستقل و مثبت نایقین متغیرهای ξ۲ و ξ۱ کنید فرض :۵۴ . ٢ تمرین
نایقین توزیع  ξ۱/(ξ۱ + ξ۲) دهید نشان هستند. Φ۲ و Φ۱

Ψ(x) = sup
y>۰

Φ۱(xy) ∧ (۱− Φ۲(y − xy)), (١٣۵ . ٢)

دارد.

کرد. حذف ٢ . ٢٠ قضیه در را استقلال شرط نم توان دهید نشان :۵۵ . ٢ تمرین
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بول سیستم ری: عمل قانون ٢ . ٧

مثال، عنوان به گویند بول تابع را {۰,۱} به {۰,۱}n از نگاشت ی

f(x۱, x۲, x۳) = x۱ ∨ x۲ ∧ x۳ (١٣۶ . ٢)

اختیار را صفر یا ی مقدار دو از ی هرگاه گویند بول را نایقین متغیر ی است. بول تابع ی
است. بول زیر نایقین متغیر مثال، عنوان به کند.

ξ =

{
a نایقین اندازه با ١

۱− a نایقین اندازه با ۰
(٢ . ١٣٧)

م کند. ارائه را بول سیستم برای عملیات قانون بخش این است. ی و صفر بین عددی a آن در که

i = ۱,۲, . . . , n برای یعن هستند، مستقل بول نایقین متغیرهای کنید فرض [٩١] ٢ . ٢١ قضیه

ξi =

{
ai نایقین اندازه با ١

۱− ai نایقین اندازه با ۰
(٢ . ١٣٨)

نایقین متغیر ی ξ = f(ξ۱, ξ۲, . . . , ξn) آنگاه باشد، نیست) نوا ی (الزاماً بول تابع ی f اگر
که است بول

M{ξ = ۱} =



sup
f(x۱,x۲,...,xn)=۱

min
۱≤i≤n

νi(xi),

sup
f(x۱,x۲,...,xn)=۱

min
۱≤i≤n

νi(xi) < ۰٫۵ اگر

۱− sup
f(x۱,x۲,...,xn)=۰

min
۱≤i≤n

νi(xi),

sup
f(x۱,x۲,...,xn)=۱

min
۱≤i≤n

νi(xi) ≥ ۰٫۵ اگر

(٢ . ١٣٩)

صورت به i = ۱,۲, . . . , n برای νi و م کند اختیار را ی یا صفر مقدار xi آن در که

νi(xi) =

{
ai, xi = ۱ اگر

۱− ai, xi = ۰ اگر
(١۴٢ . ٠)

اند. شده تعریف

ر، دی عبارت به هستند. {۰,۱} از ناته زیرمجموعه های B۱, B۲, . . . , Bn کنید فرض برهان:
دهید قرار i = ۱,۲, . . . , n برای هستند. {۰,۱} یا {۱} ،{۰} مجموعه های از ی

Λ = {ξ = ۱}, Λc = {ξ = ۰}, Λi = {ξi ∈ Bi}.

که کرد بررس م توان سادگ به

Λ۱ × Λ۲ × · · · × Λn = Λ اگر تنها و اگر f(B۱, B۲, . . . , Bn) = {۱},
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Λ۱ × Λ۲ × · · · × Λn = Λc اگر تنها و اگر f(B۱, B۲, . . . , Bn) = {۰}.
که م شود نتیجه ضرب موضوعه اصل از

(١۴٢ . ١)

M{ξ = ۱} =



sup
f(B۱,B۲,...,Bn)={۱}

min
۱≤i≤n

M{ξi ∈ Bi},

sup
f(B۱,B۲,...,Bn)={۱}

min
۱≤i≤n

M{ξi ∈ Bi} > ۰٫۵ اگر

۱− sup
f(B۱,B۲,...,Bn)={۰}

min
۱≤i≤n

M{ξi ∈ Bi},

sup
f(B۱,B۲,...,Bn)={۰}

min
۱≤i≤n

M{ξi ∈ Bi} > ۰٫۵ اگر

۰٫۵, .درغیراینصورت

i = ۱,۲, . . . , n برای که باشید داشته توجه

νi(۱) = M{ξi = ۱}, νi(۰) = M{ξi = ۰}.

کنید فرض :١ حالت م شود. تفکی حالت چهار به برهان

sup
f(x۱,x۲,...,xn)=۱

min
۱≤i≤n

νi(xi) < ۰٫۵.

داریم پس

sup
f(B۱,B۲,...,Bn)={۰}

min
۱≤i≤n

M{ξi ∈ Bi} = ۱− sup
f(x۱,x۲,...,xn)=۱

min
۱≤i≤n

νi(xi) > ۰٫۵.

که م شود نتیجه (١۴٢ . ١) از

M{ξ = ۱} = sup
f(x۱,x۲,...,xn)=۱

min
۱≤i≤n

νi(xi).

کنید فرض :٢ حالت
sup

f(x۱,x۲,...,xn)=۱
min

۱≤i≤n
νi(xi) > ۰٫۵.

داریم پس

sup
f(B۱,B۲,...,Bn)={۱}

min
۱≤i≤n

M{ξi ∈ Bi} = ۱− sup
f(x۱,x۲,...,xn)=۰

min
۱≤i≤n

νi(xi) > ۰٫۵.

م شود نتیجه (١۴٢ . ١) از

M{ξ = ۱} = ۱− sup
f(x۱,x۲,...,xn)=۰

min
۱≤i≤n

νi(xi).

کنید فرض :٣ حالت
sup

f(x۱,x۲,...,xn)=۱
min

۱≤i≤n
νi(xi) = ۰٫۵,

sup
f(x۱,x۲,...,xn)=۰

min
۱≤i≤n

νi(xi) = ۰٫۵.



۶٧ بول سیستم ری: عمل قانون

داریم پس
sup

f(B۱,B۲,...,Bn)={۱}
min

۱≤i≤n
M{ξi ∈ Bi} = ۰٫۵,

sup
f(B۱,B۲,...,Bn)={۰}

min
۱≤i≤n

M{ξi ∈ Bi} = ۰٫۵.

که م شود نتیجه (١۴٢ . ١) از

M{ξ = ۱} = ۰٫۵ = ۱− sup
f(x۱,x۲,...,xn)=۰

min
۱≤i≤n

νi(xi).

کنید فرض :۴ حالت
sup

f(x۱,x۲,...,xn)=۱
min

۱≤i≤n
νi(xi) = ۰٫۵,

sup
f(x۱,x۲,...,xn)=۰

min
۱≤i≤n

νi(xi) < ۰٫۵.

داریم پس

sup
f(B۱,B۲,...,Bn)={۱}

min
۱≤i≤n

M{ξi ∈ Bi} = ۱− sup
f(x۱,x۲,...,xn)=۰

min
۱≤i≤n

νi(xi) > ۰٫۵.

م شود نتیجه (١۴٢ . ١) از

M{ξ = ۱} = ۱− sup
f(x۱,x۲,...,xn)=۰

min
۱≤i≤n

νi(xi).

م شود. ثابت حالت چهار هر برای (٢ . ١٣٩) معادله پس

فضای کنید فرض مثال، برای کرد. حذف ٢ . ٢١ قضیه در نم توان را استقلال شرط :١۶ . ٢ مثال
است. M{γ۱} = M{γ۲} = ۰٫۵ و توان مجموعه با {γ۱, γ۲} مجموعه (Γ,L,M) نایقین

پس

ξ۱(γ) =

{
۰, γ = γ۱ اگر
۱, γ = γ۲ اگر

(١۴٢ . ٢)

با بول نایقین متغیر ی

M{ξ۱ = ۱} = ۰٫۵, (١۴٢ . ٣)

و

ξ۲(γ) =

{
۱, γ = γ۱ اگر
۰, γ = γ۲ اگر

(١۴۴ . ٢)

با بول نایقین متغیر ی نیز

M{ξ۲ = ۱} = ۰٫۵, (١۴۵ . ٢)



نایقین متغیر ۶٨

داریم آن از که ξ۱ ∧ ξ۲ ≡ ۰ و نیستند، مستقل ξ۲ و ξ۱ که کنید توجه است.

M{ξ۱ ∧ ξ۲ = ۱} = ۰. (١۴۶ . ٢)

داریم (٢ . ١٣٩) از استفاده با حال این با

M{ξ۱ ∧ ξ۲ = ۱} = ۰٫۵. (١۴٢ . ٧)

کرد. حذف نم توان را استقلال شرط بنابراین،

هستند، مستقل بول نایقین متغیرهای ξ۱, ξ۲, . . . , ξn کنید فرض ترتیب) آماره ،[٩١] ٢ . ٢٢ قضیه
i = ۱,۲, . . . , n برای یعن

ξi =

{
۱ ai نایقین اندازه با
۰ ۱− ai نایقین اندازه با

(١۴٢ . ٨)

ترتیب آماره k‐امین گاه آن

ξ = k‐min [ξ۱, ξ۲, . . . , ξn] (١۴٢ . ٩)

که است بول نایقین متغیر ی

M{ξ = ۱} = k‐min [a۱, a۲, . . . , an]. (١۵٢ . ٠)

صورت به ترتیب آماره k‐امین برای متناظر بول تابع برهان:

f(x۱, x۲, . . . , xn) = k‐min [x۱, x۲, . . . , xn], (١۵٢ . ١)

داریم گاه آن .a۱ ≤ a۲ ≤ · · · ≤ an کنید فرض کلیت، دادن دست از بدون است.

sup
f(x۱,x۲,...,xn)=۱

min
۱≤i≤n

νi(xi) = ak ∧ min
۱≤i<k

(ai ∨ (۱− ai)),

sup
f(x۱,x۲,...,xn)=۰

min
۱≤i≤n

νi(xi) = (۱− ak) ∧ min
k<i≤n

(ai ∨ (۱− ai))

داریم ak ≥ ۰٫۵ وقت م شود. تعریف (١۴٢ . ٠) با νi(xi) i؛ = ۱,۲, . . . , n هر برای آن در که

sup
f(x۱,x۲,...,xn)=۱

min
۱≤i≤n

νi(xi) ≥ ۰٫۵,

sup
f(x۱,x۲,...,xn)=۰

min
۱≤i≤n

νi(xi) = ۱− ak.

که م شود نتیجه ٢ . ٢١ قضیه از

M{ξ = ۱} = ۱− sup
f(x۱,x۲,...,xn)=۰

min
۱≤i≤n

νi(xi) = ۱− (۱− ak) = ak.

داریم ak < ۰٫۵ وقت

sup
f(x۱,x۲,...,xn)=۱

min
۱≤i≤n

νi(xi) = ak < ۰٫۵.



۶٩ انتظار مورد مقدار

که م شود نتیجه ٢ . ٢١ قضیه از

M{ξ = ۱} = sup
f(x۱,x۲,...,xn)=۱

min
۱≤i≤n

νi(xi) = ak.

به .a۱, a۲, . . . , an مقدار ترین کوچ k‐امین یعن است، ak برابر همواره M{ξ = ۱} بنابراین،
م شود. ثابت قضیه ترتیب این

(١۴٢ . ٨) با که هستند مستقل بول نایقین متغیرهای ξ۱, ξ۲, . . . , ξn کنید فرض :۵۶ . ٢ تمرین
کمینه پس شده اند. تعریف

ξ = ξ۱ ∧ ξ۲ ∧ · · · ∧ ξn (١۵٢ . ٢)

دهید نشان است. ترتیب آماره اولین

M{ξ = ۱} = a۱ ∧ a۲ ∧ · · · ∧ an. (١۵٢ . ٣)

(١۴٢ . ٨) با که هستند مستقل بول نایقین متغیرهای ξ۱, ξ۲, . . . , ξn کنید فرض :۵٢ . ٧ تمرین
بیشینه پس شده اند. تعریف

ξ = ξ۱ ∨ ξ۲ ∨ · · · ∨ ξn (١۵۴ . ٢)

دهید نشان است. ترتیب آماره n‐امین

M{ξ = ۱} = a۱ ∨ a۲ ∨ · · · ∨ an. (١۵۵ . ٢)

(١۴٢ . ٨) با که هستند مستقل بول نایقین متغیرهای ξ۱, ξ۲, . . . , ξn کنید فرض :۵٢ . ٨ تمرین
پس شده اند. تعریف

ξ = k‐max [ξ۱, ξ۲, . . . , ξn] (١۵۶ . ٢)

دهید نشان است. ترتیب آماره −n)‐امین k + ۱)

M{ξ = ۱} = k‐max [a۱, a۲, . . . , an]. (١۵٢ . ٧)

انتظار مورد مقدار ٢ . ٨

متغیر بزرگ میزان بیانگر و است نایقین اندازه مفهوم به نایقین متغیر میانگین مقدار انتظار مورد مقدار
است. نایقین

با ξ انتظار مورد مقدار است. نایقین متغیر ی ξ کنید فرض [٨۴] ١۶ . ٢ تعریف

E[ξ] =

∫ +∞

۰
M{ξ ≥ x}dx−

∫ ۰

−∞
M{ξ ≤ x}dx (١۵٢ . ٨)

باشد. متناه انتگرال ها از ی حداقل که آن شرط به م شود تعریف



نایقین متغیر ٧٠

پس است. Φ نایقین توزیع  با نایقین متغیر ی ξ کنید فرض [٨۴] ٢ . ٢٣ قضیه

E[ξ] =

∫ +∞

۰
(۱− Φ(x))dx−

∫ ۰

−∞
Φ(x)dx. (١۵٢ . ٩)

داریم ،x اعداد همه تقریباً برای که م شود نتیجه اندازه معکوس قضیه از برهان:

M{ξ ≥ x} = ۱− Φ(x),M{ξ ≤ x} = Φ(x).

داریم انتظار، مورد مقدار ر عمل تعریف از استفاده با

E[ξ] =

∫ +∞

۰
M{ξ ≥ x}dx−

∫ ۰

−∞
M{ξ ≤ x}dx

=

∫ +∞

۰
(۱− Φ(x))dx−

∫ ۰

−∞
Φ(x)dx.

م شود. ثابت قضیه ترتیب این به کنید. نگاه را ٢ . ١٢ ل ش
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E[ξ] =

∫ +∞

۰
(۱− Φ(x))dx−

∫ ۰

−∞
Φ(x)dx :٢ . ١٢ ل ش

پس است. Φ نایقین توزیع  با نایقین متغیر ی ξ کنید فرض [٩١] ٢۴ . ٢ قضیه

E[ξ] =

∫ +∞

−∞
xdΦ(x). (١۶٢ . ٠)

با انتظار مورد مقدار که م شود نتیجه ٢ . ٢٣ قضیه و جزء به جزء گیری انتگرال از برهان:

E[ξ] =

∫ +∞

۰
(۱− Φ(x))dx−

∫ ۰

−∞
Φ(x)dx

=

∫ +∞

۰
xdΦ(x) +

∫ ۰

−∞
xdΦ(x) =

∫ +∞

−∞
xdΦ(x),



٧١ انتظار مورد مقدار
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E[ξ] =

∫ +∞

−∞
xdΦ(x) =

∫ ۱

۰
Φ−۱(α)dα :٢ . ١٣ ل ش

م شود. ثابت قضیه کنید. نگاه را ٢ . ١٣ ل ش است. برابر

م گیریم نتیجه بلافاصله باشد، Φ(x) نایقین توزیع مشتق ϕ(x) اگر :۶ . ٢ تذکر

E[ξ] =

∫ +∞

−∞
xϕ(x)dx. (١۶٢ . ١)

نایقین اندازه زیرا است، مناسب تر نایقین ال چ تابع عنوان به ϕ(x) گرفتن نظر در حال، این با
کل حالت در یعن ندارد، جمع خاصیت

M{a ≤ ξ ≤ b} ̸=
∫ b

a

ϕ(x)dx. (١۶٢ . ٢)

پس است. Φ منظم نایقین توزیع  با نایقین متغیر ی ξ کنید فرض [٩١] ٢۵ . ٢ قضیه

E[ξ] =

∫ ۱

۰
Φ−۱(α)dα. (١۶٢ . ٣)

نتیجه ٢۴ . ٢ قضیه و انتگرال متغیرهای تغییر از ،Φ−۱(α) با x و α با Φ(x) متغیر تغییر با برهان:
با برابر انتظار مورد مقدار که م شود

E[ξ] =

∫ +∞

−∞
xdΦ(x) =

∫ ۱

۰
Φ−۱(α)dα,

م شود. ثابت قضیه کنید. نگاه را ٢ . ١٣ ل ش است.

با ξ ∼ L(a, b) خط نایقین متغیر انتظار مورد مقدار دهید نشان :۵٢ . ٩ تمرین

E[ξ] =
a+ b

۲ (١۶۴ . ٢)

است. برابر



نایقین متغیر ٧٢

با ξ ∼ Z(a, b, c) زاگ زی نایقین متغیر انتظار مورد مقدار دهید نشان :۶٢ . ٠ تمرین

E[ξ] =
a+ ۲b+ c

۴ (١۶۵ . ٢)

است. برابر

با ξ ∼ N (e, σ) نرمال نایقین متغیر انتظار مورد مقدار دهید نشان :۶٢ . ١ تمرین

E[ξ] = e (١۶۶ . ٢)

است. برابر

با ξ ∼ LOGN (e, σ) لوگ‐نرمال نایقین متغیر انتظار مورد مقدار دهید نشان :۶٢ . ٢ تمرین

E[ξ] =

{
σ
√
۳ exp(e) csc(σ

√
۳), σ < π/

√
۳ اگر

+∞, σ ≥ π/
√
۳ اگر

(١۶٢ . ٧)

و شد محاسبه Maple افزار نرم از استفاده با فنگ ژانگ گین توسط ابتدا فرمول این است. برابر
شد. تحقیق ریاض پیچیده محاسبات از استفاده با کای توسط بعداً دوباره

تجربی نایقین توزیع  با نایقین متغیر ی ξ کنید فرض :۶٢ . ٣ تمرین

Φ(x) =


۰, x < x۱ اگر

αi +
(αi+۱ − αi)(x− xi)

xi+۱ − xi
, xi ≤ x ≤ xi+۱, ۱ ≤ i < n اگر

۱, x > xn اگر

دهید نشان .۰ ≤ α۱ ≤ α۲ ≤ · · · ≤ αn ≤ ۱ و x۱ < x۲ < · · · < xn آن در که است

E[ξ] =
α۱ + α۲

۲ x۱ +
n−۱∑
i=۲

αi+۱ − αi−۱
۲ xi +

(
۱− αn−۱ + αn

۲

)
xn. (١۶٢ . ٨)

نایقین متغیرهای از تابع انتظار مورد مقدار

توزیع های با ترتیب به مستقل نایقین متغیرهای ξ۱, ξ۲, . . . , ξn کنید فرض [١١١] ٢۶ . ٢ قضیه
به نسبت اکید افزایش تابع ی f(ξ۱, ξ۲, . . . , ξn) اگر هستند. Φ۱,Φ۲, . . . ,Φn منظم نایقین

انتظار مورد مقدار آنگاه باشد، ξm+۱, ξm+۲, . . . , ξn به نسبت اکید کاهش و ξ۱, ξ۲, . . . , ξm

ξ = f(ξ۱, ξ۲, . . . , ξn) (١۶٢ . ٩)

با

E[ξ] =

∫ ۱

۰
f(Φ−۱

۱ (α), . . .,Φ−۱
m (α),Φ−۱

m+۱(۱−α), . . .,Φ−۱
n (۱−α))dα (٢ . ١٧٠)

است. برابر



٧٣ انتظار مورد مقدار

به نسبت و بوده اکید افزایش x۱, x۲, . . . , xm به نسبت f(x۱, x۲, . . . , xn) تابع چون برهان:
معکوس نایقین توزیع  که م شود نتیجه ١۵ . ٢ قضیه از است، اکید کاهش xm+۱, xm+۲, . . . , xn

صورت به ξ

Ψ−۱(α) = f(Φ−۱
۱ (α), . . . ,Φ−۱

m (α),Φ−۱
m+۱(۱− α), . . . ,Φ−۱

n (۱− α)),

م شود. ثابت قضیه ترتیب این به م شود. نتیجه (٢ . ١٧٠) فرمول ،٢۵ . ٢ قضیه از استفاده با است.

نوای ی تابع ی f(x) و است، Φ منظم نایقین توزیع  با نایقین متغیر ی ξ کنید فرض :۶۴ . ٢ تمرین
دهید نشان است. ( افزایش یا (کاهش اکید

E[f(ξ)] =

∫ ۱

۰
f(Φ−۱(α))dα. (٢ . ١٧١)

تابع ی f(x) کنید فرض و است، Φ نایقین توزیع  با نایقین متغیر ی ξ کنید فرض :۶۵ . ٢ تمرین
دهید نشان است. ( افزایش یا (کاهش اکید نوای ی

E[f(ξ)] =

∫ +∞

−∞
f(x)dΦ(x). (٢ . ١٧٢)

منظم نایقین توزیع های با ترتیب به مستقل و مثبت نایقین متغیرهای η و ξ کنید فرض :۶۶ . ٢ تمرین
دهید نشان هستند. Ψ و Φ

E[ξη] =

∫ ۱

۰
Φ−۱(α)Ψ−۱(α)dα. (٢ . ١٧٣)

منظم نایقین توزیع های با ترتیب به مستقل و مثبت نایقین متغیرهای η و ξ کنید فرض :۶٢ . ٧ تمرین
دهید نشان هستند. Ψ و Φ

E

[
ξ

η

]
=

∫ ۱

۰

Φ−۱(α)

Ψ−۱(۱− α)
dα. (١٧۴ . ٢)

منظم نایقین توزیع های با ترتیب به مستقل و مثبت نایقین متغیرهای η و ξ کنید فرض :۶٢ . ٨ تمرین
دهید نشان هستند. Ψ و Φ

E

[
ξ

ξ + η

]
=

∫ ۱

۰

Φ−۱(α)

Φ−۱(α) + Ψ−۱(۱− α)
dα. (١٧۵ . ٢)

انتظار مورد مقدار ر عمل بودن خط

هستند. متناه انتظار مورد مقدار با مستقل نایقین متغیرهای η ξو کنید فرض [٩١] ٢ . ٢٧ قضیه
داریم b و a حقیق عدد دو هر برای پس

E[aξ + bη] = aE[ξ] + bE[η]. (١٧۶ . ٢)



نایقین متغیر ٧۴

دارند. Ψ و Φ منظم نایقین توزیع های ترتیب به η و ξ کنید فرض کلیت، دادن دست از بدون برهان:
شوند. منظم تا کرد ایجاد آنها در جزیی پریشیدگ م توان صورت این غیر در

است. برقرار وضوح به معادله آنگاه a = ۰ اگر .E[aξ] = aE[ξ] م کنیم ثابت ابتدا :١ گام
صورت به aξ معکوس نایقین توزیع  آنگاه ،a > ۰ اگر

Υ−۱(α) = aΦ−۱(α),

که م شود نتیجه ٢۵ . ٢ قضیه از است.

E[aξ] =

∫ ۱

۰
aΦ−۱(α)dα = a

∫ ۱

۰
Φ−۱(α)dα = aE[ξ].

صورت به aξ معکوس نایقین توزیع  آنگاه ،a < ۰ اگر

Υ−۱(α) = aΦ−۱(۱− α),

که م شود نتیجه ٢۵ . ٢ قضیه از است.

E[aξ] =

∫ ۱

۰
aΦ−۱(۱− α)dα = a

∫ ۱

۰
Φ−۱(α)dα = aE[ξ].

است. برقرار E[aξ] = aE[ξ] رابطه همواره پس

صورت به ξ + η معکوس نایقین توزیع .E[ξ + η] = E[ξ] + E[η] م کنیم ثابت :٢ گام

Υ−۱(α) = Φ−۱(α) + Ψ−۱(α),

که م شود نتیجه ٢۵ . ٢ قضیه از است.

E[ξ + η] =

∫ ۱

۰
Υ−۱(α)dα =

∫ ۱

۰
Φ−۱(α)dα+

∫ ۱

۰
Ψ−۱(α)dα = E[ξ] + E[η].

م شود نتیجه ٢ و ١ گام های از ،b و a حقیق عدد دو هر برای نهایتا :٣ گام

E[aξ + bη] = E[aξ] + E[bη] = aE[ξ] + bE[η].

م شود. ثابت قضیه ترتیب این به

خط الزاماً انتظار مورد مقدار ر عمل کنیم، حذف را استقلال شرط اگر ، کل حالت در :٢ . ١٧ مثال
مجموعه با {γ۱, γ۲, γ۳} مجموعه (Γ,L,M) نایقین فضای کنید فرض مثال، عنوان به نیست.
را زیر نایقین متغیر دو .M{γ۳} = ۰٫۲ و M{γ۲} = ۰٫۳ ،M{γ۱} = ۰٫۶ و است توان

کنید. تعریف

ξ(γ) =


۱, γ = γ۱ اگر
۰, γ = γ۲ اگر
۲, γ = γ۳ اگر

η(γ) =


۰, γ = γ۱ اگر
۲, γ = γ۲ اگر
۳, γ = γ۳ اگر
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آنها مجموع و نیستند مستقل η و ξ که کنید توجه

(ξ + η)(γ) =


۱, γ = γ۱ اگر
۲, γ = γ۲ اگر
۵, γ = γ۳ اگر

بنابراین .E[ξ + η] = ۲ و E[η] = ۱ ،E[ξ] = ۰٫۹ که کرد مشاهده م توان سادگ به است.
داریم

E[ξ + η] > E[ξ] + E[η].

شوند تعریف زیر صورت به نایقین متغیرهای اگر

ξ(γ) =


۰, γ = γ۱ اگر
۱, γ = γ۲ اگر
۲, γ = γ۳ اگر

η(γ) =


۰, γ = γ۱ اگر
۳, γ = γ۲ اگر
۱, γ = γ۳ اگر

آنگاه

(ξ + η)(γ) =


۰, γ = γ۱ اگر
۴, γ = γ۲ اگر
۳, γ = γ۳ اگر

داریم پس .E[ξ + η] = ۱٫۵ و E[η] = ۱ ،E[ξ] = ۰٫۶ که کرد تحقیق م توان سادگ به

E[ξ + η] < E[ξ] + E[η].

کرد. حذف را استقلال شرط نم توان بنابراین

نایقین متغیرهای از همنوا تابع های

رابطه y و x هر برای اگر گویند همنوا را g و f مقدار حقیق تابع دو

(f(x)− f(y))(g(x)− g(y)) ≥ ۰, (٢ . ١٧٧)

توابع (ب) هستند؛ همنوا نوا، ی افزایش توابع (الف) که کرد تحقیق م توان سادگ به باشد. برقرار
هستند. همنوا نوا، ی کاهش

داریم ξ نایقین متغیر هر برای پس هستند. همنوا توابع g و f کنید فرض [١٧۶] ٢ . ٢٨ قضیه

E[f(ξ) + g(ξ)] = E[f(ξ)] + E[g(ξ)]. (٢ . ١٧٨)

Φ منظم نایقین توزیع های ترتیب به g(ξ) و f(ξ) کنید فرض کلیت، دادن دست از بدون برهان:
منظم تا آوریم وجود به توزیع ها روی کوچ پریشیدگ م توانیم صورت، این غیر در دارند. Ψ و

است درست زیر رابطه دو از ی حداقل هستند همنوا توابع g و f چون شوند.

{f(ξ) ≤ Φ−۱(α)} ⊂ {g(ξ) ≤ Ψ−۱(α)},
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{f(ξ) ≤ Φ−۱(α)} ⊃ {g(ξ) ≤ Ψ−۱(α)}.

داریم ر دی طرف از

M{f(ξ) + g(ξ) ≤ Φ−۱(α) + Ψ−۱(α)}

≥ M{(f(ξ) ≤ Φ−۱(α)) ∩ (g(ξ) ≤ Ψ−۱(α))}

= M{f(ξ) ≤ Φ−۱(α)} ∧M{g(ξ) ≤ Ψ−۱(α)}

= α ∧ α = α.

داریم چنین هم

M{f(ξ) + g(ξ) ≤ Φ−۱(α) + Ψ−۱(α)}

≤ M{(f(ξ) ≤ Φ−۱(α)) ∪ (g(ξ) ≤ Ψ−۱(α))}

= M{f(ξ) ≤ Φ−۱(α)} ∨M{g(ξ) ≤ Ψ−۱(α)}

= α ∨ α = α.

که م شود نتیجه
M{f(ξ) + g(ξ) ≤ Φ−۱(α) + Ψ−۱(α)} = α

با است. f(ξ) + g(ξ) معکوس نایقین توزیع  Φ−۱(α) +Ψ−۱(α) یعن است. برقرار α هر برای
داریم ،٢۵ . ٢ قضیه از استفاده

E[f(ξ) + g(ξ)] =

∫ ۱

۰
(Φ−۱(α) + Ψ−۱(α))dα

=

∫ ۱

۰
Φ−۱(α)dα+

∫ ۱

۰
Ψ−۱(α)dα

= E[f(ξ)] + E[g(ξ)].

است. برقرار م ح ترتیب این به

روی(∞+,۰) exp(x) و lnx دهید نشان است. مثبت نایقین متغیر ی ξ کنید فرض :۶٢ . ٩ تمرین
و هستند همنوا تابع های

E[ln ξ + exp(ξ)] = E[ln ξ] + E[exp(ξ)]. (٢ . ١٧٩)

همنوا تابع های x, x۲, . . . , xn دهید نشان است. مثبت نایقین متغیر ی ξ کنید فرض :٢ . ٧٠ تمرین
و هستند [۰,+∞) روی

E[ξ + ξ۲ + · · ·+ ξn] = E[ξ] + E[ξ۲] + · · ·+ E[ξn]. (٢ . ١٨٠)
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نایقین متغیر ی قدرمطلق

صورت به |ξ| انتظار مورد مقدار آنگاه است. Φ نایقین توزیع  با نایقین متغیر ی ξ کنید فرض

E[|ξ|] =
∫ +∞

۰
M{|ξ| ≥ x}dx

=

∫ +∞

۰
M{(ξ ≥ x) ∪ (ξ ≤ −x)}dx

≤
∫ +∞

۰
(M{ξ ≥ x}+M{ξ ≤ −x})dx

=

∫ +∞

۰
(۱− Φ(x) + Φ(−x))dx,

داریم. را زیر قرارداد پس است.

|ξ| انتظار مورد مقدار است. Φ نایقین توزیع  با نایقین متغیر ی ξ کنید فرض [١٠٢] ٢ . ١ قرارداد
صورت به

E[|ξ|] =
∫ +∞

۰
(۱− Φ(x) + Φ(−x))dx, (٢ . ١٨١)

م شود. تعریف

انتظار مورد مقدار پس است. Φ نایقین توزیع  با نایقین متغیر ی ξ کنید فرض [١٠٢] ٢ . ٢٩ قضیه
صورت به |ξ|

E[|ξ|] =
∫ +∞

−∞
|x|dΦ(x), (٢ . ١٨٢)

است.

م شود نتیجه جزء به جزء انتگرال گیری و متغیرها تغییر است. استوار ٢ . ١ قرارداد بر قضیه این برهان:

E[|ξ|] =
∫ +∞

۰
(۱− Φ(x) + Φ(−x))dx

=

∫ +∞

۰
xdΦ(x)−

∫ +∞

۰
xdΦ(−x)

=

∫ +∞

۰
|x|dΦ(x) +

∫ ۰

−∞
|x|dΦ(x)

=

∫ +∞

−∞
|x|dΦ(x).

شد. ثابت قضیه ترتیب این به
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مورد مقدار پس است. Φ منظم نایقین توزیع  با نایقین متغیر ی ξ کنید فرض [١٠٢] ٢ . ٣٠ قضیه
صورت به |ξ| انتظار

E[|ξ|] =
∫ ۱

۰
|Φ−۱(α)|dα, (٢ . ١٨٣)

است.

که م شود نتیجه ٢ . ٢٩ قضیه و متغیرها تغییر از ،Φ−۱(α) با x و α با Φ(x) ذاری جای با برهان:
صورت به انتظار مورد مقدار

E[|ξ|] =
∫ +∞

−∞
|x|dΦ(x) =

∫ ۱

۰
|Φ−۱(α)|dα,

م شود. ثابت قضیه ترتیب این به است.

به |ξ| انتظار مورد مقدار دهید نشان است. L(a, b) خط نایقین متغیر ξ کنید فرض :٢ . ٧١ تمرین
صورت

E[|ξ|] =


|a+ b|

۲ , ۰ ̸∈ [a, b] اگر

a۲ + b۲

۲(b− a)
, ۰ ∈ [a, b] اگر

(١٨۴ . ٢)

است.

ها نامساوی برخ

اگر کنید. فرض نامنف زوج تابع ی را f و است نایقین متغیر ی ξ کنید فرض [٨۴] ٢ . ٣١ قضیه
داریم t > ۰ معلوم عدد هر برای پس باشد، افزایش [۰,∞) روی و کاهش (−∞,۰] روی f

M{|ξ| ≥ t} ≤ E[f(ξ)]

f(t)
. (١٨۵ . ٢)

از است. [۰,∞) روی r از نوا ی کاهش تابع ی M{|ξ| ≥ f−۱(r)} که است واضح برهان:
که م شود نتیجه f(ξ) بودن نامنف

E[f(ξ)] =

∫ +∞

۰
M{f(ξ) ≥ x}dx =

∫ +∞

۰
M{|ξ| ≥ f−۱(x)}dx

≥
∫ f(t)

۰
M{|ξ| ≥ f−۱(x)}dx ≥

∫ f(t)

۰
M{|ξ| ≥ f−۱(f(t))}dx

=

∫ f(t)

۰
M{|ξ| ≥ t}dx = f(t) ·M{|ξ| ≥ t}

م کند. ثابت را نامساوی برقراری که
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معلوم عدد هر برای است. نایقین متغیر ی ξ کنید فرض مارکف) نامساوی ،[٨۴]) ٢ . ٣٢ قضیه
داریم ،p > ۰ و t > ۰

M{|ξ| ≥ t} ≤ E[|ξ|p]
tp

. (١٨۶ . ٢)

.f(x) = |x|p آن در که است ٢ . ٣١ قضیه از خاص حالت ی قضیه این برهان:

صورت به را نایقین متغیر ،t معلوم حقیق عدد هر برای :٢ . ١٨ مثال

ξ =

{ ۰ ۱/۲ نایقین اندازه با

t ۱/۲ نایقین اندازه با

.M{ξ ≥ t} = ۱/۲ = E[ξp]/tp و E[ξp] = tp/۲ پس م کنیم. تعریف

و هستند ۱/p+ ۱/q = ۱ با مثبت اعداد q و p کنید فرض هولدر) نامساوی ،[٨۴]) ٢ . ٣٣ قضیه
پس هستند. مستقل نایقین متغیرهای η و ξ کنید فرض

E[|ξη|] ≤ p
√
E[|ξ|p] q

√
E[|η|q]. (٢ . ١٨٧)

E[|ξ|p] > ۰ کنید فرض حال است. بدیه م ح باشد؛ صفر قطع تقریباً η و ξ از ی اگر برهان:
{(x, y) : x ≥ روی f(x, y) = p

√
x q
√
y تابع که کرد ثابت م توان سادگ به .E[|η|q] > ۰ و

b و a حقیق اعداد ،y۰ > ۰ و x۰ > ۰ با (x۰, y۰) نقطه هر برای پس است. مقعر ۰, y ≥ ۰}
که طوری موجودند

f(x, y)− f(x۰, y۰) ≤ a(x− x۰) + b(y − y۰), ∀x ≥ ۰, y ≥ ۰.

داریم ،y = |η|q و x = |ξ|p ،x = |ξ|p ،y۰ = E[|η|q] و x۰ = E[|ξ|p] فرض با

f(|ξ|p, |η|q)− f(E[|ξ|p], E[|η|q]) ≤ a(|ξ|p − E[|ξ|p]) + b(|η|q − E[|η|q]).

داریم طرف دو هر انتظار مورد مقدار محاسبه با

E[f(|ξ|p, |η|q)] ≤ f(E[|ξ|p], E[|η|q]).

م شود. ثابت (٢ . ١٨٧) نامساوی ترتیب این به

η و ξ و است p ≥ ۱ با حقیق عدد ی p کنید فرض ( مینکوفس نامساوی ،[٨۴]) ٣۴ . ٢ قضیه
پس هستند. مستقل نایقین متغیرهای

p
√

E[|ξ + η|p] ≤ p
√
E[|ξ|p] + p

√
E[|η|p]. (٢ . ١٨٨)

E[|ξ|p] > ۰ کنید فرض حال است. بدیه م ح باشد؛ صفر قطع تقریباً η و ξ از ی اگر برهان:
{(x, y) : روی f(x, y) = ( p

√
x+ p

√
y)p تابع که کرد تحقیق م توان سادگ به .E[|η|q] > ۰ و

b و a حقیق اعداد ، y۰ > ۰ و x۰ > ۰ با (x۰, y۰) هر برای پس است. مقعر x ≥ ۰, y ≥ ۰}
که طوری موجودند

f(x, y)− f(x۰, y۰) ≤ a(x− x۰) + b(y − y۰), ∀x ≥ ۰, y ≥ ۰.
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داریم ،y = |η|p و x = |ξ|p ،y۰ = E[|η|p] ،x۰ = E[|ξ|p] دادن قرار با

f(|ξ|p, |η|p)− f(E[|ξ|p], E[|η|p]) ≤ a(|ξ|p − E[|ξ|p]) + b(|η|p − E[|η|p]).

داریم طرف، دو هر انتظار مورد مقدار محاسبه با

E[f(|ξ|p, |η|p)] ≤ f(E[|ξ|p], E[|η|p]).

م شود. ثابت (٢ . ١٨٨) نامساوی برفراری ترتیب این به

است. محدب تابع ی f و نایقین متغیر ی ξ کنید فرض ینسن) نامساوی ،[٨۴]) ٣۵ . ٢ قضیه
پس

f(E[ξ]) ≤ E[f(ξ)]. (٢ . ١٨٩)

.|E[ξ]|p ≤ E[|ξ|p] داریم ،p ≥ ۱ و f(x) = |x|p وقت مخصوصا

که طوری است موجود k مانند عددی ،y هر برای است، محدب f تابع چون برهان:

f(x)− f(y) ≥ k · (x− y).

داریم ،E[ξ] با y و ξ با x زین جای با

f(ξ)− f(E[ξ]) ≥ k · (ξ − E[ξ]).

داریم نامساوی طرف دو انتظار مورد مقدار محاسبه با

E[f(ξ)]− f(E[ξ]) ≥ k · (E[ξ]− E[ξ]) = ۰

م کند. ثابت را ینسن نامساوی برقراری که

تابع ی f و هستند، مستقل نایقین متغیرهای ξ۱, ξ۲, . . . , ξn کنید فرض [٢١۶] :٢ . ٧٢ تمرین
دهید نشان است. محدب

f(E[ξ۱], E[ξ۲], . . . , E[ξn]) ≤ E[f(ξ۱, ξ۲, . . . , ξn)]. (٢ . ١٩٠)

واریانس ٢ . ٩

م دهد. نشان را آن انتظار مورد مقدار اطراف در توزیع پراکندگ درجه نایقین، متغیر ی واریانس
شده متمرکز انتظار مورد مقدار اطراف در بیشتر نایقین متغیر که م دهد نشان واریانس کوچ مقدار
انتظار مورد مقدار اطراف از نایقین متغیر تر گسترده پراکندگ بیانگر واریانس بزرگتر مقدار و است؛

است.

ξ واریانس است. e متناه انتظار مورد مقدار با نایقین متغیر ی ξ کنید فرض [٨۴] ٢ . ١٧ تعریف
صورت به

V [ξ] = E[(ξ − e)۲], (٢ . ١٩١)



٨١ واریانس

م شود. تعریف
ی (ξ − e)۲ چون است. (ξ − e)۲ انتظار مورد مقدار همان واریانس که م گوید تعریف این

داریم چنین هم است، نامنف نایقین متغیر

V [ξ] =

∫ +∞

۰
M{(ξ − e)۲ ≥ x}dx. (٢ . ١٩٢)

حقیق اعداد b و a و باشد متناه انتظار مورد مقدار با نایقین متغیر ی ξ اگر [٨۴] ٣۶ . ٢ قضیه
آنگاه باشند،

V [aξ + b] = a۲V [ξ]. (٢ . ١٩٣)

از دارد. ae + b انتظار مورد مقدار aξ + b پس است. ξ انتظار مورد مقدار e کنید فرض برهان:
که م شود نتیجه واریانس تعریف

V [aξ + b] = E
[
(aξ + b− (ae+ b))۲

]
= a۲E[(ξ − e)۲] = a۲V [ξ].

م شود. ثابت قضیه ترتیب این به

اگر V [ξ] = ۰ پس است. e انتظار مورد مقدار با نایقین متغیر ی ξ کنید فرض [٨۴] ٢ . ٣٧ قضیه
است. e ثابت مقدار ξ نایقین متغیر یعن .M{ξ = e} = ۱ اگر تنها و

که م شود نتیجه (٢ . ١٩٢) معادله از .V [ξ] = ۰ م کنیم فرض ابتدا ∫برهان: +∞

۰
M{(ξ − e)۲ ≥ x}dx = ۰

داریم پس .M{(ξ − e)۲ ≥ x} = ۰ م دهد نتیجه x > ۰ هر برای که

M{(ξ − e)۲ = ۰} = ۱.
داریم x > ۰ هر برای پس .M{ξ = e} = ۱ کنید فرض برعکس، .M{ξ = e} = ۱ یعن

پس .M{(ξ − e)۲ ≥ x} = ۰ و M{(ξ − e)۲ = ۰} = ۱

V [ξ] =

∫ +∞

۰
M{(ξ − e)۲ ≥ x}dx = ۰.

م شود. ثابت قضیه ترتیب این به

پس است. موجود آنها واریانس که هستند نایقین متغیرهای η و ξ کنید فرض [١٨٧] ٢ . ٣٨ √قضیه
V [ξ + η] ≤

√
V [ξ] +

√
V [η]. (١٩۴ . ٢)

η و ξ نایقین متغیرهای و p = ۲ آن در که است ٣۴ . ٢ قضیه از خاص حالت ی قضیه این برهان:
م شوند. زین جای η − E[η] و ξ − E[ξ] با ترتیب به

موجود آن واریانس که است نایقین متغیر ی ξ کنید فرض چبیشف) نامساوی ،[٨۴]) ٢ . ٣٩ قضیه
داریم t > ۰ معلوم مقدار هر برای پس است.

M {|ξ − E[ξ]| ≥ t} ≤ V [ξ]

t۲
. (١٩۵ . ٢)
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زین جای ξ−E[ξ] با ξ نایقین متغیر آن در که است ٢ . ٣١ قضیه از خاص حالت ی قضیه این برهان:
.f(x) = x۲ و م شود

کنید تعریف را زیر نایقین متغیر ،t مثبت عدد هر برای :٢ . ١٩ مثال

ξ =

{ −t ۱/۲ نایقین اندازه با

t ۱/۲ نایقین اندازه با

.M{|ξ − E[ξ]| ≥ t} = ۱ = V [ξ]/t۲ و V [ξ] = t۲ صورت این در

آوریم؟ دست به نایقین توزیع  از را واریانس ونه چ

متغیر این نایقین توزیع  از فقط اگر است. e انتظار مورد مقدار با نایقین متغیر ی ξ کنید فرض
صورت به آن واریانس آنگاه باشیم، داشته اطلاع

V [ξ] =

∫ +∞

۰
M{(ξ − e)۲ ≥ x}dx

=

∫ +∞

۰
M{(ξ ≥ e+

√
x) ∪ (ξ ≤ e−

√
x)}dx

≤
∫ +∞

۰
(M{ξ ≥ e+

√
x}+M{ξ ≤ e−

√
x})dx

=

∫ +∞

۰
(۱− Φ(e+

√
x) + Φ(e−

√
x))dx.

داریم. را زیر قرارداد پس است.

است. e انتظار مورد مقدار و Φ نایقین توزیع  با نایقین متغیر ی ξ کنید فرض [٩١] ٢ . ٢ قرارداد
پس

V [ξ] =

∫ +∞

۰
(۱− Φ(e+

√
x) + Φ(e−

√
x))dx. (١٩۶ . ٢)

است. e انتظار مورد مقدار و Φ نایقین توزیع  با نایقین متغیر ی ξ کنید فرض [١٠٢] ۴٢ . ٠ قضیه
پس

V [ξ] =

∫ +∞

−∞
(x− e)۲dΦ(x). (٢ . ١٩٧)

صورت به ξ واریانس م کند بیان که است استوار ٢ . ٢ قرارداد بر قضیه این برهان:

V [ξ] =

∫ +∞

۰
(۱− Φ(e+

√
y))dy +

∫ +∞

۰
Φ(e−√

y)dy,



٨٣ واریانس

نتیجه جز به جر گیری انتگرال و متغیرها تغییر ،(x− e)۲ با y و x با e+√
y ذاری جای با است.

∫م شود +∞

۰
(۱−Φ(e+

√
y))dy =

∫ +∞

e

(۱−Φ(x))d(x− e)۲ =

∫ +∞

e

(x− e)۲dΦ(x).

داریم (x− e)۲ با y و x با e−√
y ذاری جای مشابه، طور ∫به +∞

۰
Φ(e−√

y)dy =

∫ −∞

e

Φ(x)d(x− e)۲ =

∫ e

−∞
(x− e)۲dΦ(x).

صورت به واریانس که م شود نتیجه

V [ξ] =

∫ +∞

e

(x− e)۲dΦ(x) +

∫ e

−∞
(x− e)۲dΦ(x) =

∫ +∞

−∞
(x− e)۲dΦ(x),

م شود. ثابت قضیه ترتیب این به است.

انتظار مورد مقدار و Φ منظم نایقین توزیع  با نایقین متغیر ی ξ کنید فرض [١٨٧] ۴٢ . ١ قضیه
پس است. e متناه

V [ξ] =

∫ ۱

۰
(Φ−۱(α)− e)۲dα. (٢ . ١٩٨)

نتیجه ۴٢ . ٠ قضیه و انتگرال متغیرها تغییر از ،Φ−۱(α) با x و α با Φ(x) ذاری جای با برهان:
صورت به واریانس که م شود

V [ξ] =

∫ +∞

−∞
(x− e)۲dΦ(x) =

∫ ۱

۰
(Φ−۱(α)− e)۲dα,

م شود. ثابت قضیه ترتیب این به است.

صورت به ξ ∼ L(a, b) خط نایقین متغیر واریانس دهید نشان :٢ . ٧٣ تمرین

V [ξ] =
(b− a)۲

۱۲ , (٢ . ١٩٩)

است.

صورت به ξ ∼ N (e, σ) نرمال نایقین متغیر واریانس دهید نشان :٧۴ . ٢ تمرین

V [ξ] = σ۲, (٢ . ٢٠٠)

است.

Ψ و Φ منظم نایقین توزیع های با ترتیب به مستقل نایقین متغیرهای η و ξ کنید فرض :٧۵ . ٢ تمرین
داریم α ∈ (۰,۱) هر برای که موجودند چنان b و a حقیق عدد دو کنید فرض هستند.

Φ−۱(α) = aΨ−۱(α) + b (٢ . ٢٠١)



نایقین متغیر ٨۴

رابطه ٢ . ٢ قرارداد مفهوم به دهید √نشان
V [ξ + η] =

√
V [ξ] +

√
V [η] (٢ . ٢٠٢)

است. برقرار

متغیرهای اگر است. برقرار (٢ . ٢٠١) شرط آنگاه باشند، خط نایقین متغیرهای η و ξ اگر :٢ . ٧ تذکر
است. برقرار (٢ . ٢٠١) شرط نیز آنگاه باشند نرمال نایقین

گشتاور ٢ . ١٠

را E[ξk] است. مثبت صحیح عدد ی k و نایقین متغیر ی ξ کنید فرض [٨۴] ٢ . ١٨ تعریف
گویند. ξ گشتاور k‐امین

است. فرد عدد ی k و است Φ نایقین توزیع  با نایقین متغیر ی ξ کنید فرض [١٠٢] ۴٢ . ٢ قضیه
صورت به ξ گشتاور k‐امین پس

E[ξk] =

∫ +∞

۰
(۱− Φ( k

√
x))dx−

∫ ۰

−∞
Φ( k

√
x)dx, (٢ . ٢٠٣)

است.

که م شود نتیجه انتظار مورد مقدار ر عمل تعریف از است، فرد عدد ی k چون برهان:

E[ξk] =

∫ +∞

۰
M{ξk ≥ x}dx−

∫ ۰

−∞
M{ξk ≤ x}dx

=

∫ +∞

۰
M{ξ ≥ k

√
x}dx−

∫ ۰

−∞
M{ξ ≤ k

√
x}dx

=

∫ +∞

۰
(۱− Φ( k

√
x))dx−

∫ ۰

−∞
Φ( k

√
x)dx.

م شود. ثابت قضیه ترتیب این به

نایقین توزیع  از استفاده با تا ی صورت به م توان را گشتاور k‐امین باشد، زوج عدد ی k وقت
داریم حالت این در کرد. مشخص Φ

E[ξk] =

∫ +∞

۰
M{ξk ≥ x}dx

=

∫ +∞

۰
M{(ξ ≥ k

√
x) ∪ (ξ ≤ − k

√
x)}dx

≤
∫ +∞

۰
(M{ξ ≥ k

√
x}+M{ξ ≤ − k

√
x})dx

=

∫ +∞

۰
(۱− Φ( k

√
x) + Φ(− k

√
x))dx.

داریم. را زیر قرارداد ،k زوج عدد برای بنابراین،



٨۵ گشتاور

زوج عدد ی k و است، Φ نایقین توزیع با نایقین متغیر ی ξ کنید فرض [١٠٢] ٢ . ٣ قرارداد
صورت به ξ گشتاور k‐امین پس است.

E[ξk] =

∫ +∞

۰
(۱− Φ( k

√
x) + Φ(− k

√
x))dx, (٢٠۴ . ٢)

است.

است. مثبت عدد ی k و Φ نایقین توزیع  با نایقین متغیر ی ξ کنید فرض [١٠٢] ۴٢ . ٣ قضیه
صورت به ξ گشتاور k‐امین پس

E[ξk] =

∫ +∞

−∞
xkdΦ(x), (٢٠۵ . ٢)

است.

صورت به گشتاور k‐امین که م گوید ۴٢ . ٢ قضیه است، فرد k وقت برهان:

E[ξk] =

∫ +∞

۰
(۱− Φ( k

√
y))dy −

∫ ۰

−∞
Φ( k

√
y)dy,

که م دهد نشان جزء به جزء گیری انتگرال و متغیرها تغییر ،xk با y و x با k
√
y ذاری جای با ∫است. +∞

۰
(۱− Φ( k

√
y))dy =

∫ +∞

۰
(۱− Φ(x))dxk =

∫ +∞

۰
xkdΦ(x)

∫و ۰

−∞
Φ( k

√
y)dy =

∫ ۰

−∞
Φ(x)dxk = −

∫ ۰

−∞
xkdΦ(x).

داریم این بنابر

E[ξk] =

∫ +∞

۰
xkdΦ(x) +

∫ ۰

−∞
xkdΦ(x) =

∫ +∞

−∞
xkdΦ(x).

صورت به گشتاور k‐امین م گوید که است استوار ٢ . ٣ قرارداد بر قضیه باشد، زوج k وقت

E[ξk] =

∫ +∞

۰
(۱− Φ( k

√
y) + Φ(− k

√
y))dy,

م دهد نتیجه جزء به جزء گیری انتگرال و متغیرها تغییر ،xk با y و x با k
√
y ذاری جای با ∫است. +∞

۰
(۱− Φ( k

√
y))dy =

∫ +∞

۰
(۱− Φ(x))dxk =

∫ +∞

۰
xkdΦ(x).

داریم ،xk با y xو با − k
√
y ذاری جای مشابه، طور ∫به +∞

۰
Φ(− k

√
y)dy =

∫ ۰

−∞
Φ(x)dxk =

∫ ۰

−∞
xkdΦ(x).
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صورت به گشتاور k‐امین پس

E[ξk] =

∫ +∞

۰
xkdΦ(x) +

∫ ۰

−∞
xkdΦ(x) =

∫ +∞

−∞
xkdΦ(x),

است. برقرار مثبت صحیح عدد هر برای قضیه پس است.

مثبت عدد ی k و Φ منظم نایقین توزیع  با نایقین متغیر ی ξ کنید فرض [١۴٩] ۴۴ . ٢ قضیه
صورت به ξ گشتاور k‐اکین پس است.

E[ξk] =

∫ ۱

۰
(Φ−۱(α))kdα, (٢٠۶ . ٢)

است.

نتیجه ۴٢ . ٣ قضیه و انتگرال متغیرهای تغییر از ،Φ−۱(α) با x و α با Φ(x) ذاری جای با برهان:
صورت به گشتاور k‐امین که م شود

E[ξk] =

∫ +∞

−∞
xkdΦ(x) =

∫ ۱

۰
(Φ−۱(α))kdα,

م شود. ثابت قضیه ترتیب این به است.

صورت به ξ ∼ L(a, b) خط نایقین متغیر دوم مرتبه گشتاور دهید نشان :٧۶ . ٢ تمرین

E[ξ۲] =
a۲ + ab+ b۲

۳ , (٢ . ٢٠٧)

است.

صورت به ξ ∼ N (e, σ) نرمال نایقین متغیر دوم مرتبه گشتاور دهید نشان :٢ . ٧٧ تمرین

E[ξ۲] = e۲ + σ۲, (٢ . ٢٠٨)

است.

فاصله ٢ . ١١

صورت به η و ξ نایقین متغیر دو بین فاصله [٨۴] ٢ . ١٩ تعریف

d(ξ, η) = E[|ξ − η|], (٢ . ٢٠٩)

م شود. تعریف

چون است. |ξ − η| انتظار مورد مقدار همان η و ξ نایقین متغیر دو بین فاصله ر، دی عبارت به
داریم همواره است، نامنف نایقین متغیر ی |ξ − η|

d(ξ, η) =

∫ +∞

۰
M{|ξ − η| ≥ x}dx. (٢ . ٢١٠)



٨٧ فاصله

نشان را فاصله d(·, ·) کنید فرض و هستند نایقین متغیرهای ξ, η, τ کنید فرض [٨۴] ۴۵ . ٢ قضیه
داریم پس دهد.

,d(ξ؛ η) ≥ ۰ بودن) (نامنف (الف)
ξ؛ = η اگر فقط و اگر d(ξ, η) = ۰ (تشخیص) (ب)

,d(ξ؛ η) = d(η, ξ) (تقارن) (ج)
.d(ξ, η) ≤ ۲d(ξ, τ) + ۲d(η, τ) مثلث) (نامساوی (د)

ثابت را (د) قسمت حال م شوند. نتیجه تعریف از بلافاصله (ج) و (ب) (الف)، قسمت های برهان:
که م شود نتیجه بودن زیرجمع موضوعه اصل از م کنیم.

d(ξ, η) =

∫ +∞

۰
M {|ξ − η| ≥ x} dx

≤
∫ +∞

۰
M {|ξ − τ |+ |τ − η| ≥ x}dx

≤
∫ +∞

۰
M {(|ξ − τ | ≥ x/۲) ∪ (|τ − η| ≥ x/۲)}dx

≤
∫ +∞

۰
(M{|ξ − τ | ≥ x/۲}+M{|τ − η| ≥ x/۲}) dx

= ۲E[|ξ − τ |] + ۲E[|τ − η|] = ۲d(ξ, τ) + ۲d(τ, η).

کنید تعریف (Γ و ∅ جز (به Λ زیرمجموعه هر برای .Γ = {γ۱, γ۲, γ۳} کنید فرض :٢ . ٢٠ مثال
صورت به را τ و η ،ξ نایقین متغیرهای .M{Λ} = ۱/۲ و M{Γ} = ۱ ،M{∅} = ۰

ξ(γ) =


۱, γ = γ۱ اگر
۱, γ = γ۲ اگر
۰, γ = γ۳ اگر

η(γ) =


۰, γ = γ۱ اگر
−۱, γ = γ۲ اگر
−۱, γ = γ۳ اگر

τ(γ) ≡ ۰,

.d(ξ, η) = ۱٫۵ و d(ξ, τ) = d(τ, η) = ۰٫۵ که کرد تحقیق م توان سادگ به یرید. ب نظر در
پس

d(ξ, η) = ۱٫۵(d(ξ, τ) + d(τ, η)).

رابطه τ و η ،ξ دلخواه نایقین متغیرهای برای که است این حدس ی

d(ξ, η) ≤ ۱٫۵(d(ξ, τ) + d(τ, η))

است. باز مساله ی هنوز این است. برقرار

و Φ نایقین توزیع های با ترتیب به مستقل نایقین متغیرهای η و ξ کنید فرض [١٠٢] ۴۶ . ٢ قضیه
صورت به η و ξ بین فاصله پس هستند. Ψ

d(ξ, η) =

∫ +∞

۰
(۱−Υ(x) + Υ(−x))dx (٢ . ٢١١)

و است ξ − η نایقین توزیع  Υ(x) آن در که است

Υ(x) = sup
y∈ℜ

Φ(x+ y) ∧ (۱−Ψ(y)). (٢ . ٢١٢)
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م شود. نتیجه بلافاصله ٢ . ١ قرارداد و d(ξ, η) = E[|ξ − η|] از (٢ . ٢١١) معادله برهان:

و Φ نایقین توزیع های با ترتیب به مستقل نایقین متغیرهای η و ξ کنید فرض [١٠٢] ۴٢ . ٧ قضیه
صورت به η و ξ بین فاصله پس هستند. Ψ

d(ξ, η) =

∫ +∞

−∞
|x|dΥ(x) (٢ . ٢١٣)

م شود. مشخص (٢ . ٢١٢) با که است ξ − η نایقین توزیع  Υ(x) آن در که است

م شود. نتیجه بلافاصله ٢ . ٢٩ قضیه و d(ξ, η) = E[|ξ − η|] از (٢ . ٢١٣) معادله برهان:

مقدار ی c کنید فرض و است Φ نایقین توزیع  با نایقین متغیر ی ξ کنید فرض :٢ . ٧٨ تمرین
صورت به c و ξ فاصله دهید نشان است. ثابت

d(ξ, c) =

∫ +∞

−∞
|x− c|dΦ(x), (٢١۴ . ٢)

است.

منظم نایقین توزیع های با ترتیب به مستقل نایقین متغیرهای η و ξ کنید فرض [١٠٢] ۴٢ . ٨ قضیه
صورت به η و ξ بین فاصله پس هستند. Ψ و Φ

d(ξ, η) =

∫ ۱

۰
|Υ−۱(α)|dα (٢١۵ . ٢)

و است ξ − η معکوس نایقین توزیع  ،Υ−۱(α) آن در که است

Υ−۱(α) = Φ−۱(α)−Ψ−۱(۱− α). (٢١۶ . ٢)

م شود. نتیجه بلافاصله ٢ . ٣٠ قضیه و d(ξ, η) = E[|ξ − η|] از (٢١۵ . ٢) معادله برهان:

ثابت مقدار ی c و است Φ منظم نایقین توزیع  با نایقین متغیر ی ξ کنید فرض :٢ . ٧٩ تمرین
صورت به c و ξ بین فاصله دهید نشان است.

d(ξ, c) =

∫ ۱

۰
|Φ−۱(α)− c|dα, (٢ . ٢١٧)

است.

آنتروپی ٢ . ١٢

م شود. تعریف نایقین متغیر ی وقوع بین پیش سخت درجه عنوان به آنتروپی مفهوم بحش این در

به متغیر این آنتروپی است. Φ نایقین توزیع  با نایقین متغیر ی ξ کنید فرض [٨٧] ٢ . ٢٠ تعریف
صورت

H[ξ] =

∫ +∞

−∞
S(Φ(x))dx (٢ . ٢١٨)

.S(t) = −t ln t− (۱− t) ln(۱− t) آن در که م شود تعریف



٨٩ آنتروپی
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که کرد تحقیق م توان سادگ به .S(t) = −t ln t − (۱ − t) ln(۱ − t) تابع :١۴ . ٢ ل ش
بازه روی و اکید کاهش [۰,۰٫۵] بازه روی است، t = ۰٫۵ تقارن محور با متقارن تابع ی S(t)

است. t = ۰٫۵ نقطه در ln۲ آن بیشینه مقدار و است اکید افزایش [۰٫۵,۱]

نایقین توزیع با نایقین متغیر ی ξ کنید فرض :٢ . ٢١ مثال

Φ(x) =

{
۰, x < a اگر
۱, x ≥ a اگر

(٢ . ٢١٩)

که م شود نتیجه آنتروپی تعریف ار است. a ثابت مقدار ξ واقع در است.

H[ξ] = −
∫ a

−∞
(۰ ln۰+ ۱ ln۱) dx−

∫ +∞

a

(۱ ln۱+ ۰ ln۰) dx = ۰.

است. صفر ثابت مقدار آنتروپی ر، دی عبارت به

صورت به آن آنتروپی پس است. L(a, b) خط نایقین متغیر ξ کنید فرض :٢ . ٢٢ مثال

H[ξ] = −
∫ b

a

(
x− a

b− a
ln

x− a

b− a
+

b− x

b− a
ln

b− x

b− a

)
dx =

b− a

۲ , (٢ . ٢٢٠)

است.

صورت به ξ ∼ Z(a, b, c) زاگ زی نایقین متغیر آنتروپی دهید نشان :٢ . ٨٠ تمرین

H[ξ] =
c− a

۲ , (٢ . ٢٢١)

است.

صورت به ξ ∼ N (e, σ) نرمال نایقین متغیر آنتروپی دهید نشان :٢ . ٨١ تمرین

H[ξ] =
πσ√
۳
, (٢ . ٢٢٢)

است.



نایقین متغیر ٩٠

ی ξ اگر است برقرار تساوی و H[ξ] ≥ ۰ پس است. نایقین متغیر ی ξ کنید فرض ۴٢ . ٩ قضیه
باشد. ثابت مقدار

آن آنتروپی کند، میل ثابت مقدار به نایقین متغیر وقت چنین، هم است. بدیه بودن نامنف برهان:
م شود. نزدی صفر به

پس است. [a, b] بازه در آن مقادیر که است نایقین متغیر ی ξ کنید فرض ۵٢ . ٠ قضیه

H[ξ] ≤ (b− a) ln۲ (٢ . ٢٢٣)

باشد. Φ(x) = ۰٫۵ صورت به [a, b] روی آن توزیع اگر فقط و اگر است برقرار تساوی و

t = ۰٫۵ نقطه در ln۲ برابر S(t) تابع بیشینه مقدار که م شود ناش واقعیت این از قضیه برهان:
است.

پس است. حقیق عدد ی c و نایقین متغیر ی ξ کنید فرض ۵٢ . ١ قضیه

H[ξ + c] = H[ξ]. (٢٢۴ . ٢)

است. پایا انتفال تحت آنتروپی یعن

تعریف از است. ξ + c نایقین توزیع  Φ(x− c) پس است. ξ نایقین توزیع  Φ کنید فرض برهان:
که م شود نتیجه آنتروپی

H[ξ + c] =

∫ +∞

−∞
S (Φ(x− c)) dx =

∫ +∞

−∞
S(Φ(x))dx = H[ξ].

م شود. ثابت قضیه ترتیب این به

پس است. Φ منظم نایقین توزیع  با نایقین متغیر ی ξ کنید فرض [٢١] ۵٢ . ٢ قضیه

H[ξ] =

∫ ۱

۰
Φ−۱(α) ln

α

۱− α
dα. (٢٢۵ . ٢)

صورت به آن مشتق و است پذیر مشتق S(α) که است واضح برهان:

S′(α) = − ln
α

۱− α
,

چون است.

S(Φ(x)) =

∫ Φ(x)

۰
S′(α)dα = −

∫ ۱

Φ(x)

S′(α)dα,

داریم

H[ξ] =

∫ +∞

−∞
S(Φ(x))dx =

∫ ۰

−∞

∫ Φ(x)

۰
S′(α)dαdx−

∫ +∞

۰

∫ ۱

Φ(x)

S′(α)dαdx.



٩١ آنتروپی

که م شود نتیجه فوبین قضیه از

H[ξ] =

∫ Φ(۰)

۰

∫ ۰

Φ−۱(α)

S′(α)dxdα−
∫ ۱

Φ(۰)

∫ Φ−۱(α)

۰
S′(α)dxdα

= −
∫ Φ(۰)

۰
Φ−۱(α)S′(α)dα−

∫ ۱

Φ(۰)
Φ−۱(α)S′(α)dα

= −
∫ ۱

۰
Φ−۱(α)S′(α)dα =

∫ ۱

۰
Φ−۱(α) ln

α

۱− α
dα.

م شود. ثابت قضیه ترتیب این به

نایقین توزیع های با ترتیب به مستقل نایقین متغیرهای ξ۱, ξ۲, . . . , ξn کنید فرض [٢١] ۵٢ . ٣ قضیه
افزایش ξ۱, ξ۲, . . . , ξm به نسبت f(ξ۱, ξ۲, . . . , ξn) تابع اگر هستند. Φ۱,Φ۲, . . . ,Φn منظم

آنتروپی آنگاه باشد، اکید کاهش ξm+۱, ξm+۲, . . . , ξn به نسبت و اکید

ξ = f(ξ۱, ξ۲, . . . , ξn) (٢٢۶ . ٢)

صورت به

H[ξ] =

∫ ۱

۰
f(Φ−۱

۱ (α), . . . ,Φ−۱
m (α),Φ−۱

m+۱(۱−α), . . . ,Φ−۱
n (۱−α)) ln

α

۱− α
dα

است.

نسبت و اکید افزایش x۱, x۲, . . . , xm متغیرهای به نسبت f(x۱, x۲, . . . , xn) تابع چون برهان:
توزیع  که م شود نتیجه ١۵ . ٢ قضیه از است، اکید کاهش xm+۱, xm+۲, . . . , xn متغیرهای به

صورت به ξ معکوس نایقین

Ψ−۱(α) = f(Φ−۱
۱ (α), . . . ,Φ−۱

m (α),Φ−۱
m+۱(۱− α), . . . ,Φ−۱

n (۱− α)),

م آید. دست به آنتروپی فرمول ،۵٢ . ٢ قضیه از استفاده با است.

و Φ نایقین توزیع های با ترتیب به مستقل و مثبت نایقین متغیرهای η و ξ کنید فرض :٢ . ٨٢ تمرین
دهید نشان هستند. Ψ

H[ξη] =

∫ ۱

۰
Φ−۱(α)Ψ−۱(α) ln

α

۱− α
dα.

و Φ نایقین توزیع های با ترتیب به مستقل و مثبت نایقین متغیرهای η و ξ کنید فرض :٢ . ٨٣ تمرین
دهید نشان هستند. Ψ

H

[
ξ

η

]
=

∫ ۱

۰

Φ−۱(α)

Ψ−۱(۱− α)
ln

α

۱− α
dα.

منظم نایقین توزیع های با ترتیب به مستقل و مثبت نایقین متغیرهای η و ξ کنید فرض :٨۴ . ٢ تمرین
دهید نشان هستند. Ψ و Φ

H

[
ξ

ξ + η

]
=

∫ ۱

۰

Φ−۱(α)

Φ−۱(α) + Ψ−۱(۱− α)
ln

α

۱− α
dα.



نایقین متغیر ٩٢

b و a حقیق اعداد برای پس هستند. مستقل نایقین متغیرهای η و ξ کنید فرض [٢١] ۵۴ . ٢ قضیه
داریم

H[aξ + bη] = |a|H[ξ] + |b|H[η]. (٢ . ٢٢٧)

دارند. Ψ و Φ منظم نایقین توزیع های ترتیب به η و ξ کنید فرض کلیت، دادن دست از بدون برهان:
شوند. منظم تا آورد وجود به توزیع ها در جزیی پریشیدگ م توان ، صورت این غیر در

به aξ معکوس نایقین توزیع  آنگاه ،a > ۰ اگر .H[aξ] = |a|H[ξ] م کنیم ثابت :١ گام
صورت

Υ−۱(α) = aΦ−۱(α),

که م شود نتیجه ۵٢ . ٢ قضیه از است.

H[aξ] =

∫ ۱

۰
aΦ−۱(α) ln

α

۱− α
dα = a

∫ ۱

۰
Φ−۱(α) ln

α

۱− α
dα = |a|H[ξ].

آنگاه ،a < ۰ اگر .H[aξ] = ۰ = |a|H[ξ] داریم و است برقرار وضوح به م ح ،a = ۰ اگر
صورت به aξ معکوس نایقین توزیع 

Υ−۱(α) = aΦ−۱(۱− α),

م شود نتیجه ۵٢ . ٢ قضیه از است.

H[aξ] =

∫ ۱

۰
aΦ−۱(۱−α) ln

α

۱− α
dα =(−a)

∫ ۱

۰
Φ−۱(α) ln

α

۱− α
dα = |a|H[ξ].

است. برقرار H[aξ] = |a|H[ξ] رابطه همواره پس

معکوس نایقین توزیع  که کنید توجه .H[ξ + η] = H[ξ] + H[η] م کنیم ثابت :٢ گام
صورت به ξ + η

Υ−۱(α) = Φ−۱(α) + Ψ−۱(α),

که م شود نتیجه ۵٢ . ٢ قضیه از است.

H[ξ + η] =

∫ ۱

۰
(Φ−۱(α) + Ψ−۱(α)) ln

α

۱− α
dα = H[ξ] +H[η].

که م شود نتیجه ٢ و ١ گام های از ،b و a حقیق عدد دو هر برای نهایتا، :٣ گام

H[aξ + bη] = H[aξ] +H[bη] = |a|H[ξ] + |b|H[η].

م شود. ثابت قضیه ترتیب این به

فضای کنید فرض مثال، عنوان به کرد. حذف ۵۴ . ٢ قضیه در نم توان را استقلال شرط :٢ . ٢٣ مثال
خط نایقین توزیع  ξ(γ) = γ پس است. لب اندازه و بورل جبر با [۰,۱] بازه (Γ,L,M) نایقین

آنتروپی با L(۰,۱)

H[ξ] = ۰٫۵, (٢ . ٢٢٨)



٩٣ آنتروپی

آنتروپی با L(۰,۱) خط نایقین توزیع  ی نیز η(γ) = ۱− γ و است

H[η] = ۰٫۵, (٢ . ٢٢٩)

آنتروپی با ξ + η ≡ ۱ و نیستند مستقل η و ξ که کنید توجه است.

H[ξ + η] = ۰, (٢ . ٢٣٠)

پس است.

H[ξ + η] ̸= H[ξ] +H[η]. (٢ . ٢٣١)

کرد. حذف نم توان را استقلال شرط بنابراین،

بیشینه آنتروپی اصل

که هستند زیادی نایقین توزیع های واریانس، و انتظار مورد مقدار مانند مقادیر برخ بودن مشخص با
م کند تلاش بیشینه آنتروپی اصل کنیم؟ انتخاب باید را توزیع کدام دارند. مطابقت پارامترها این با
م کنند. صدق مشخص محدودیت های در و دارد بیشینه آنتروپی که کنند انتخاب را نایقین توزیع آن

مقدار ول است دلخواه آن نایقین توزیع که است نایقین متغیر ی ξ کنید فرض [٩] ۵۵ . ٢ قضیه
پس است. σ۲ آن واریانس و e آن انتظار مورد

H[ξ] ≤ πσ√
۳

(٢ . ٢٣٢)

باشد. N (e, σ) نرمال نایقین متغیر ξ اگر است برقرار تساوی و

.Ψ(x) = Φ(۲e − x) دهید قرار x ≥ e برای و است ξ نایقین توزیع  Φ(x) کنید فرض برهان:
صورت به واریانس که م شود نتیجه انتگرال متغیرهای تغییر و ٢ . ٢ قرارداد از

V [ξ] = ۲
∫ +∞

e

(x− e)(۱− Φ(x))dx+ ۲
∫ +∞

e

(x− e)Ψ(x)dx = σ۲,

که است موجود چنان κ حقیق عدد بنابراین است.

۲
∫ +∞

e

(x− e)(۱− Φ(x))dx = κσ۲,

۲
∫ +∞

e

(x− e)Ψ(x)dx = (۱− κ)σ۲.

آنتروپی مقدار باید Φ بیشینه آنتروپی توزیع الذکر، فوق محدودیت دو گرفتن نظر در با

H[ξ] =

∫ +∞

−∞
S(Φ(x))dx =

∫ +∞

e

S(Φ(x))dx+

∫ +∞

e

S(Ψ(x))dx



نایقین متغیر ٩۴

صورت به لاگرانژی کند. بیشینه را

L =

∫ +∞

e

S(Φ(x))dx+

∫ +∞

e

S(Ψ(x))dx

−α

(
۲
∫ +∞

e

(x− e)(۱− Φ(x))dx− κσ۲
)

−β

(
۲
∫ +∞

e

(x− e)Ψ(x)dx− (۱− κ)σ۲
)

م کند. صدق زیر اویلر‐لاگرانژ معادلات در بیشینه آنتروپی توزیع است.

lnΦ(x)− ln(۱− Φ(x)) = ۲α(x− e),

lnΨ(x)− ln(۱−Ψ(x)) = ۲β(e− x).

هستند زیر ل ش به Ψ و Φ پس

Φ(x) = (۱+ exp(۲α(e− x)))−۱,

Ψ(x) = (۱+ exp(۲β(x− e)))−۱.

داریم واریانس قید در آنها ذاری جای با

Φ(x) =

(
۱+ exp

(
π(e− x)√

۶κσ

))−۱
,

Ψ(x) =

(
۱+ exp

(
π(x− e)√
۶(۱− κ)σ

))−۱

.

با است برابر آنتروپی پس

H[ξ] =
πσ

√
κ√

۶
+

πσ
√
۱− κ√
۶

N (e, σ) نرمال نایقین توزیع  همان بیشینه آنتروپی توزیع پس .κ = ۱/۲ که است وقت آن بیشینه که
است.

شرط نایقین توزیع  ٢ . ١٣

M{A} > ۰ فرض با A شرط به ξ نایقین متغیر برای Φ شرط نایقین توزیع  [٨۴] ٢ . ٢١ تعریف
صورت به

Φ(x|A) = M {ξ ≤ x|A} (٢ . ٢٣٣)

م شود. تعریف



٩۵ شرط نایقین توزیع 

ی t کنید فرض و است Φ(x) نایقین توزیع  با نایقین متغیر ی ξ کنید فرض [٩١] ۵۶ . ٢ قضیه
صورت به ξ > t فرض با ξ شرط نایقین توزیع  پس .Φ(t) < ۱ که است حقیق عدد

Φ(x|(t,+∞)) =



۰, Φ(x) ≤ Φ(t) اگر
Φ(x)

۱− Φ(t)
∧ ۰٫۵, Φ(t) < Φ(x) ≤ (۱+Φ(t))/۲ اگر

Φ(x)− Φ(t)

۱− Φ(t)
, (۱+Φ(t))/۲ ≤ Φ(x) اگر

است.

که م گیریم نتیجه شرط نایقین تعریف و Φ(x|(t,+∞)) = M {ξ ≤ x|ξ > t} از برهان:

Φ(x|(t,+∞))=



M{(ξ ≤ x) ∩ (ξ > t)}
M{ξ > t} ,

M{(ξ ≤ x) ∩ (ξ > t)}
M{ξ > t} < ۰٫۵ اگر

۱− M{(ξ > x) ∩ (ξ > t)}
M{ξ > t} ,

M{(ξ > x) ∩ (ξ > t)}
M{ξ > t} < ۰٫۵ اگر

۰٫۵, .درغیراینصورت

و x ≤ t آنگاه ،Φ(x) ≤ Φ(t) وقت

M{(ξ ≤ x) ∩ (ξ > t)}
M{ξ > t}

=
M{∅}

۱− Φ(t)
= ۰ < ۰٫۵.

پس

Φ(x|(t,+∞)) =
M{(ξ ≤ x) ∩ (ξ > t)}

M{ξ > t}
= ۰.

و x > t داریم آنگاه ،Φ(t) < Φ(x) ≤ (۱+Φ(t))/۲ وقت

M{(ξ > x) ∩ (ξ > t)}
M{ξ > t}

=
۱− Φ(x)

۱− Φ(t)
≥ ۱− (۱+Φ(t))/۲

۱− Φ(t)
= ۰٫۵

و
M{(ξ ≤ x) ∩ (ξ > t)}

M{ξ > t}
≤ Φ(x)

۱− Φ(t)
.

که م شود نتیجه بیشینه نایقین اصل از

Φ(x|(t,+∞)) =
Φ(x)

۱− Φ(t)
∧ ۰٫۵.

و x ≥ t داریم آنگاه ،(۱+Φ(t))/۲ ≤ Φ(x) وقت

M{(ξ > x) ∩ (ξ > t)}
M{ξ > t}

=
۱− Φ(x)

۱− Φ(t)
≤ ۱− (۱+Φ(t))/۲

۱− Φ(t)
≤ ۰٫۵.



نایقین متغیر ٩۶

پس

Φ(x|(t,+∞)) = ۱− M{(ξ > x) ∩ (ξ > t)}
M{ξ > t}

= ۱− ۱− Φ(x)

۱− Φ(t)
=

Φ(x)− Φ(t)

۱− Φ(t)
.

م شود. ثابت قضیه ترتیب این به

a < t < b با حقیق عدد ی t و است L(a, b) خط نایقین متغیر ξ کنید فرض :٨۵ . ٢ تمرین
صورت به ξ > t شرط با ξ نایقین شرط توزیع دهید نشان است.

Φ(x|(t,+∞)) =



۰, x ≤ t اگر
x− a

b− t
∧ ۰٫۵, t < x ≤ (b+ t)/۲ اگر

x− t

b− t
∧ ۱, (b+ t)/۲ ≤ x اگر

است.
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.Φ(x|(t,+∞)) شرط نایقین توزیع  :١۵ . ٢ ل ش

حقیق عدد ی t و است Φ(x) نایقین توزیع  با نایقین متغیر ی ξ کنید فرض [٩١] ۵٢ . ٧ قضیه
صورت به ξ ≤ t شرط با ξ شرط نایقین توزیع  پس است. Φ(t) > ۰ با

Φ(x|(−∞, t]) =



Φ(x)

Φ(t)
, Φ(x) ≤ Φ(t)/۲ اگر

Φ(x) + Φ(t)− ۱
Φ(t)

∨ ۰٫۵, Φ(t)/۲ ≤ Φ(x) < Φ(t) اگر

۱, Φ(t) ≤ Φ(x) اگر

است.



٩٧ شرط نایقین توزیع 

که م شود نتیجه شرط نایقین تعریف و Φ(x|(−∞, t]) = M {ξ ≤ x|ξ ≤ t} از برهان:

Φ(x|(−∞, t])=



M{(ξ ≤ x) ∩ (ξ ≤ t)}
M{ξ ≤ t} ,

M{(ξ ≤ x) ∩ (ξ ≤ t)}
M{ξ ≤ t} < ۰٫۵ اگر

۱− M{(ξ > x) ∩ (ξ ≤ t)}
M{ξ ≤ t} ,

M{(ξ > x) ∩ (ξ ≤ t)}
M{ξ ≤ t} < ۰٫۵ اگر

۰٫۵, .درغیراینصورت

و x < t داریم آنگاه ،Φ(x) ≤ Φ(t)/۲ وقت

M{(ξ ≤ x) ∩ (ξ ≤ t)}
M{ξ ≤ t}

=
Φ(x)

Φ(t)
≤ Φ(t)/۲

Φ(t)
= ۰٫۵.

پس

Φ(x|(−∞, t]) =
M{(ξ ≤ x) ∩ (ξ ≤ t)}

M{ξ ≤ t}
=

Φ(x)

Φ(t)
.

و x < t داریم آنگاه ،Φ(t)/۲ ≤ Φ(x) < Φ(t) وقت

M{(ξ ≤ x) ∩ (ξ ≤ t)}
M{ξ ≤ t}

=
Φ(x)

Φ(t)
≥ Φ(t)/۲

Φ(t)
= ۰٫۵

و
M{(ξ > x) ∩ (ξ ≤ t)}

M{ξ ≤ t}
≤ ۱− Φ(x)

Φ(t)
,

، یعن

۱− M{(ξ > x) ∩ (ξ ≤ t)}
M{ξ ≤ t}

≥ Φ(x) + Φ(t)− ۱
Φ(t)

.

که م شود نتیجه بیشینه نایقین اصل از

Φ(x|(−∞, t]) =
Φ(x) + Φ(t)− ۱

Φ(t)
∨ ۰٫۵.

و x ≥ t داریم آنگاه ،Φ(t) ≤ Φ(x) وقت

M{(ξ > x) ∩ (ξ ≤ t)}
M{ξ ≤ t}

=
M{∅}
Φ(t)

= ۰ < ۰٫۵.

پس

Φ(x|(−∞, t]) = ۱− M{(ξ > x) ∩ (ξ ≤ t)}
M{ξ ≤ t}

= ۱− ۰ = ۱.

م شود. ثابت قضیه ترتیب این به

است. a < t < b با حقیق عدد ی t و L(a, b) خط نایقین متغیر ξ کنید فرض :٨۶ . ٢ تمرین
صورت به ξ ≤ t شرط به ξ شرط نایقین توزیع  دهید نشان

Φ(x|(−∞, t]) =



x− a

t− a
∨ ۰, x ≤ (a+ t)/۲ )اگر

۱− b− x

t− a

)
∨ ۰٫۵, (a+ t)/۲ ≤ x < t اگر

۱, x ≥ t اگر



نایقین متغیر ٩٨

است.
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.Φ(x|(−∞, t]) شرط نایقین توزیع  :١۶ . ٢ ل ش

نایقین دنباله ١۴ . ٢

این است. شده گذاری اندیس صحیح اعداد با که است نایقین متغیرهای از دنباله ای نایقین دنباله
اندازه، در رایی هم ، قطع تقریباً رایی هم م کند: معرف را نایقین دنباله رایی هم مفهوم چهار بخش

توزیع. در رایی هم و میانگین در رایی هم

رایی هم مفهوم های بین رابطه :٢ . ١ جدول

رایی هم
⇒

رایی هم
⇒

رایی هم
توزیع در اندازه در میانگین در

قطع تقریباً رایی هم

با Λ مانند رویدادی اگر گویند ξ به قطع تقریباً رای هم را {ξi} نایقین دنباله [٨۴] ٢ . ٢٢ تعریف
γ ∈ Λ هر برای که طوری باشد موجود M{Λ} = ۱

lim
i→∞

|ξi(γ)− ξ(γ)| = ۰ (٢٣۴ . ٢)

.( قطع (تقریباً ξi → ξ م نویسیم حالت این در

ε > ۰ هر برای اگر گویند ξ به اندازه در را هم را {ξi} نایقین دنباله [٨۴] ٢ . ٢٣ تعریف

lim
i→∞

M {|ξi − ξ| ≥ ε} = ۰. (٢٣۵ . ٢)



٩٩ نایقین دنباله

هرگاه گویند ξ به میانگین در را هم {ξi} نایقین دنباله [٨۴] ٢۴ . ٢ تعریف

lim
i→∞

E[|ξi − ξ|] = ۰. (٢٣۶ . ٢)

نایقین متغیرهای برای ترتیب به نایقین توزیع های Φ,Φ۱,Φ۲, . . . کنید فرض [٨۴] ٢۵ . ٢ تعریف
پیوسته Φ(x) که x هر برای اگر است را هم ξ به توزیع در {ξi} دنباله گوییم هستند. ξ, ξ۱, ξ۲, . . .

باشیم داشته است،

lim
i→∞

Φi(x) = Φ(x) (٢ . ٢٣٧)

اندازه رایی هم مقابل در میانگین رایی هم

در را هم ξ به {ξi} آنگاه باشد، میانگین در را هم ξ به {ξi} نایقین دنباله اگر [٨۴] ۵٢ . ٨ قضیه
است. اندازه

برای .E[|ξi − ξ|] → ۰ داریم i → ∞ وقت است، ξ به میانگین در را هم {ξi} چون برهان:
آنگاه i → ∞ وقت که م شود نتیجه مارکف نامساوی از ،ε > ۰ معلوم عدد

M{|ξi − ξ| ≥ ε} ≤ E[|ξi − ξ|]
ε

→ ۰.

م شود. ثابت قضیه ترتیب این به است. ξ به اندازه در را هم {ξi} پس

نایقین فضای کنید فرض نم شود. موجب را میانگین در رایی هم اندازه، در رایی هم :٢۴ . ٢ مثال
و توان مجموعه با {γ۱, γ۲, . . .} مجموعه (Γ,L,M)

M{Λ} =
∑
γj∈Λ

۱
۲j

,

کنید تعریف ξ ≡ ۰ و i = ۱,۲, . . . برای را زیر نایقین متغیرهای است.

ξi(γj) =

{
۲i, j = i اگر
۰, درغیراینصورت

داریم ،i → ∞ وقت ، کوچ ε > ۰ هر برای

M{|ξi − ξ| ≥ ε} =
۱
۲i

→ ۰.

داریم ،i هر برای که حال در است. را هم ξ به اندازه در {ξi} دنباله یعن

E[|ξi − ξ|] = ۱.

نیست. ξ به میانگین در را هم {ξi} دنباله یعن



نایقین متغیر ١٠٠

توزیع در رایی هم مقابل در اندازه در رایی هم

است. ξ به توزیع در را هم {ξi} آنگاه باشد، ξ به اندازه در را هم {ξi} دنباله اگر [٨۴] ۵٢ . ٩ قضیه

داریم ،y > x هر برای ر، دی طرف از است. Φ توزیع پیوستگ نقطه x کنید فرض برهان:

{ξi ≤ x} = {ξi ≤ x, ξ ≤ y} ∪ {ξi ≤ x, ξ > y} ⊂ {ξ ≤ y} ∪ {|ξi − ξ| ≥ y − x}.

که م شود نتیجه بودن زیرجمع موضوعه اصل از

Φi(x) ≤ Φ(y) +M{|ξi − ξ| ≥ y − x}.

پس .M{|ξi − ξ| ≥ y − x} → ۰ داریم ،i → ∞ وقت است، را هم ξ به اندازه در {ξi} چون
داریم y → x فرض با .lim supi→∞ Φi(x) ≤ Φ(y) داریم y > x هر برای

lim sup
i→∞

Φi(x) ≤ Φ(x). (٢ . ٢٣٨)

داریم x < x هر برای ر دی طرف از

{ξ ≤ z} = {ξi ≤ x, ξ ≤ z} ∪ {ξi > x, ξ ≤ z} ⊂ {ξi ≤ x} ∪ {|ξi − ξ| ≥ x− z}

م دهد نتیجه که
Φ(z) ≤ Φi(x) +M{|ξi − ξ| ≥ x− z}.

با .Φ(z) ≤ lim infi→∞ Φi(x) داریم z < x هر برای ،M{|ξi − ξ| ≥ x − z} → ۰ چون
داریم z → x فرض

Φ(x) ≤ lim inf
i→∞

Φi(x). (٢ . ٢٣٩)

ترتیب این به .Φi(x) → Φ(x) داریم i → ∞ برای که م شود نتیجه (٢ . ٢٣٩) و (٢ . ٢٣٨) از
م شود. ثابت قضیه

نایقین فضای کنید فرض نم شود. موجب را اندازه در رایی هم توزیع در رایی هم :٢۵ . ٢ مثال
متغیرهای است. M{γ۱} = M{γ۲} = ۱/۲ و توان مجموعه با {γ۱, γ۲} مجموعه (Γ,L,M)

کنید تعریف زیر صورت به را نایقین

ξ(γ) =

{
−۱, γ = γ۱ اگر
۱, γ = γ۲ اگر

ξ به توزیع در {ξi} پس دارند سان ی توزیع های ξ و ξi پس .ξi = −ξ ،i = ۱,۲, . . . برای و
داریم ε > ۰ کوچ اعداد برخ برای که حال در است. را هم

M{|ξi − ξ| ≥ ε} = ۱.

نیست. را هم ξ به اندازه در {ξi} دنباله یعن



١٠١ نایقین دنباله

اندازه در رایی هم مقابل در قطع تقریباً رایی هم

(Γ,L,M) نایقین فضای نم شود. موجب را اندازه در رایی هم قطع تقریباً رایی هم :٢۶ . ٢ مثال
و توان مجموعه با {γ۱, γ۲, . . .} مجموعه را

M{Λ} =


۰, Λ = ∅ اگر
۱, Λ = Γ اگر

۰٫۵, .درغیراینصورت

کنید. تعریف ξ ≡ ۰ و i = ۱,۲, . . . برای را زیر نایقین متغیرهای یرید. ب نظر در

ξi(γj) =

{
i, j = i اگر
۰, درغیراینصورت

داریم i هر برای ،ε > ۰ کوچ عدد برای که حال در است. را هم ξ به قطع تقریباً {ξi} پس

M{|ξi − ξ| ≥ ε} = ۰٫۵

نیست. ξ به اندازه در را هم {ξi} دنباله یعن

نایقین فضای کنید فرض نم شود. موجب را قطع تقریباً رایی هم اندازه در رایی هم :٢ . ٢٧ مثال
صحیح عدد ،i مثبت صحیح عدد هر برای است. لب اندازه و بورل جبر با [۰,۱] بازه (Γ,L,M)

را زیر نایقین متغیرهای است. ۲j − ۱ و ۰ بین صحیح عدد k و i = ۲j + k که است موجود j
کنید. تعریف ξ ≡ ۰ و i = ۱,۲, . . . برای

ξi(γ) =

{
۱, k/۲j ≤ γ ≤ (k + ۱)/۲j اگر
۰, درغیراینصورت

داریم i → ∞ وقت ، ε > ۰ کوچ عدد هر برای

M{|ξi − ξ| ≥ ε} =
۱
۲j

→ ۰

بازه نامتناه تعداد ،γ ∈ [۰,۱] هر برای که حال در است. ξ به اندازه در را هم {ξi} دنباله یعن
به نیست. را هم صفر به ξi(γ) پس هستند. شامل را γ که است [k/۲j , (k + ۱)/۲j ] ل ش به

نیست. ξ به قطع تقریباً رای هم {ξi} دنباله ر، دی عبارت

میانگین در رایی هم مقابل در قطع تقریباً رایی هم

فضای کنید فرض نم  شود. موجب را میانگین در رایی هم قطع تقریباً رایی هم :٢ . ٢٨ مثال
و توان مجموعه با {γ۱, γ۲, . . .} مجموعه (Γ,L,M) نایقین

M{Λ} =
∑
γj∈Λ

۱
۲j

,



نایقین متغیر ١٠٢

کنید تعریف ξ ≡ ۰ و i = ۱,۲, . . . برای را زیر نایقین متغیرهای است.

ξi(γj) =

{
۲i, j = i اگر
۰, درغیراینصورت

زیرا نیست ξ به میانگین در را هم {ξi} دنباله که حال در است. ξ به قطع تقریباً رای هم ξi پس
.E[|ξi − ξ|] ≡ ۱ داریم i هر برای

فضای کنید فرض نم شود. موجب را قطع تقریباً رایی هم میانگین در رایی هم :٢ . ٢٩ مثال
عددی i مثبت صحیح عدد هر برای است. لب اندازه و بورل جبر با [۰,۱] بازه (Γ,L,M) نایقین
متغیرهای است. ۲j − و۱ ۰ بین صحیح عدد ی k و i = ۲j + k که دارد وجود j مانند صحیح

نایقین

ξi(γ) =

{
۱, k/۲j ≤ γ ≤ (k + ۱)/۲j اگر
۰, درغیراینصورت

داریم ،i → ∞ وقت صورت، این در کنید. تعریف ξ ≡ ۰ و i = ۱,۲, . . . هر برای را

E[|ξi − ξ|] = ۱
۲j

→ ۰.

بازه نامتناه تعداد ،γ ∈ [۰,۱] هر برای که حال در است. ξ به میانگین در را هم {ξi} دنباله یعن
عبارت به نیست. را هم صفر به ξi(γ) پس دارد. وجود γ شامل [k/۲j , (k + ۱)/۲j ] صورت به

نیست. ξ به قطع تقریباً رای هم {ξi} دنباله ر، دی

توزیع در رایی هم مقابل در قطع تقریباً رایی هم

نایقین فضای کنید فرض نم شود. قطع تقریباً رایی هم موجب توزیع در رایی هم :٢ . ٣٠ مثال
به را نایقین متغیرهای است. M{γ۱} = M{γ۲} = ۱/۲ و توان مجموعه با همراه (Γ,L,M)

صورت

ξ(γ) =

{
−۱, γ = γ۱ اگر
۱, γ = γ۲ اگر

دنباله که حال در هستند. همتوزیع  ξ و ξi پس کنید. تعریف ξi = −ξ ، i = ۱,۲, . . . هر برای و
نیست. ξ به قطع تقریباً رای هم {ξi}

(Γ,L,M) کنید فرض نم شود. توزیع در رای هم موجب قطع تقریباً رایی هم :٢ . ٣١ مثال
و توان مجموعه با همراه {γ۱, γ۲, . . .} مجموعه

M{Λ} =


۰, Λ = ∅ اگر
۱, Λ = Γ اگر

۰٫۵, .درغیراینصورت

ξ ≡ ۰ و i = ۱,۲, . . . برای را زیر نایقین متغیرهای است.

ξi(γj) =

{
i, j = i اگر
۰, درغیراینصورت



١٠٣ نایقین بردار

توزیع های که حال در است. ξ به قطع تقریباً رای هم {ξi} دنباله صورت، این در کنید. تعریف
صورت به i = ۱,۲, . . . هر برای {ξi} نایقین

Φi(x) =


۰, x < ۰ اگر

۰٫۵, ۰ ≤ x < i اگر
۱, x ≥ i اگر

صورت به ξ نایقین توزیع  و هستند

Φ(x) =

{
۰, x < ۰ اگر
۱, x ≥ ۰ اگر

به توزیع در رای هم {ξi} یعن نیست. را هم Φ(x) به x > ۰ در Φi(x) که است واضح است.
نیست. ξ

نایقین بردار ١۵ . ٢

هستند نایقین متغیر آن مولفه های که نایقین بردار مفهوم بخش این نایقین، متغیر از تعمیم ی عنوان به
م کند. معرف را

مجموعه به (Γ,L,M) نایقین فضای ی از ξ تابع ی بعدی k نایقین بردار ی [٨۴] ٢۶ . ٢ تعریف
k بردارهای از B مجموعه هر برای رویداد ی {ξ ∈ B} که طوری است بعدی k حقیق بردارهای

است. حقیق بعدی

ξ۱, ξ۲, . . . , ξk اگر فقط و اگر است نایقین بردار ی (ξ۱, ξ۲, . . . , ξk) بردار [٨۴] ۶٢ . ٠ قضیه
باشند. نایقین متغیرهای

نایقین فضای روی نایقین بردار ی ξ کنید فرض .ξ = (ξ۱, ξ۲, . . . , ξk) دهید قرار برهان:
مجموعه ی B × ℜk−۱ مجموعه ، حقیق اعداد از B بورل مجموعه هر برای است. (Γ,L,M)

مجموعه پس است. حقیق بردارهای از بعدی k بورل

{ξ۱ ∈ B} = {ξ۱ ∈ B, ξ۲ ∈ ℜ, . . . , ξk ∈ ℜ} = {ξ ∈ B ×ℜk−۱}

ξ۲, ξ۳, . . . , ξk که کرد ثابت م توان مشابه طور به است. نایقین متغیر ی ξ۱ بنابراین است. رویداد ی
هستند. نایقین متغیرهای نیز

هستند. (Γ,L,M) نایقین فضای روی نایقین متغیرهای ξ۱, ξ۲, . . . , ξk کنید فرض برعکس،
م کنیم. تعریف زیر صورت به را B

B =
{
B ⊂ ℜk

∣∣ {ξ ∈ B} است رویداد ی
}
.

تمام شامل B کنیم ثابت بتوانیم اگر بود خواهد نایقین متغیر ی ξ = (ξ۱, ξ۲, . . . , ξk) بردار
در باز بازه های تمام شامل B کلاس ابتدا، است. بعدی k حقیق بردارهای از بورل مجموعه های

زیرا است، ℜk{
ξ ∈

k∏
i=۱

(ai, bi)

}
=

k∩
i=۱

{ξi ∈ (ai, bi)}



نایقین متغیر ١٠۴

،{ξ ∈ ℜk} = Γ چون (الف) زیرا است، ℜk روی σ‐جبر ی B کلاس بعد، است. رویداد ی
و است رویداد ی {ξ ∈ B} آنگاه ،B ∈ B اگر (ب) ℜk؛ ∈ B داریم

{ξ ∈ Bc} = {ξ ∈ B}c

رویداد {ξ ∈ Bi} آنگاه ، i = ۱,۲, . . . برای Bi ∈ B اگر (ج) Bc؛ ∈ B یعن است. رویداد ی
و }هستند

ξ ∈
∞∪
i=۱

Bi

}
=

∞∪
i=۱

{ξ ∈ Bi}

همان ℜk باز بازه های تمام شامل σ‐جبر ترین کوچ چون .∪iBi ∈ B یعن است. رویداد ی
بعدی k حقیق بردارهای از بورل مجموعه های تمام شامل B کلاس است، ℜk روی بورل جبر

م شود. ثابت قضیه ترتیب این به است.

مجموعه های برای اگر گویند مستقل را ξ۱, ξ۲, . . . , ξn بعدی k نایقین بردارهای [٩٩] ٢ . ٢٧ تعریف
باشیم داشته بعدی k حقیق بردارهای از B۱, B۲, . . . , Bn بورل

M

{
n∩

i=۱
(ξi ∈ Bi)

}
=

n∧
i=۱

M{ξi ∈ Bi}. (٢۴٢ . ٠)

دهید نشان هستند. مستقل نایقین بردارهای (η۱, η۲, η۳) و (ξ۱, ξ۲, ξ۳) کنید فرض :٢ . ٨٧ تمرین
هستند. مستقل نایقین متغیرهای η۲ و ξ۱

دهید نشان هستند. مستقل نایقین بردارهای (η۱, η۲, η۳) و (ξ۱, ξ۲, ξ۳) کنید فرض :٢ . ٨٨ تمرین
هستند. مستقل نایقین بردارهای (η۲, η۳) و (ξ۱, ξ۲)

برای اگر فقط و اگر هستند مستقل ξ۱, ξ۲, . . . , ξn k‐بعدی نایقین بردارهای [٩٩] ۶٢ . ١ قضیه
باشیم داشته k‐بعدی حقیق بردارهای از B۱, B۲, . . . , Bn بورل مجموعه های هر

M

{
n∪

i=۱
(ξi ∈ Bi)

}
=

n∨
i=۱

M {ξi ∈ Bi} (٢۴٢ . ١)

اگر فقط و اگر هستند مستقل ξ۱, ξ۲, . . . , ξn که م شود نتیجه نایقین اندازه دوگان از برهان:

M

{
n∪

i=۱
(ξi ∈ Bi)

}
= ۱−M

{
n∩

i=۱
(ξi ∈ Bc

i )

}

= ۱−
n∧

i=۱
M{ξi ∈ Bc

i } =

n∨
i=۱

M {ξi ∈ Bi} .

م شود. ثابت قضیه ترتیب این به

f۱, . . . , fn کنید فرض و هستند مستقل نایقین بردارهای ξ۱, . . . , ξn کنید فرض ۶٢ . ٢ قضیه
مستقل نایقین بردارهای نیز f۱(ξ۱), . . . , fn(ξn) پس هستند. اندازه پذیر بردار‐مقدار تابع های

هستند.



١٠۵ کتابشناس نکات

استقلال تعریف از بعدی، k حقیق بردارهای از B۱, B۲, . . . , Bn بورل مجموعه های برای برهان:
که م شود نتیجه

M

{
n∩

i=۱
(fi(ξi) ∈ Bi)

}
= M

{
n∩

i=۱
(ξi ∈ f−۱

i (Bi))

}

=

n∧
i=۱

M{ξi ∈ f−۱
i (Bi)} =

n∧
i=۱

M{fi(ξi) ∈ Bi}.

هستند. مستقل نایقین بردارهای f۱(ξ۱), . . . , fn(ξn) پس

کتابشناس نکات ١۶ . ٢

شد[٨۴]. معرف ٢٠٠٧ سال در لیو توسط که است نایقین نظریه در اساس مفهوم ی نایقین متغیر
پنگ‐ایوامورا بعداً، .[٨۴] کرد معرف را نایقین توزیع  چنین هم لیو نایقین، متغیر توصیف برای
را معکوس نایقین توزیع  لیو چنین، هم کردند. ثابت را نایقین توزیع  برای کاف و لازم شرط [١٣١]

نایقین توزیع  لیو این، بر علاوه .[٩۶] کرد بررس آن برای را کاف و لازم شرط و [٩١] کرد پیشنهاد
کرد. استخراج آن محاسبه برای را فرمول هایی و [٨۴] کرد پیشنهاد را شرط

محاسبه برای عملیات قانون ،[٨٧] شد مطرح لیو توسط نایقین متغیرهای استقلال مفهوم ادامه، در
.[٩١] شد مطرح لیو توسط مستقل متغیرهای از نوا ی تابع های معکوس نایقین توزیع  و نایقین توزیع 

خط .[٨۴] کرد پیشنهاد را انتظار مورد مقدار ر عمل لیو نایقین، متغیرهای بندی رتبه برای
لیو‐ها مهم نتیجه ی عنوان به .[٩١] شد بررس لیو توسط نیز انتظار مورد مقدار ر عمل بودن
متغیرهای از اکید نوای ی تابع های انتظار مورد مقدار محاسبه برای را مفیدی فرمول های [١١١]
و گشتاورها واریانس، مفهوم لیو انتظار، مورد مقدار ر عمل مبنای بر آوردند. فراهم را مستقل نایقین

.[٨۴] کرد مطرح را نایقین متغیرهای بین فاصله
.[٨٧] شد پیشنهاد نایقین متغیر ی وقوع بین پیش سخت درجه عنوان به لیو توسط آنتروپی
شرط های در و دارد بیشینه آنتروپی که نایقین توزیع  انتخاب برای را بیشینه آنتروپی اصل چن‐دای
مقدار وقت نرمال، نایقین توزیع  که شد ثابت مخصوصا .[٩] کردند مطرح را م کند صدق خاص

دارد. بیشینه آنتروپی باشند، معلوم واریانس و انتظار مورد
و میانگین در رایی هم اندازه، در رایی هم ، قطع تقریباً رایی هم با همراه نایقین دنباله های
و [٢١۶] ژانگ ،[٢٠١] یو ،[۴۵] گائو آن؛ بر علاوه .[٨۴] شد معرف لیو توسط توزیع در رایی هم

بررس را آنها ریاض خواص و دادند توسعه را رایی هم از ری دی مفهوم های [١۶] و ‐رالس چن‐ل
کردند.

بردارهای مجموعه به نایقین فضای ی از اندازه پذیر تابع ی عنوان به لیو توسط نایقین بردار
.[٩٩] کرد مطرح هم را نایقین بردارهای استقلال لیو چنین هم .[٨۴] شد تعریف لیو توسط حقیق





٣ فصل

نایقین برنامه ریزی

را نایقین برنامه ریزی نظریه فصل این .[٨۶] شد معرف ٢٠٠٩ سال در لیو توسط نایقین برنامه ریزی
خودرو مسیربندی مساله ماشین، برنامه ریزی مساله برای نایقین برنامه ریزی مدل های برخ و کرده بیان

م کند. ارائه را پروژه برنامه ریزی مساله و

نایقین برنامه ریزی ٣ . ١

بردار ی x کنید فرض است. نایقین متغیرهای شامل ریاض برنامه ریزی از نوع نایقین برنامه ریزی
کرد، کمینه مستقیماً را f(x, ξ) نایقین هدف تابع نم توان چون است. نایقین بردار ی ξ و تصمیم،

یعن کرد، کمینه را انتظار مورد مقدار آن جای به م توان

min
x

E[f(x, ξ)]. (٣ . ١)

مشخص را خاص شدن ناحیه gj(x, ξ) ≤ ۰, j = ۱,۲, . . . , p نایقین قیدهای چون آن، بر علاوه
قرار نظر مد را α۱, α۲, . . . , αp اطمینان سطح با را نایقین قید برقراری که است طبیع نم کنند،

داریم. زیر صورت به شانس قیدهای از ای مجموعه پس دهیم.

M{gj(x, ξ) ≤ ۰} ≥ αj , j = ۱,۲, . . . , p. (٣ . ٢)

قیدهای از مجموعه ای در که انتظار مورد هدف مقدار سازی کمینه با تصمیم کردن مشخص برای
کرد. پیشنهاد را زیر نایقین برنامه ریزی مدل [٨۶] لیو م کنند، صدق شانس

min
x

E[f(x, ξ)]

subject to:
M{gj(x, ξ) ≤ ۰} ≥ αj , j = ۱,۲, . . . , p.

(٣ . ٣)

هر برای اگر گویند شدن جواب ی (٣ . ٣) برنامه ریزی مدل برای را x بردار [٨۶] ٣ . ١ تعریف
باشیم. داشته j = ۱,۲, . . . , p

M{gj(x, ξ) ≤ ۰} ≥ αj . (۴ . ٣)



نایقین برنامه ریزی ١٠٨

برای هرگاه گویند (٣ . ٣) نایقین برنامه ریزی مدل بهینه جواب را x∗ شدن جواب [٨۶] ٣ . ٢ تعریف
باشیم. داشته x شدن جواب هر

E[f(x∗, ξ)] ≤ E[f(x, ξ)]. (۵ . ٣)

و اکید افزایش ξ۱, ξ۲, . . . , ξm به نسبت f(x, ξ۱, ξ۲, . . . , ξn) هدف تابع کنید فرض ٣ . ١ قضیه
مستقل نایقین متغیرهای ξ۱, ξ۲, . . . , ξn اگر است. اکید کاهش ξm+۱, ξm+۲, . . . , ξn به نسبت
انتظار مورد مقدار صورت این در باشند، Φ۱,Φ۲, . . . ,Φn منظم نایقین توزیع های با ترتیب به

با E[f(x, ξ۱, ξ۲, . . . , ξn)]∫ ۱

۰
f(x,Φ−۱

۱ (α), . . . ,Φ−۱
m (α),Φ−۱

m+۱(۱− α), . . . ,Φ−۱
n (۱− α))dα (۶ . ٣)

است. برابر

م شود. نتیجه بلافاصله ٢۶ . ٢ قضیه از برهان:

که f(x, ξ) = h۱(x)ξ۱ + h۲(x)ξ۲ + · · · + hn(x)ξn + h۰(x) کنید فرض :٣ . ١ تمرین
متغیرهای ξ۱, ξ۲, . . . , ξn و ‐مقدار حقیق تابع های h۱(x), h۲(x), . . . , hn(x), h۰(x) آن در

دهید نشان هستند. مستقل نایقین

E[f(x, ξ)] = h۱(x)E[ξ۱] + h۲(x)E[ξ۲] + · · ·+ hn(x)E[ξn] + h۰(x). (٣ . ٧)

اکید افزایش ξ۱, ξ۲, . . . , ξk به نسبت g(x, ξ۱, ξ۲, . . . , ξn) پیوسته تابع کنید فرض ٣ . ٢ قضیه
مستقل نایقین متغیرهای ξ۱, ξ۲, . . . , ξn اگر است. اکید کاهش ξk+۱, ξk+۲, . . . , ξn به نسبت و

شانس قید آنگاه باشند، Φ۱,Φ۲, . . . ,Φn نایقین توز یع های با ترتیب به

M {g(x, ξ۱, ξ۲, . . . , ξn) ≤ ۰} ≥ α (٣ . ٨)

اگر تنها و اگر است برقرار

g(x,Φ−۱
۱ (α), . . . ,Φ−۱

k (α),Φ−۱
k+۱(۱− α), . . . ,Φ−۱

n (۱− α)) ≤ ۰. (٣ . ٩)

g(x, ξ۱, ξ۲, . . . , ξn)معکوس نایقین توزیع که م شود نتیجه نایقین متغیرهای عملیات قانون از برهان:
صورت به

Ψ−۱(α) = g(x,Φ−۱
۱ (α), . . . ,Φ−۱

m (α),Φ−۱
m+۱(۱− α), . . . ,Φ−۱

n (۱− α))

م شود. ثابت قضیه ترتیب این به .Ψ−۱(α) ≤ ۰ اگر تنها و اگر است برقرار (٣ . ٨) پس است.

ترتیب به ξ۱, ξ۲, . . . , ξn, ξ و نامنف تصمیم متغیرهای x۱, x۲, . . . , xn کنید فرض :٣ . ٢ تمرین
نشان هستند. L(a۱, b۱),L(a۲, b۲), . . . ,L(an, bn),L(a, b) مستقل خط نایقین متغیرهای

شانس قید ،α ∈ (۰,۱) اطمینان سطح هر برای دهید

M

{
n∑

i=۱
ξixi ≤ ξ

}
≥ α (٣ . ١٠)



١٠٩ نایقین برنامه ریزی

اگر تنها و اگر است برقرار

n∑
i=۱

((۱− α)ai + αbi)xi ≤ αa+ (۱− α)b. (٣ . ١١)

ترتیب به ξ۱, ξ۲, . . . , ξn, ξ و نامنف تصمیم متغیرهای x۱, x۲, . . . , xn کنید فرض :٣ . ٣ تمرین
هستند. N (e۲, σ۲), . . . ,N (en, σn),N (e, σ) ،N (e۱, σ۱) مستقل نرمال نایقین متغیرهای

شانس قید ،α ∈ (۰,۱) اطمینان سطح هر برای دهید نشان

M

{
n∑

i=۱
ξixi ≤ ξ

}
≥ α (٣ . ١٢)

اگر تنها و اگر است برقرار

n∑
i=۱

(
ei +

σi

√
۳

π
ln

α

۱− α

)
xi ≤ e− σ

√
۳

π
ln

α

۱− α
. (٣ . ١٣)

نایقین توزیع های با ترتیب به مستقل نایقین متغیرهای ξ۱, ξ۲, . . . , ξn کنید فرض :۴ . ٣ تمرین
مقدار ‐ حقیق تابع های h۱(x), h۲(x), . . . , hn(x), h۰(x) و هستند Φ۱,Φ۲, . . . ,Φn منظم

دهید نشان هستند.

M

{
n∑

i=۱
hi(x)ξi ≤ h۰(x)

}
≥ α (١۴ . ٣)

اگر تنها و اگر است برقرار

n∑
i=۱

h+
i (x)Φ

−۱
i (α)−

n∑
i=۱

h−
i (x)Φ

−۱
i (۱− α) ≤ h۰(x) (١۵ . ٣)

i = ۱,۲, . . . , n هر برای آن در که

h+
i (x) =

{
hi(x), hi(x) > ۰ اگر
۰, hi(x) ≤ ۰ اگر

(١۶ . ٣)

h−
i (x) =

{
−hi(x), hi(x) < ۰ اگر

۰, hi(x) ≥ ۰ اگر
(٣ . ١٧)

اکید افزایش ξ۱, ξ۲, . . . , ξm متغیرهای به نسبت f(x, ξ۱, ξ۲, . . . , ξn) کنید فرض ٣ . ٣ قضیه
هر برای gj(x, ξ۱, ξ۲, . . . , ξn) و است، اکید کاهش ξm+۱, ξm+۲, . . . , ξn متغیرهای به نسبت و
ξk+۱, ξk+۲, . . . , ξn متغیرهای به نسبت و اکید افزایش ξ۱, ξ۲, . . . , ξk به نسبت j = ۱,۲, . . . , p



نایقین برنامه ریزی ١١٠

منظم نایقین توزیع های با ترتیب به مستقل نایقین متغیرهای ξ۱, ξ۲, . . . , ξn اگر است اکید کاهش
نایقین برنامه ریزی آنگاه باشند، Φ۱,Φ۲, . . . ,Φn

min
x

E[f(x, ξ۱, ξ۲, . . . , ξn)]

subject to:
M{gj(x, ξ۱, ξ۲, . . . , ξn) ≤ ۰} ≥ αj , j = ۱,۲, . . . , p

(٣ . ١٨)

قطع ریاض برنامه ریزی مساله با

min
x

∫ ۱

۰
f(x,Φ−۱

۱ (α), . . . ,Φ−۱
m (α),Φ−۱

m+۱(۱− α), . . . ,Φ−۱
n (۱− α))dα

subject to:
gj(x,Φ

−۱
۱ (αj), . . . ,Φ

−۱
k (αj),Φ

−۱
k+۱(۱− αj), . . . ,Φ

−۱
n (۱− αj)) ≤ ۰

j = ۱,۲, . . . , p,

است. معادل
م شود. نتیجه بلافاصله ٣ . ٢ و ٣ . ١ قضیه های از برهان:

عددی روش ٣ . ٢

برنامه ریزی به نایقین برنامه ریزی مدل باشند، نوا ی نایقین پارامترهای به نسبت قیدها و هدف تابع وقت
م شود. تبدیل قطع ریاض

(نه نایقین پارامترهای به نسبت کاربردی مساله های قیدهای و هدف تابع های اغلب خوشبختانه
هستند. نوا ی تصمیم) متغیرهای

انتگرال در بجز ریاض برنامه ریزی و قطع ریاض برنامه ریزی بین تفاوت هیچ ، ریاض دیدگاه از
صفحه روش کران، و شاخه روش سادک، روش مانند روش هایی از م توان بنابراین ندارد. وجود
جستجوی روش عصبی، ه های شب ذرات، تجمع بهینه سازی ، ژنتی وریتم ال گرادیان، روش برش،

کرد. استفاده ... و ممنوعه

ξ۱, ξ۲, ξ۳ کنید فرض همچنین هستند. نامنف متغیرهای x۱, x۲, x۳ کنید فرض :٣ . ١ مثال
زاگ زی نایقین متغیرهای η۱, η۲, η۳ و ،L(۱,۲),L(۲,۳),L(۳,۴) مستقل خط نایقین متغیرهای

نایقین برنامه ریزی مساله هستند. Z(۲,۳,۴),Z(۳,۴,۵) ،Z(۱,۲,۳) مستقل
max

x۱,x۲,x۳
E
[√

x۱ + ξ۱ +
√
x۲ + ξ۲ +

√
x۳ + ξ۳

]
subject to:

M{(x۱ + η۱)
۲ + (x۲ + η۲)

۲ + (x۳ + η۳)
۲ ≤ ۱۰۰} ≥ ۰٫۹

x۱, x۲, x۳ ≥ ۰

اکید افزایش تابع ی
√
x۱ + ξ۱ +

√
x۲ + ξ۲ +

√
x۳ + ξ۳ که کنید توجه یرید. ب نظر در را

η۱, η۲, η۳ به نسبت اکید کاهش (x۱+η۱)
۲+(x۲+η۲)

۲+(x۳+η۳)
۲ و ξ۱, ξ۲, ξ۳ به نسبت



١١١ ماشین برنامه ریزی مساله

قطع مدل به م توان را نایقین برنامه ریزی مدل که م شود ثابت سادگ به است.

max
x۱,x۲,x۳

∫ ۱

۰

(√
x۱ +Φ−۱

۱ (α) +

√
x۲ +Φ−۱

۲ (α) +

√
x۳ +Φ−۱

۳ (α)

)
dα

subject to:
(x۱ +Ψ−۱

۱ (۰٫۹))۲ + (x۲ +Ψ−۱
۲ (۰٫۹))۲ + (x۳ +Ψ−۱

۳ (۰٫۹))۲ ≤ ۱۰۰
x۱, x۲, x۳ ≥ ۰

معکوس نایقین توزیع های ترتیب به Φ−۱
۱ ,Φ−۱

۲ ,Φ−۱
۳ ,Ψ−۱

۱ ,Ψ−۱
۲ ,Ψ−۱

۳ آن در که کرد تبدیل
صورت به بهینه جواب هستند. ξ۱, ξ۲, ξ۳, η۱, η۲, η۳ نایقین متغیرهای

(x∗
۱, x

∗
۲, x

∗
۳) = (۲٫۹۷۳۵,۱٫۹۷۳۵,۰٫۹۷۳۵)

است. ۶٫۳۴۱۹ هدف تابع مقدار و است

نایقین توزیع با خط نایقین متغیرهای ξ۲ و ξ۱ تصمیم، متغیرهای x۲ و x۱ کنید فرض :٣ . ٢ مثال
نایقین برنامه ریزی مساله هستند. L(۰, π/۲) سان ی توزیع با خط

min
x۱,x۲

E [x۱ sin(x۱ − ξ۱)− x۲ cos(x۲ + ξ۲)]

subject to:

۰ ≤ x۱ ≤ π

۲ , ۰ ≤ x۲ ≤ π

۲
افزایش ξ۱ به نسبت x۱ sin(x۱ − ξ۱) − x۲ cos(x۲ + ξ۲) که است واضح یرید. ب نظر در را

قطع مدل با نایقین برنامه ریزی این بنابراین، است. اکید کاهش ξ۲ به نسبت و اکید
min
x۱,x۲

∫ ۱

۰

(
x۱ sin(x۱ − Φ−۱

۱ (۱− α))− x۲ cos(x۲ +Φ−۱
۲ (α))

)
dα

subject to:

۰ ≤ x۱ ≤ π

۲ , ۰ ≤ x۲ ≤ π

۲
بهینه جواب هستند. ξ۱, ξ۲ معکوس نایقین توزیع های ترتیب به Φ−۱

۱ ,Φ−۱
۲ آن در که است معادل

(x∗
۱, x

∗
۲) = (۰٫۴۰۲۶,۰٫۴۰۲۶)

است. −۰٫۲۷۰۸ هدف تابع مقدار و

ماشین برنامه ریزی مساله ٣ . ٣

تعدادی که ماشین سری ی برای بی وقفه زمان ط در موثر برنامه یافتن با ماشین برنامه ریزی مساله
مطالعه است. شده انجام مساله ها از نوع این روی زیادی تحقیقات دارد. سروکار م هد، انجام را کار

.[٩١] شد شروع لیو توسط ٢٠١٠ سال در نایقین کار انجام زمان های با ماشین برنامه ریزی مساله
انجام ماشین هر روی بی وقفه م توان را کار هر (الف) م کنیم فرض ماشین، برنامه ریزی مساله در
کارها انجام زمان (ج) دهد؛ انجام را کارها از ی م تواند تنها ماشین هر زمان، هر در (ب) داد؛

م کنیم: استفاده را زیر پارامترهای و اندیس ها همچنین است. معلوم توزیع های با نایقین متغیرهای
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زمان بازه ............................................................................................ ..........................................................................................................................
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کار. ٧ و ماشین ٣ با ماشین برنامه ی :٣ . ١ ل ش

کارها؛ :i = ۱,۲, . . . , n
ماشین ها؛ :k = ۱,۲, . . . ,m

k؛ ماشین روی i کار انجام نایقین زمان :ξik
.ξik نایقین توزیع :Φik

دهیم؟ نشان ونه چ را برنامه

آن در که داد، نشان y و x تصمیم بردار دو با م توان را کار انجام برنامه که [٨٢] کرد پیشنهاد لیو
xi ̸= xj و ۱ ≤ xi ≤ n با کار n بیانگر صحیح تصمیم بردار :x = (x۱, x۲, · · · , xn)

بازترتیب ی {x۱, x۲, . . . , xn} دنباله یعن .i, j = ۱,۲, . . . , n و i ̸= j تمام برای
است؛ {۱,۲, . . . , n}

با صحیح تصمیم بردار :y = (y۱, y۲, . . . , ym−۱)

y۰ ≡ ۰ ≤ y۱ ≤ y۲ ≤ · · · ≤ ym−۱ ≤ n ≡ ym.

مشخص زیر ترتیب به y و x تصمیم بردارهای با کامل طور به کارها انجام برنامه که کنید توجه
اگر نم شود؛ استفاده k ماشین آنگاه ،yk = yk−۱ اگر (۱ ≤ k ≤ m) k هر برای م شود.
هم سر پشت را xyk−۱+۱, xyk−۱+۲, . . . , xyk

کارهای و م کند کار k ماشین آنگاه ،yk > yk−۱
است. زیر صورت به ماشین ها تمام برنامه بنابراین، م دهد. انجام

ماشین ۱: xy۰+۱ → xy۰+۲ → · · · → xy۱ ;

ماشین ۲: xy۱+۱ → xy۱+۲ → · · · → xy۲ ;

· · ·
ماشین m: xym−۱+۱ → xym−۱+۲ → · · · → xym .

(٣ . ١٩)
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و x۳, x۴ کارهای ٢ ماشین ،x۱, x۲ کارهای ١ ماشین که طوری برنامه بندی فرمول :٣ . ٢ ل ش
م دهد. انجام را x۵, x۶, x۷ کارهای ٣ ماشین

تکمیل زمان های

هر برای هستند. i = ۱,۲, · · · , n و i کارهای تکمیل زمان های ترتیب به Ci(x,y, ξ) کنید فرض
داریم آنگاه ،(yk > yk−۱ (یعن شود استفاده k ماشین اگر ،۱ ≤ k ≤ m با k

Cxyk−۱+۱(x,y, ξ) = ξxyk−۱+۱k (٣ . ٢٠)

و

Cxyk−۱+j
(x,y, ξ) = Cxyk−۱+j−۱(x,y, ξ) + ξxyk−۱+jk (٣ . ٢١)

.۲ ≤ j ≤ yk − yk−۱ برای
ی xyk−۱+۱ کار برای Cxyk−۱+۱(x,y, ξ) تکمیل زمان آنگاه شود، استفاده k ماشین اگر

آن معکوس توزیع که است نایقین متغیر

Ψ−۱
xyk−۱+۱(x,y, α) = Φ−۱

xyk−۱+۱k
(α) (٣ . ٢٢)

معکوس نایقین توزیع Cxyk−۱+j−۱(x,y, ξ) نایقین تکمیل زمان کنید فرض ، کل حالت در است.
نایقین توزیع Cxyk−۱+j

(x,y, ξ) تکمیل زمان صورت این در دارد. Ψ−۱
xyk−۱+j−۱(x,y, α)

معکوس

Ψ−۱
xyk−۱+j

(x,y, α) = Ψ−۱
xyk−۱+j−۱(x,y, α) + Φ−۱

xyk−۱+jk
(α) (٣ . ٢٣)

م کند. تولید را کارها تمام تکمیل زمان معکوس نایقین توزیع های تمام ، بازگشت فرایند دارد.

زمان بازه

k ماشین که است زمان همان Cxyk
(x,y, ξ) مقدار ،(۱ ≤ k ≤ m) k هر برای که کنید توجه

(x,y) برنامه زمان بازه بنایراین، م دهد. خاتمه کرده اند، محول آن به که را کارهایی تمام انجام
رابطه با

f(x,y, ξ) = max
۱≤k≤m

Cxyk
(x,y, ξ) (٢۴ . ٣)

آن معکوس نایقین توزیع که م شود مشخص

Υ−۱(x,y, α) = max
۱≤k≤m

Ψ−۱
xyk

(x,y, α) (٢۵ . ٣)

است.
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ماشین برنامه ریزی مدل

داریم را زیر ماشین برنامه ریزی مدل ،E[f(x,y, ξ)] انتظار مورد زمان بازه کردن کمینه برای
(٢۶ . ٣)

min
x,y

E[f(x,y, ξ)]

subject to:
۱ ≤ xi ≤ n, i = ۱,۲, . . . , n
xi ̸= xj , i ̸= j, i, j = ۱,۲, . . . , n
۰ ≤ y۱ ≤ y۲ · · · ≤ ym−۱ ≤ n

xi, yj , i = ۱,۲, . . . , n, j = ۱,۲, . . . ,m− ۱, اعداد .صحیح

صورت به ماشین برنامه ریزی مدل است، f(x,y, ξ) معکوس نایقین توزیع Υ−۱(x,y, α) چون
م شود. ساده زیر

(٣ . ٢٧)

min
x,y

∫ ۱

۰
Υ−۱(x,y, α)dα

subject to:
۱ ≤ xi ≤ n, i = ۱,۲, . . . , n
xi ̸= xj , i ̸= j, i, j = ۱,۲, . . . , n
۰ ≤ y۱ ≤ y۲ · · · ≤ ym−۱ ≤ n

xi, yj , i = ۱,۲, . . . , n, j = ۱,۲, . . . ,m− ۱, اعداد .صحیح

عددی تجربه

خط نایقین انجام زمان با کار ٧ و داریم ماشین ٣ کنید فرض

ξik ∼ L(i, i+ k), i = ۱,۲, . . . ,۷, k = ۱,۲,۳

بهینه جواب دارند. وجود است، ماشین ها اندیس k و کارها اندیس i آن در که

x∗ = (۱,۴,۵,۳,۷,۲,۶), y∗ = (۳,۵) (٣ . ٢٨)

بهینه ماشین برنامه ر، دی عبارت به است.

۱ → ۴ → ۵ :١ ماشین
۳ → ۷ :٢ ماشین
۲ → ۶ :٣ ماشین

است. ١٢ انتظار مورد زمان بازه و

خودرو مسیریابی مساله ۴ . ٣

مشتری تعدادی به که خودروهایی از ناوگان ی برای موثر مسیرهای یافتن با خودرو مسیریابی مساله
دارد. کار سرو م شوند، ختم مرکز همان به و شروع مرکز ی از و م کنند ارائه خدمات
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مشتری هفت و ایستگاه ی با خودرو مسیرهای طرح :٣ . ٣ ل ش

مطالعه گسترده ای طور به خودرو مسریابی مساله اقتصادی، اهمیت و کاربرد وسعت به توجه با
مسیریابی مساله تحقیقات حوزه در نایقین نظریه در [٩١] لیو توسط بار اولین مساله این است. شده
مدل نایقین برنامه ریزی با خودور مسیریابی مساله بخش، این در شد. مطرح ٢٠١٠ سال در خودرو

هستند. معلوم نایقین توزیع های با نایقین متغیرهای مسافرت زمان های آن در که شد خواهد بندی
این در که م شود داده اختصاص مسیر ی به فقط خودرو هر (الف) داریم را زیر فرض های
خودرو ی توسط فقط مشتری هر به (ب) باشد؛ داشته وجود مشتری ی از بیش است ن مم مسیر
مشتری هر (د) و م یابد؛ خاتمه ایستگاه در و شروع ایستگاه از مسیر هر (ج) شد؛ خواهد ارائه خدمت
باز آن در خدمت ارائه شروع یا و است مجاز بازه آن در خدمت ارائه که م کند مشخص را زمان بازه

است. مطلوب تر
م کنیم: معرف را مدل پارامترهای و اندیس ها ابتدا

ایستگاه؛ :i = ۰
i:مشتریان؛ = ۱,۲, . . . , n

خودروها؛ :k = ۱,۲, . . . ,m
,i؛ j = ۰,۱,۲, . . . , n ،j مشتری به i مشتری از سفر فاصله :Dij

رمان ,i؛ j = ۰,۱,۲, . . . , n ،j مشتری به i مشتری از نایقین سفر زمان :Tij

,i؛ j = ۰,۱,۲, . . . , n ،Tij نایقین توزیع :Φij

i؛ = ۱,۲, . . . , n ،i مشتری برای زمان پنجره :[ai, bi]

عملیات طرح

که [٨٢] شود داده نمایش t و y ،x تصمیم بردار سه با باید عملیات طرح که کرد پیشنهاد لیو
و ۱ ≤ xi ≤ n با مشتری n نشانگر و صحیح تصمصم بردار :x = (x۱, x۲, . . . , xn)

از بازترتیب ی {x۱, x۲, . . . , xn} دنباله یعن .i, j = ۱,۲, . . . , n ،i ̸= j هر برای xi ̸= xj

است؛ {۱,۲, . . . , n}
y۰ ≡ ۰ ≤ y۱ ≤ y۲ ≤ · · · ≤ با صحیح تصمیم بردار :y = (y۱, y۲, . . . , ym−۱)

است؛ ym−۱ ≤ n ≡ ym
k = و ایستگاه از k خودروی حرکت شروع زمان نشانگر tk هر :t = (t۱, t۲, . . . , tm)

است. ۱,۲, . . . ,m
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مشخص زیر صورت به t و y ،x تصمیم بردارهای با کامل طور به عملیات طرح که کنید توجه
اگر نم شود، استقاده k خودروی گاه ان ،yk = yk−۱ اگر ،(۱ ≤ k ≤ m) k هر برای م شود.
م کند، شروع tk زمان در ایستگاه از را خود حرکت و م شود استفاده k خودروی آنگاه ،yk > yk−۱
بنابراین است. ۰ → xyk−۱+۱ → xyk−۱+۲ → · · · → xyk

→ ۰ صورت به k خودروی مسیر و
است: زیر صورت به خودروها تمام مسیر

۱ خودروی : ۰ → xy۰+۱ → xy۰+۲ → · · · → xy۱ → ۰;
۲ خودروی : ۰ → xy۱+۱ → xy۱+۲ → · · · → xy۲ → ۰;

...
mخودروی : ۰ → xym−۱+۱ → xym−۱+۲ → · · · → xym → ۰.
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م کند، ملاقات را x۱, x۲ مشتری های ١ خودوری آن در که عملیات طرح بندی فرمول :۴ . ٣ ل ش
ملاقات را x۵, x۶, x۷ مشتری های ٣ خودروی و م کند ملاقات را x۳, x۴ مشتری های ٢ خودروی

م کند.

است. n+۲m−۱ تصمیم متغیرهای کل تعداد و است شهودی نمایش نوع این که است واضح
حداکثر خودرو هر (الف) که: م کنند تضمین t و y ،x تصمیم متغیرهای که کنید توجه همچنین
هر (ج) م یابد؛ خاتمه ایستگاه در و شده شروع ایستگاه از مسیر هر (ب) م شود؛ استفاده بار ی

ندارد. وجود زیرمسیر (د) و م شود؛ ملاقات خودرو ی توسط فقط مشتری

رسیدن زمان های

i = ۱,۲, . . . , n برای ،i مشتری های به خودروها از ی رسیدن زمان تابع fi(x,y, t) کنید فرض
و y ،x تصمیم بردارهای هر با ،i = ۱,۲, . . . , n هر برای fi(x,y, t) که م کینم یادآوری است.
مشتری ان م به خودرو رسیدن از بعد بلافاصله است ن مم محموله تخلیه چون م شود. مشخص t
اینجا است. وابسته عملیات راهبرد به کاملا fi(x,y, t) مقدار محاسبه شود، انجام آن از پس یا و
خودرویی اگر نم دهند. زمان پنجره از قبل را تخلیه اجازه مشتری ها از کدام هیچ م کنیم فرض
اگر باشد. زمان پنجره شروع منتظر بار تخلیه برای باید برسد مشتری محل به زمان پنجره از قبل
با k هر برای م شود. شروع بلافاصله تخلیه برسد، مشتری محل به زمان بازه شروع از پس خودرو

داریم آنگاه ،(yk > yk−۱ (یعن شود استفاده k خودروی اگر ،۱ ≤ k ≤ m

fxyk−۱+۱(x,y, t) = tk + T۰xyk−۱+۱

و

fxyk−۱+j (x,y, t)=fxyk−۱+j−۱(x,y, t) ∨ axyk−۱+j−۱+ Txyk−۱+j−۱xyk−۱+j



١١٧ خودرو مسیریابی مساله

رسیدن زمان آنگاه ،yk > yk−۱ یعن شود استفاده k خودروی اگر .۲ ≤ j ≤ yk − yk−۱ برای
به آن معکوس نایقین توزیع که است نایقین متغیر ی xyk−۱+۱ مشتری به fxyk−۱+۱(x,y, t)

صورت
Ψ−۱

xyk−۱+۱(x,y, t, α) = tk +Φ−۱
۰xyk−۱+۱(α),

معکوس نایقین توزیع ،fxyk−۱+j−۱(x,y, t) نایقین رسیدن زمان کنید فرض ، کل حالت در است.
fxyk−۱+j (x,y, t) ،۲ ≤ j ≤ yk−yk−۱ برای صورت این در دارد. Ψ−۱

xyk−۱+j−۱(x,y, t, α)

معکوس نایقین توزیع

Ψ−۱
xyk−۱+j

(x,y, t, α)=Ψ−۱
xyk−۱+j−۱(x,y, t, α)∨axyk−۱+j−۱ +Φ−۱

xyk−۱+j−۱xyk−۱+j
(α)

مشخص مشتریان همه به رسیدن معکوس نایقین توزیع های تمام ، بازگشت فرایند این با دارد.
م شوند.

سفر فاصله

داریم آنگاه دهد. نشان را خودروها همه توسط شده ط فاصله کل g(x,y) کنید فرض

g(x,y) =

m∑
k=۱

gk(x,y) (٣ . ٢٩)

،k = ۱,۲, . . . ,m برای آن در که

gk(x,y) =

 D۰xyk−۱+۱ +
yk−۱∑

j=yk−۱+۱
Dxjxj+۱ +Dxyk

۰, yk > yk−۱ اگر

۰, yk = yk−۱ اگر

خودرو مسیریابی مدل

αi اطمینان سطح با [ai, bi] خودش زمان بازه در (۱ ≤ i ≤ n) i مشتری که باشیم امیدوار اگر
داریم، را زیر شانس قید آنگاه م رسد)، bi زمان از قبل i مشتری به خودرو (یعن م شود ملاقات

M{fi(x,y, t) ≤ bi} ≥ αi. (٣ . ٣٠)

هم مساله قیدهای که طوری کنیم کمینه را خودروها همه توسط شده ط مسافت کل بخواهیم اگر
داریم، را زیر خودرو مسیریابی مدل باشند، برقرار

(٣ . ٣١)

min
x,y,t

g(x,y)

subject to:
M{fi(x,y, t) ≤ bi} ≥ αi, i = ۱,۲, . . . , n
۱ ≤ xi ≤ n, i = ۱,۲, . . . , n
xi ̸= xj , i ̸= j, i, j = ۱,۲, . . . , n
۰ ≤ y۱ ≤ y۲ ≤ · · · ≤ ym−۱ ≤ n

xi, yj , i = ۱,۲, . . . , n, j = ۱,۲, . . . ,m− ۱, صحیح اعداد



نایقین برنامه ریزی ١١٨

مساله با مساله این
(٣ . ٣٢)

min
x,y,t

g(x,y)

subject to:
Ψ−۱

i (x,y, t, αi) ≤ bi, i = ۱,۲, . . . , n
۱ ≤ xi ≤ n, i = ۱,۲, . . . , n
xi ̸= xj , i ̸= j, i, j = ۱,۲, . . . , n
۰ ≤ y۱ ≤ y۲ ≤ · · · ≤ ym−۱ ≤ n

xi, yj , i = ۱,۲, . . . , n, j = ۱,۲, . . . ,m− ۱, صحیح اعداد

i = ۱,۲, . . . , n برای fi(x,y, t) معکوس نایقین توزیع های Ψ−۱
i (x,y, t, α) و است معادل

هستند.

عددی تجربه

با مشتری هر و یرید، ب نظر در را ٣ . ١ جدول در شده ارائه زمان پنجره با مشتری ٧ و خودرو سه
م شود. ملاقات خودش زمان بازه در ۰٫۹۰ اطمینان سطح

مشتریان زمان پنچره :٣ . ١ جدول

گره پنجره گره پنجره
۱ [۷ : ۰۰,۹ : ۰۰] ۵ [۱۵ : ۰۰,۱۷ : ۰۰]
۲ [۷ : ۰۰,۹ : ۰۰] ۶ [۱۹ : ۰۰,۲۱ : ۰۰]
۳ [۱۵ : ۰۰,۱۷ : ۰۰] ۷ [۱۹ : ۰۰,۲۱ : ۰۰]
۴ [۱۵ : ۰۰,۱۷ : ۰۰]

و هستند Dij = |i − j| فاصله ها ،i, j = ۰,۱,۲, . . . ,۷ برای م کنیم فرض همچنین
نرمال نایقین توزیع سفر زمان های

Tij ∼ N (۲|i− j|,۱), i, j = ۰,۱,۲, . . . ,۷

بهینه جواب دارند.

x∗ = (۱,۳,۲,۵,۷,۴,۶),
y∗ = (۲,۵),
t∗ = (۶ : ۱۸,۴ : ۱۸,۸ : ۱۸).

(٣ . ٣٣)

بهینه عملیات طرح ر دی عبارت به است.

است.) ۶:١٨ حرکت زمان (دیرترین →ایستگاه ۱ → ۳ → ایستگاه :١ خودروی
است.) ۴:١٨ حرکت زمان (دیرترین →ایستگاه ۲ → ۵ → ۷ → ایستگاه :٢ خودوری

است.) ٨:١٨ حرکت زمان (دیرترین ایستگاه → ۴ → ۶ → ایستگاه :٣ خودروی

است. ٣٢ سفر زمان کل



١١٩ پروژه زمان بندی مساله

پروژه زمان بندی مساله ۵ . ٣

هزینه کل بین که طوری منایع اختصاص زمان کردن مشخص از است عبارت پروژه زمان بندی مساله
در لیو توسط نایقین عوامل با پروژه زمان بندی مساله مطالعه باشد. برقرار تعادل پروژه اتمام زمان و
ارائه پروژه زمان بندی مساله برای نایقین برنامه ریزی مدل بخش این .[٩١] شد شروع ٢٠١٠ سال

هستند. معلوم نایقین توزیع های با نایقین متغیرهای کارها انجام زمان های آن در که م کند
با متناظر گره ها آن در که م شود داده نمایش جهت دار بی دور ه شب با اغلب پروژه زمان بندی
شامل را آنها هزینه و زمان اساسا که م دهند نشان را فعالیت ها کمان ها و است، پروژه از مهم مرحله

هستند.
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فعالیت. ١١ و مهم مرحله ٨ با پروژه ی :۵ . ٣ ل ش

مجموعه V = {۱,۲, . . . , n, n + ۱} آن در که است بی دور گراف ی (V,A) کنید فرض
است. j گره به i گره از (V,A) گراف در کمان (i, j) ∈ A است، کمان ها مجموعه A و گره ها

.i < j ،(i, j) ∈ A هر برای که کنیم مرتب چنان V در گره ها اندیس های که است متداول
م گیریم: نظر در را فرض چند ابتدا نایقین، اجرای زمان های با پروژه زمان بندی مساله مطالعه از قبل

زمان تنها فعالیت هر (ب) م شوند؛ تامین بازپرداخت مشخص نرخ با وام با هزینه تمام (الف)
رسیده اتمام به آن از قبل فعالیت های تمام و شده داده اختصاص آن نیاز مورد وام که م شود اجرا

باشند.
م کنیم: تعریف را زیر پارامترهای و اندیس ها پروژه، زمان بندی مساله مدل بندی برای

A؛ در (i, j) فعالیت نایقین اجرای زمان :ξij
ξij؛ نایقین توزیع :Φij

A؛ در (i, j) فعالیت هزینه :cij
بازپرداخت؛ نرخ :r

.A در (i, j) فعالیت برای لازم وام  اختصاص زمان بیانگر صحیح تصمیم متغیر :xi

شروع زمان های

کنید فرض .x = (x۱, x۲, . . . , xn) و ξ = {ξij : (i, j) ∈ A} م نویسیم ، سادگ برای
کل شروع زمان فرض ها، به توجه با است. A در (i, j) فعالیت شروع زمان دهنده نشان Ti(x, ξ)

رابطه در باید (A در (۱, j) فعالیت های همه شروع زمان (یعن پروژه

T۱(x, ξ) = x۱ (٣۴ . ٣)



نایقین برنامه ریزی ١٢٠

صورت به معکوس نایقین توزیع آن در که کند صدق

Ψ−۱
۱ (x, α) = x۱ (٣۵ . ٣)

است عبارت (۲,۵) فعالیت شروع زمان که م گیریم نتیجه ،T۱(x, ξ) شروع زمان به توجه با است.
از

T۲(x, ξ) = x۲ ∨ (x۱ + ξ۱۲) (٣۶ . ٣)

صورت به م توان را معکوس نایقین توزیع آن در که

Ψ−۱
۲ (x, α) = x۲ ∨ (x۱ +Φ−۱

۱۲ (α)) (٣ . ٣٧)

نوشت.
معکوس نایقین توزیع A در (k, i) فعالیت Tk(x, ξ) شروع زمان کنید فرض ، کل حالت در
زیر رابطه در باید A در (i, j) فعالیت Ti(x, ξ) شروع زمان صورت این در دارد. Ψ−۱

k (x, α)
کند صدق

Ti(x, ξ) = xi ∨ max
(k,i)∈A

(Tk(x, ξ) + ξki) (٣ . ٣٨)

صورت به آن معکوس نایقین توزیع که

Ψ−۱
i (x, α) = xi ∨ max

(k,i)∈A

(
Ψ−۱

k (x, α) + Φ−۱
ki (α)

)
(٣ . ٣٩)

م کند. مشخص را فعالیت ها همه شروع زمان های معکوس نایقین توزیع بازگشت رابطه این است.

تکمیل زمان

صورت به (A در (k, n+۱) فعالیت های تمام خاتمه زمان (یعن T (x, ξ) پروژه کل تکمیل زمان

T (x, ξ) = max
(k,n+۱)∈A

(Tk(x, ξ) + ξk,n+۱) (۴٣ . ٠)

آن معکوس نایقین توزیع که است

Ψ−۱(x, α) = max
(k,n+۱)∈A

(
Ψ−۱

k (x, α) + Φ−۱
k,n+۱(α)

)
(۴٣ . ١)

است.

کل هزینه

صورت به پروژه کل هزینه ،T (x, ξ) پروژه تکمیل زمان اساس بر

C(x, ξ) =
∑

(i,j)∈A

cij (۱+ r)
⌈T (x,ξ)−xi⌉ (۴٣ . ٢)



١٢١ پروژه زمان بندی مساله

که کنید توجه است. a مساوی یا بزرگ تر صحیح عدد کمترین نشانگر ⌈a⌉ آن در که م شود نوشته
آن معکوس نایقین توزیع ،۰ < α < ۱ هر برای که است گسسته نایقین متغیر ی C(x, ξ)

Υ−۱(x, α) =
∑

(i,j)∈A

cij (۱+ r)
⌈Ψ−۱(x;α)−xi⌉ (۴٣ . ٣)

است.

پروژه برنامه ریزی مدل

پروژه زمان بندی مدل م توان تکمیل، زمان محدودیت با پروژه انتظار مورد هزینه کردن کمینه برای
کرد. طراح را زیر


min
x

E[C(x, ξ)]

subject to:
M{T (x, ξ) ≤ T۰} ≥ α۰

x ≥ صحیح,۰ بردار

(۴۴ . ٣)

T (x, ξ) شده، مشخص قبل از اطمینان سطح α۰ پروژه، تکمیل برای شده تعیین زمان T۰ آن در که
با که است کل هزینه C(x, ξ) و است، شده تعریف (۴٣ . ٠) رابطه با که است پروژه تکمیل زمان

با مدل این م شود. تعریف (۴٣ . ٢)
min
x

∫ ۱

۰
Υ−۱(x, α)dα

subject to:
Ψ−۱(x, α۰) ≤ T۰

x ≥ ۰, صحیح بردار

(۴۵ . ٣)

و (۴٣ . ١) با شده تعریف T (x, ξ) معکوس نایقین توزیع Ψ−۱(x, α) آن در که است معادل
است. (۴٣ . ٣) با شده تعریف C(x, ξ) معکوس نایقین توزیع Υ−۱(x, α)

عددی تجربه

١١ و مهم مرحله ٨ که یرید ب نظر در را است شده داده نشان ۵ . ٣ ل ش با که پروژه زمان بندی مساله
هستند، خط نایقین متغیرهای فعالیت ها اجرای زمان کنید فرض است. شامل را فعالیت

ξij ∼ L(۳i,۳j), ∀(i, j) ∈ A

فعالیت ها هزینه و
cij = i+ j, ∀(i, j) ∈ A

اطمینان سطح و ،T۰ = ۶۰ را خاتمه زمان ، r = ۰٫۰۲ را وام بازپرداخت نرخ همچنین، هستند.
بهینه جواب م گیریم. نظر در α۰ = ۰٫۸۵ را

x∗ = (۷,۲۴,۱۷,۱۶,۳۵,۳۳,۳۰). (۴۶ . ٣)



نایقین برنامه ریزی ١٢٢

شده داده نشان ٣ . ٢ جدول در فعالیت هر برای نیاز مورد وام های تخصیص بهینه زمان های است.
و ۱۹۰٫۶ انتظار مورد هزینه مقدار و است

M{T (x∗, ξ) ≤ ۶۰} = ۰٫۸۸

است.

وام ها بهینه تخصیص زمان :٣ . ٢ جدول

روز ۷ ۱۶ ۱۷ ۲۴ ۳۰ ۳۳ ۳۵
گره ۱ ۴ ۳ ۲ ۷ ۶ ۵
وام ۱۲ ۱۱ ۲۷ ۷ ۱۵ ۱۴ ۱۳

نایقین چندهدف برنامه ریزی ۶ . ٣

متضاد هدف چندین واقع دنیای در گیری تصمیم مساله های از بسیاری که است مشخص وضوح به
برنامه ریزی هدف، چند سازی بهینه برای باشند. نظر مد همزمان طور به باید که دارند ناپذیر مقایسه و

هدف چند گیری تصمیم مساله های مدل بندی برای دارد. وسیع کاربردهای و یافته توسعه چندهدف
کردند. معرف را زیر نایقین هدف چند برنامه ریزی [١٠٣] چِن و لیو نایقین، پارامترهای با

min
x

(E[f۱(x, ξ)], E[f۲(x, ξ)], . . . , E[fm(x, ξ)])

subject to:
M{gj(x, ξ) ≤ ۰} ≥ αj , j = ۱,۲, . . . , p

(۴٣ . ٧)

،j = ۱,۲, . . . , p برای و هستند، هدف تابع های fi(x, ξ) ،i = ۱,۲, . . . ,m برای آن در که
هستند. اطمینان سطح های αj و قید تابع های gj(x, ξ)

به را هدف تابع های همه که ندارد وجود بهینه ای جواب هستند، تضاد در هم با اغلب اهداف چون
که است معن این به که م شود، معرف پارتو جواب مفهوم حالت، این در کند. کمینه همزمان طور
شود. بدتر اهداف از ر دی ی حداقل که آن بدون دهیم بهبود را هدف ها از ی مقدار ندارد ان ام

جواب اگر گویند پارتو را (۴٣ . ٧) نایقین چندهدف برنامه ریزی برای x∗ شدن جواب ٣ . ٣ تعریف
که باشد نداشته وجود x مانند ری دی شدن

E[fi(x, ξ)] ≤ E[fi(x
∗, ξ)], i = ۱,۲, . . . ,m (۴٣ . ٨)

.E[fj(x, ξ)] < E[fj(x
∗, ξ)] ،j اندیس ی برای حداقل و

کند، ترکیب هم با را هدف تابع m که باشد داشته ترجیح ‐مقدار حقیق تابع گیرنده تصمیم اگر
مدل را مدل این کرد. کمینه مساله شانس قیدهای اساس بر را شده ترکیب هدف تابع م توان آنگاه
جواب ی توافق جواب که است شده ثابت گوییم. توافق جواب هم را آن جواب و م نامیم توافق

است. اصل چندهدف مدل برای پارتو



١٢٣ نایقین آرمان برنامه ریزی

یعن م آید، وجود به هدف تابع های برای وزن دادن قرار با مشهور، توافق مدل اولین


min
x

m∑
i=۱

λiE[fi(x, ξ)]

subject to:
M{gj(x, ξ) ≤ ۰} ≥ αj , j = ۱,۲, . . . , p

(۴٣ . ٩)

عنوان به ،λ۱ + λ۲ + · · ·+ λm = ۱ و هستند نامنف اعداد λ۱, λ۲, . . . , λm وزن های آن در که
.λi ≡ ۱/m ،i = ۱,۲, . . . ,m برای مثال

مربوط (f∗
۱ , f

∗
۲ , . . . , f

∗
m) ایده ال بردار ی از جواب فاصله تابع کمینه سازی به روش دومین

است،

(E[f۱(x, ξ)], E[f۲(x, ξ)], . . . , E[fm(x, ξ)]) (۵٣ . ٠)

سایر گرفتن نظر در بدون هدف iامین برای مساله بهینه مقدار f∗
i ،i = ۱,۲, . . . ,m برای آن در که

یعن است. هدف ها


min
x

m∑
i=۱

λi(E[fi(x, ξ)]− f∗
i )

۲

subject to:
M{gj(x, ξ) ≤ ۰} ≥ αj , j = ۱,۲, . . . , p

(۵٣ . ١)

عنوان به هستند، λ۱ + λ۲ + · · ·+ λm = ۱ با نامنف اعداد λ۱, λ۲, . . . , λm وزن های آن در که
.λi ≡ ۱/m ،i = ۱,۲, . . . ,m هر برای مثال

مراحل از دنباله ای شامل که م شود مشخص تعامل رد روی با توافق جواب روش، سومین در
اند. شده داده توسعه عمل در مختلف تعامل ردهای روی است. محاسبات مراحل و تصمیم

نایقین آرمان برنامه ریزی ٣ . ٧

محققین ادامه در و [۴] شد معرف ١٩۶١ سال در کوپر و چارنز توسط آرمان برنامه ریزی مفهوم
نظر در توافق مدل از خاص حالت عنوان به م توان را آرمان برنامه ریزی کردند. مطالعه را آن زیادی

دارد. واقع جهان مساله های در وسیع کاربردهای و گرفت
هدف هر برای است قادر گیرنده تصمیم م کنیم فرض ، هدف چند گیری تصمیم مساله های در

سطح از دو) هر یا و منف (مثبت، انحراف ها کردن کمینه اساس ایده و دهد نسبت آرمان سطح
حصول هزینه که هستند حصول قابل زمان تنها اهداف ، واقع جهان موقعیت های در است. آرمان
بین تعادل ایجاد برای هستند. هم با تعارض در معمولا اهداف این و شود بیشتر اهداف سایر به
که آنجا تا و م کند ایجاد معارض اهداف بین اولویت ترتیب معمولا گیرنده تصمیم معارض، اهداف

هدف چند گیری تصمیم مساله های برای کنند. ارضا اولویت ترتیب در را اهداف باشد داشته ان ام



نایقین برنامه ریزی ١٢۴

،[١٠٣] کردند پیشنهاد را نایقین آرمان ریزی برنامه چِن و لیو نایقین پارامترهای با

min
x

l∑
j=۱

Pj

m∑
i=۱

(uijd
+
i + vijd

−
i )

subject to:
E[fi(x, ξ)] + d−i − d+i = bi, i = ۱,۲, . . . ,m
M{gj(x, ξ) ≤ ۰} ≥ αj , j = ۱,۲, . . . , p
d+i , d

−
i ≥ ۰, i = ۱,۲, . . . ,m

(۵٣ . ٢)

مثبت، انحراف های d+iها عامل ها، وزن های vij و uij ، یرانه پیش اولویت عامل های Pj آن در که
biها ، حقیق قیدهای در تابع هایی gjها ، آرمان قیدهای در تابع ها ها fi ، منف انحراف های d−iها
قیدهای تعداد p و هدف، قیدهای تعداد m اولویت ها، تعداد l اطمینان، سطح αjها ، آرمان مقادیر

صورت به i هر برای منف و مثبت انحرافهای که کنید توجه است. حقیق

d+i =

{
E[fi(x, ξ)]− bi, E[fi(x, ξ)] > bi اگر

۰, درغیراینصورت
(۵٣ . ٣)

و

d−i =

{
bi − E[fi(x, ξ)], E[fi(x, ξ)] < bi اگر

۰, درغیراینصورت
(۵۴ . ٣)

م شود، نوشته زیر صورت به آرمان برنامه ریزی مدل هدف تابع اغلب، م شوند محاسبه

lexmin

{
m∑
i=۱

(ui۱d
+
i + vi۱d

−
i ),

m∑
i=۱

(ui۲d
+
i + vi۲d

−
i ), · · · ,

m∑
i=۱

(uild
+
i + vild

−
i )

}

است. هدف بردار قاموس سازی کمینه دهنده نشان lexmin آن در که

نایقین چندسطح برنامه ریزی ٣ . ٨

در که م کند پیشنهاد غیرمتمرکز گیری تصمیم سیستم مطالعه برای را ابزاری چندسطح ریزی برنامه
م گیرند، خودشان هدف تابع اساس بر را خودشان تصمیمات پیروها و پیشرو ی م کنیم فرض آن
تصمیمات اخذ در کامل اختیار پیروها که حال در باشد، گذار تاثیر پیروها تصمیمات بر م تواند پیشرو

دارند. پیروها سایر و پیشرو تصمیمات گرفتن نظر در با هدفشان سازی بهینه برای خود
فرض دارند. وجود پیرو m و پیشرو ی غیرمتمرکز، سطح دو تصمیم سیستم ی در کنید فرض
همچنین است. iام پیرو و پیشرو کنترل بردارهای ترتیب به ،i = ۱,۲, . . . ,m برای yi و x کنید
F (x,y۱, . . . ,ym, ξ) ترتیب به i = ۱,۲, . . . ,m iام پیرو و پیشرو هدف تابع های م کنیم فرض

است. نایقین بردار ی ξ آنها در که هستند fi(x,y۱, . . . ,ym, ξ) و
شانس قید با پیشرو برای x کنترل بردار شدن مجموعه کنید فرض

M{G(x, ξ) ≤ ۰} ≥ α (۵۵ . ٣)



١٢۵ کتابشناس نکات

این در است. شده مشخص قبل از اطمینان سطح α و است، ثابت تابع G آن در که شود تعریف
نه iام پیرو برای yi کنترل بردار بودن شدن پیشرو، توسط شده انتخاب x تصمیم هر برای صورت
با معمولا و است وابسته نیز y۱, . . . ,yi−۱,yi+۱, . . . ,ym به ه بل باشد، وابسته x به باید تنها

شانس قید

M{gi(x,y۱,y۲, . . . ,ym, ξ) ≤ ۰} ≥ αi (۵۶ . ٣)

از اطمینان سطح های i = ۱,۲, . . . ,m برای αi و است قید تابع gi آن در که م شود داده نشان
هستند. شده مشخص قبل

خود کنترل آرایه پیروها سپس و م کند، مشخص را x خودش کنترل بردار پیشرو ابتدا کنید فرض
[١٠۴] یائو و لیو پیشرو؛ انتظار مورد هدف کردن کمینه برای م کنند. تعیین را (y۱,y۲, . . . ,ym)

کردند. پیشنهاد را زیر نایقین چندسطح برنامه ریزی

min
x

E[F (x,y∗
۱,y

∗
۲, . . . ,y

∗
m, ξ)]

subject to:
M{G(x, ξ) ≤ ۰} ≥ α

م کند حل را زیر های ∗y)مساله
۱,y

∗
۲, . . . ,y

∗
m)(i = ۱,۲, . . . ,m)

min
yi

E[fi(x,y۱,y۲, . . . ,ym, ξ)]

subject to:
M{gi(x,y۱,y۲, . . . ,ym, ξ) ≤ ۰} ≥ αi.

(۵٣ . ٧)

شدن آرایه پیروها برای نش تعادل ی است. پیشرو شدن کنترل بردار x کنید فرض ۴ . ٣ تعریف
(y∗

۱, . . . ,y
∗
i−۱,yi,y

∗
i+۱, . . . ,y

∗
m) شدن آرایه هر برای اگر xاست به نسبت (y∗

۱,y
∗
۲, . . . ,y

∗
m)

i = ۱,۲, . . . ,m و

E[fi(x,y
∗
۱, . . . ,y

∗
i−۱,yi,y

∗
i+۱, . . . ,y

∗
m, ξ)]

≥ E[fi(x,y
∗
۱, . . . ,y

∗
i−۱,y

∗
i ,y

∗
i+۱, . . . ,y

∗
m, ξ)]

(۵٣ . ٨)

تعادل ی (y∗
۱,y

∗
۲, . . . ,y

∗
m) و پیشرو برای شدن کنترل بردار ی x∗ کنید فرض ۵ . ٣ تعریف

برای نش‐استکلبرگ تعادل را (x∗,y∗
۱,y

∗
۲, . . . ,y

∗
m) آرایه است. x∗ به نسبت پیروها برای نش

(y۱,y۲, . . . ,ym)نش تعادل xو شدن کنترل بردار هر برای اگر گوییم (۵٣ . ٧) چندسطح برنامه ریزی
باشیم: داشته x به نسبت

E[F (x,y۱,y۲, . . . ,ym, ξ)] ≥ E[F (x∗,y∗
۱,y

∗
۲, . . . ,y

∗
m, ξ)]. (۵٣ . ٩)

کتابشناس نکات ٣ . ٩

مساله در لیو توسط ٢٠١٠ سال در و [٨۶] شد ریزی پایه ٢٠٠٩ سال در لیو توسط نایقین برنامه ریزی
شد. استفاده پروژه زمان بندی مساله و خودرو مسیریابی مساله ماشین، زمان بندی

برنامه ریزی و نایقین چندهدف برنامه ریزی چِن و لیو نایقین، برنامه ریزی نظریه تعمیم عنوان به
برای را نایقین چندسطح برنامه ریزی یائو و لیو همچنین، .[١٠٣] دادند توسعه را نایقین آرمان
برنامه ریزی بعداً، .[١٠۴] دادند پیشنهاد را نایقین عوامل با غیرمتمرکز تصمیم سیستم های بندی مدل

آوردند. وجود به عمل و نظریه در را مفیدی نتایج نایقین





۴ فصل

نایقین ریس تحلیل

با « تصادف «زیان عنوان به ریس اینجا در است. شده استفاده مختلف ادبی معان به ریس واژه
تعیین برای ابزار ی نایقین ریس تحلیل است. شده تعریف « زیان چنین نایقین «اندازه به توجه
بندی مدل برای موضوع این اصل ویژگ های از ی است. نایقین نظریه طریق از مقدارریس

معرف ریس شاخص از تعریف، ی فصل این نم دهد. رخ هرگز تقریباً که است پیشامد هایی
تحلیل همچنین فصل این در م دهد. ارائه ریس شاخص محاسبه برای مفید فرمول  چند و م کند

شد. خواهد بحث نایقین محیط های در گذاری سرمایه ریس تحلیل و سازه ای ریس

زیان تابع ١ . ۴

تقاضا، مقاومت، عمر، طول است ن مم که است ξ۱, ξ۲, . . . , ξn عوامل شامل معمولا سیستم ی
است. عوامل به وابسته مشخص زیان ی کلیتر، بیان به باشند. سیستم منبع و سود هزینه، تولید، نرخ
م شود. داده نشان زیان تابع ی با زیان چنین معمولا است، مساله به وابسته مفهوم ی زیان چون

مشخص زیان ی برای f تابع یرید. ب نظر در را ξ۱, ξ۲, . . . , ξnعوامل با سیستم ی ١ . ۴ تعریف
اگر تنها و اگر م شود نامیده

f(ξ۱, ξ۲, . . . , ξn) > ۰. (١ . ۴)

هستند، ξ۱, ξ۲, . . . , ξn نایقین متغیر های آنها عمر طول که عنصر n با سری سیستم ی :١ . ۴ مثال
طول بنابراین کنند. کار همزمان عناصرآن تمام که م کند کار زمان سیستم چنین یرید. ب نظر در

است: زیر صورت به سیستم عمر

ξ = ξ۱ ∧ ξ۲ ∧ · · · ∧ ξn. (٢ . ۴)

توزیع تابع ی گاه آن شود، لحاظ افتاد کار از T زمان از قبل سیستم که موردی عنوان به زیان اگر
صورت به زیان

f(ξ۱, ξ۲, . . . , ξn) = T − ξ۱ ∧ ξ۲ ∧ · · · ∧ ξn. (٣ . ۴)



نایقین ریس تحلیل ١٢٨
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١ .............................................................................................................................................................خروج
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................................................................................................ ٢ .............................................................................................................................................................
..................
................................................................................................ ٣ ........................................................................ ...............

سری سیستم ی :١ . ۴ ل ش

.f(ξ۱, ξ۲, . . . , ξn) > ۰ اگر تنها و اگر م افتد کار از سیستم پس داریم.

نایقین متغیر های عناصر عمر طول آن در که یرید ب نظر در عنصر nبا موازی سیستم ی :٢ . ۴ مثال
بنابراین، کند. کار آن عنصر ی حداقل هرگاه م کند کار سیستم چنین هستند. ξ۱, ξ۲, . . . , ξn

صورت به سیستم عمر طول

ξ = ξ۱ ∨ ξ۲ ∨ · · · ∨ ξn (۴ . ۴)

زیان تابع گاه آن شود لحاظ افتاده کار از T زمان از قبل سیستم که موردی عنوان به زیان اگر است.
صورت به

f(ξ۱, ξ۲, . . . , ξn) = T − ξ۱ ∨ ξ۲ ∨ · · · ∨ ξn (۵ . ۴)

.f(ξ۱, ξ۲, . . . , ξn) > ۰ اگر تنها و اگر م افتد کار از سیستم پس است.
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........................................................................................................................................................................ ١
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........................................................................................................................................................................ ٢

...............................................................................................................
........................................................................... ٣ ...........................................................................

..................

..................
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..................

..........................................................................

................................................................................................................................. ............... خروج

موازی سیستم ی :٢ . ۴ ل ش

عمر طول که دارد وجود عنصر n آن در که یرید ب نظر در را عنصر n‐از‐k سیستم ی :٣ . ۴ مثال
از عنصر k حداقل گاه هر م کند کار سیستم چنین هستند. ξ۱, ξ۲, . . . , ξn نایقین متغیر های آنها

از است عبارت سیستم عمر طول بنابراین کند. کار عنصر n

ξ = k‐max [ξ۱, ξ۲, . . . , ξn]. (۶ . ۴)

به زیان تابع گاه آن شود، لحاظ م افتد کار از T زمان از قبل سیستم که موردی عنوان به زیان اگر
صورت

f(ξ۱, ξ۲, . . . , ξn) = T − k‐max [ξ۱, ξ۲, . . . , ξn] (٧ . ۴)

که باشید داشته توجه .f(ξ۱, ξ۲, . . . , ξn) > ۰ اگر تنها و اگر م افتد کار از سیستم پس است.
است. n از خروج تک سیستم ی موازی، سیستم و است n‐از‐n سیستم ی سری، سیستم

که یرید ب نظر در دارد وجود کار به آماده عنصر n آن در که آماده‐به‐کار سیستم ی :۴ . ۴ مثال
عناصر از ی و است فعال عنصر ی تنها سیستم، این برای هستند. ξ۱, ξ۲, . . . , ξn آنها عمر طول



١٢٩ ریس شاخص

است عبارت سیستم عمر طول بنابراین بیفتد. کار از فعال عنصر که کارکند به شروع زمان تنها ذخیره
از

ξ = ξ۱ + ξ۲ + · · ·+ ξn. (٨ . ۴)

زیان تابع گاه آن شود، نظرگرفته در بیفتد کار از T زمان از قبل سیستم که موردی عنوان به زیان اگر
صورت به

f(ξ۱, ξ۲, . . . , ξn) = T − (ξ۱ + ξ۲ + · · ·+ ξn) (٩ . ۴)

.f(ξ۱, ξ۲, . . . , ξn) > ۰ اگر تنها و اگر م افتد کار از سیستم پس است.
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آماده‐به‐کار سیستم ی :٣ . ۴ ل ش

ریس شاخص ٢ . ۴

معلوم، ثابت های جای به نایقین، متغیرهای معمولا سیستم، ی از ξ۱, ξ۲, . . . , ξn عوامل درعمل،
است. شده تعریف م دهد، رخ معین زیان که نایقین اندازه عنوان به ریس شاخص بنابراین هستند.

f زیان تابع با ξ۱, ξ۲, · · ·, ξn نایقین عوامل شامل سیستم ی که کنید فرض [٩٠] ٢ . ۴ تعریف
: یعن دارد، مثبت زیان سیستم که است نایقین اندازه ، ریس شاخص پس است.

Risk = M{f(ξ۱, ξ۲, . . . , ξn) > ۰}. (١٠ . ۴)

اگر است. f زیان تابع و ξ۱, ξ۲, · · ·, ξn نایقین عوامل شامل سیستم ی که کنید فرض ١ . ۴ قضیه
زیراست: صورت به ریس شاخص گاه آن باشد، داشته Φ نایقین توزیع f(ξ۱, ξ۲, . . . , ξn)

Risk = ۱− Φ(۰). (١١ . ۴)

که م شود نتیجه دوگان موضوع اصل و ریس شاخص تعریف از برهان:

Risk = M{f(ξ۱, ξ۲, . . . , ξn) > ۰}
= ۱−M{f(ξ۱, ξ۲, . . . , ξn) ≤ ۰}
= ۱− Φ(۰).

است. شده ثابت قضیه



نایقین ریس تحلیل ١٣٠

مستقل نایقین متغیرهای شامل سیستم ی کنید فرض ( ریس شاخص قضیه ،[٩٠]) ٢ . ۴ قضیه
کنید فرض همچنین، است. Φ۱,Φ۲, . . . ,Φn منظم نایقین توزیع های با ترتیب به ξ۱, ξ۲, . . . , ξn

کاهش و ξ۱, ξ۲, . . . , ξm برحسب اکید افزایش و پیوسته تابع ی f(ξ۱, ξ۲, . . . , ξn) زیان تابع
معادله از α ریشه همان ریس شاخص پس است. ξn ،ξm+۱, ξm+۲, · · برحسب· اکید

f(Φ−۱
۱ (۱− α), . . . ,Φ−۱

m (۱− α),Φ−۱
m+۱(α), . . . ,Φ

−۱
n (α)) = ۰ (١٢ . ۴)

است.

معکوس نایقین توزیع f(ξ۱, ξ۲, . . . , ξn) ١۵ . ٢ قضیه از برهان:

Φ−۱(α) = f(Φ−۱
۱ (α), . . . ,Φ−۱

m (α),Φ−۱
m+۱(۱− α), . . . ,Φ−۱

n (۱− α))

ثابت قضیه این لذا . است Φ−۱(۱−α) = ۰ معادله از α جواب Risk = ۱−Φ(۰) چون دارد.
م شود.

تابع ی f(Φ−۱
۱ (۱ − α), . . . ,Φ−۱

m (۱ − α),Φ−۱
m+۱(α), . . . ,Φ

−۱
n (α)) چون :١ . ۴ تذکر

: زد تقریب بخش دو روش با م توان را آن ریشه است، α برحسب اکید کاهش و پیوسته

.c = (a+ b)/۲ و b = ۱ و a = ۰ دهید قرار . ١ گام

قرار آنگاه f(Φ−۱
۱ (۱− c), . . . ,Φ−۱

m (۱− c),Φ−۱
m+۱(c), . . . ,Φ

−۱
n (c)) > ۰ اگر

.b = c دهید قرار صورت این غیر در .a = c دهید
. ٢ گام

به برو و c = (b − a)/۲ دهید قرار آنگاه شده) تعیین پیش دقت ) |b − a| > ε اگر
دهید. نمایش خروج در ریشه عنوان به را c صورت این غیر در مرحله٢ .

. ٣ گام

در باشد. نداشته ریشه است ن مم (١٢ . ۴) معادله اوقات گاه که باشید داشته خاطر به :٢ . ۴ تذکر
ها α تمام برای اگر حالت، این

f(Φ−۱
۱ (۱− α), . . . ,Φ−۱

m (۱− α),Φ−۱
m+۱(α), . . . ,Φ

−۱
n (α)) < ۰ (١٣ . ۴)

ها α تمام برای اگر و م دهیم، قرار α = ۰ آنگاه

f(Φ−۱
۱ (۱− α), . . . ,Φ−۱

m (۱− α),Φ−۱
m+۱(α), . . . ,Φ

−۱
n (α)) > ۰ (١۴ . ۴)

م دهیم. قرار α = ۱ آنگاه

سری سیستم ٣ . ۴

ξ۱, ξ۲, . . . , ξn مستقل نایقین متغیرهای آنها عمر طول که یرید ب نظر در را عنصر n با سری سیستم ی
سیستم که موردی عنوان به زیان اگر هستند. Φ۱,Φ۲, . . . ,Φn منظم نایقین توزیع های با ترتیب به

صورت: به زیان تابع آنگاه شود، مشخص افتد کار از T زمان از قبل

f(ξ۱, ξ۲, . . . , ξn) = T − ξ۱ ∧ ξ۲ ∧ · · · ∧ ξn (١۵ . ۴)



١٣١ n‐از‐k سیستم

صورت به ریس شاخص و

Risk = M{f(ξ۱, ξ۲, . . . , ξn) > ۰} (١۶ . ۴)

م گوید ریس شاخص قضیه است، ξ۱, ξ۲, . . . , ξn برحسب اکید کاهش تابع ی f چون است.
معادله از α ریشه همان ریس شاخص که

Φ−۱
۱ (α) ∧ Φ−۱

۲ (α) ∧ · · · ∧ Φ−۱
n (α) = T. (١٧ . ۴)

که م شود بررس آسان به است.

Risk = Φ۱(T ) ∨ Φ۲(T ) ∨ · · · ∨ Φn(T ) (١٨ . ۴)

است. برقرار

موازی سیستم ۴ . ۴

ξ۱, ξ۲, . . . , ξn مستقل نایقین متغیر های آنها عمر طول که یرید ب نظر در را عنصر n با موازی سیستم ی
سیستم که موردی عنوان به زیان اگر هستند. Φ۱,Φ۲, . . . ,Φn منظم نایقین توزیع های با ترتیب به

صورت به زیان تابع آنگاه شود لحاظ کاربیفتد از T زمان از قبل

f(ξ۱, ξ۲, . . . , ξn) = T − ξ۱ ∨ ξ۲ ∨ · · · ∨ ξn (١٩ . ۴)

: ریس شاخص و

Risk = M{f(ξ۱, ξ۲, . . . , ξn) > ۰} (٢٠ . ۴)

م گوید ریس شاخص قضیه است، ξ۱, ξ۲, . . . , ξn حسب بر اکید کاهش تابع ی f چون است.
معادله از α ریشه همان ریس شاخص که

Φ−۱
۱ (α) ∨ Φ−۱

۲ (α) ∨ · · · ∨ Φ−۱
n (α) = T. (٢١ . ۴)

که م شود بررس آسان به است.

Risk = Φ۱(T ) ∧ Φ۲(T ) ∧ · · · ∧ Φn(T ) (٢٢ . ۴)

است. برقرار

n‐از‐k سیستم ۵ . ۴

متغیر های آنها عمر طول که دارد وجود عنصر n درآن که یرید ب نظر در را n‐از‐k سیستم ی
اگر هستند. Φ۱,Φ۲, . . . ,Φn منظم نایقین توزیع های با ترتیب به ξ۱, ξ۲, . . . , ξn مستقل نایقین

صورت به زیان تابع آنگاه بیفتد، کار از T زمان از قبل سیستم که باشد صورت این به زیان

f(ξ۱, ξ۲, . . . , ξn) = T − k‐max [ξ۱, ξ۲, . . . , ξn] (٢٣ . ۴)



نایقین ریس تحلیل ١٣٢

ریس شاخص و

Risk = M{f(ξ۱, ξ۲, . . . , ξn) > ۰}. (٢۴ . ۴)

م گوید ریس شاخص قضیه است، ξ۱, ξ۲, . . . , ξn برحسب اکید کاهش تابع ی f چون است.
معادله α ریشه همان ریس شاخص که

k‐max [Φ−۱
۱ (α),Φ−۱

۲ (α), · · · ,Φ−۱
n (α)] = T. (٢۵ . ۴)

که م شود بررس آسان به

Risk = k‐min [Φ۱(T ),Φ۲(T ), . . . ,Φn(T )] (٢۶ . ۴)

مورد این در است. n‐از‐n سیستم ی اساساً سری سیستم ی که باشید داشته توجه است. برقرار
ی اساساً موازی سیستم ی بعلاوه م شود. تبدیل (١٨ . ۴) به (٢۶ . ۴) از ریس شاخص فرمول

تبدیل (٢٢ . ۴) به (٢۶ . ۴) از ریس شاخص فرمول مورد این در است. n از خروج تک سیستم
م شود.

آماده‐به‐کار سیستم ۶ . ۴

عمر طول که یرید ب نظر در دارد وجود کار به آماده عنصر n آن در که آماده‐به‐کار سیستم ی
Φ۱,Φ۲, . . . ,Φn منظم نایقین توزیع های با ترتیب به ξ۱, ξ۲, . . . , ξn مستقل نایقین متغیرهای آنها
صورت به زیان تابع آنگاه م افتد کار از T زمان از قبل سیستم که موردی عنوان به زیان اگر هستند.

f(ξ۱, ξ۲, . . . , ξn) = T − (ξ۱ + ξ۲ + · · ·+ ξn) (٢٧ . ۴)

صورت به ریس شاخص و

Risk = M{f(ξ۱, ξ۲, . . . , ξn) > ۰}. (٢٨ . ۴)

م گوید ریس شاخص قضیه است، ξ۱, ξ۲, . . . , ξn حسب بر اکید کاهش تابع ی f چون است.
معادله از α ریشه همان ریس شاخص که

Φ−۱
۱ (α) + Φ−۱

۲ (α) + · · ·+Φ−۱
n (α) = T. (٢٩ . ۴)

است.

سازه ای ریس تحلیل ٧ . ۴

نظر در را سازه ای سیستم ی .[١٠٢] شد مطالعه لیو توسط بار اولین نایقین سازه ای ریس تحلیل
هر سازه ای سیستم ی که م کنیم فرض هستند. نایقین متغیر های بار و مقاومت نقاط آن در که یرید ب
سازه ای، ریس شاخص اگر است. آن مقاومت متغیر از بیش بار متغیر افتد کار از میله هر برای زمان

صورت به ریس آنگاه است، افتاده کار از سازه ای سیستم که باشد نایقین اندازه عنوان به

Risk = M

{
n∪

i=۱
(ξi < ηi)

}
(٣٠ . ۴)



١٣٣ سازه ای ریس تحلیل

هستند. میله n بار متغیرهای η۱, η۲, . . . , ηn و مقاومت متغیر های ξ۱, ξ۲, . . . , ξn آن در که است

توزیع با ترتیب به η بار ی و ξ مقاومت متغیر ی فقط کنید فرض مورد) ترین (ساده :۵ . ۴ مثال
سازه ای ریس شاخص مورد، این در دارند. وجود Ψ و Φ منظم نایقین

Risk = M{ξ < η}.

معادله α ریشه ریس شاخص که م شود نتیجه ریس شاخص قضیه از است.

Φ−۱(α) = Ψ−۱(۱− α) (٣١ . ۴)

نایقین توزیع η بار متغیر و N (es, σs) نرمال نایقین توزیع ξ مقاومت متغیر اگر بخصوص است.
سازه ای ریس شاخص آنگاه باشند، داشته N (el, σl) نرمال

Risk =

(
۱+ exp

(
π(es − el)√
۳(σs + σl)

))−۱
(٣٢ . ۴)

است.

به و مستقل ξ۱, ξ۲, . . . , ξn مقاومت نایقین متغیر های کنید فرض ثابت) (بار های :۶ . ۴ مثال
بار متغیر های موارد، از بسیاری در دارند. Φ۲, . . . ,Φn ،Φ۱ پیوسته نایقین توزیع های ترتیب
مثال، عنوان (به م شوند گرفته نظر در c۱, c۲, . . . , cn قطع مقادیر ترتیب به η۱, η۲, . . . , ηn
م شود نتیجه استقلال و (٣٠ . ۴) از حالت، این در نیرو). قانون اساس بر مجاز وزن محدودیت های

صورت به سازه ای ریس شاخص که

Risk = M

{
n∪

i=۱
(ξi < ci)

}
=

n∨
i=۱

M{ξi < ci}

یعن است.

Risk = Φ۱(c۱) ∨ Φ۲(c۲) ∨ · · · ∨ Φn(cn). (٣٣ . ۴)

مستقل ξ۱, ξ۲, . . . , ξn مقاومت نایقین متغیر های کنید فرض مستقل) بار (متغیر های :٧ . ۴ مثال
بار متغیر های کنید، فرض همچنین دارند. Φ۱,Φ۲, . . . ,Φn منظم نایقین توزیع های ترتیب به و
این در دارند. Ψ۱,Ψ۲, . . . ,Ψn منظم نایقین توزیع های ترتیب به η۱, η۲, . . . , ηn مستقل نایقین

سازه ای ریس شاخص که م شود نتیجه استقلال و (٣٠ . ۴) از حالت،

Risk = M

{
n∪

i=۱
(ξi < ηi)

}
=

n∨
i=۱

M{ξi < ηi}

یعن است.

Risk = α۱ ∨ α۲ ∨ · · · ∨ αn (٣۴ . ۴)

معادله های ریشه ترتیب به αiها ،i = ۱,۲, . . . , n هر برای که

Φ−۱
i (α) = Ψ−۱

i (۱− α) (٣۵ . ۴)



نایقین ریس تحلیل ١٣۴

مثال عنوان به هستند. مستقل نه و ثابت نه η۱, η۲, . . . , ηn بار متغیر های ، کل حالت در هستند.
τ۱, τ۲, . . . , τm مستقل نایقین متغیر های از توابع است ن مم η۱, η۲, . . . , ηn بار متغیر های
سازه ای سیستم های چنین با باید بنابراین نیست. معتبر ر دی (٣۴ . ۴) فرمول صورت، این در باشند.

کنیم. برخورد مورد به مورد

یرید ب نظر در را ۴ . ۴ ل ش در شده داده دهنده نشان سازه ای سیستم ی سری) (سیستم :٨ . ۴ مثال
نایقین متغیر های میله، n مقاومت متغیر های که کنید فرض است. ش ی و سری در میله n شامل که
کنید فرض همچنین هستند. Φ۱,Φ۲, . . . ,Φn منظم نایقین توزیع های با ترتیب به ξ۱, ξ۲, . . . , ξn
از بار متغیر (۱ ≤ i ≤ n) i هر برای است. Ψ منظم نایقین توزیع با η نایقین متغیر ی جسم، وزن
بیش η بار متغیر هرگاه م افتد کار از سازه ای سیستم بنابراین است. جسم η جسم، وزن همان i میله
صورت به سازه ای ریس شاخص پس باشد. ξ۱, ξ۲, . . . , ξn مقاومت متغیر های از ی حداقل از

Risk = M

{
n∪

i=۱
(ξi < η)

}
= M{ξ۱ ∧ ξ۲ ∧ · · · ∧ ξn < η}

صورت به زیان تابع م شود. تعریف

f(ξ۱, ξ۲, . . . , ξn, η) = η − ξ۱ ∧ ξ۲ ∧ · · · ∧ ξn

پس است.
Risk = M{f(ξ۱, ξ۲, . . . , ξn, η) > ۰}.

قضیه از است، اکید کاهش ξ۱, ξ۲, . . . , ξn برحسب و اکید افزایش η برحسب f زیان تابع چون
معادله از α ریشه ریس شاخص که م گیریم نتیجه ریس شاخص

Ψ−۱(۱− α)− Φ−۱
۱ (α) ∧ Φ−۱

۲ (α) ∧ · · · ∧ Φ−۱
n (α) = ۰ (٣۶ . ۴)

معادله های ریشه  ترتیب به i = ۱,۲, . . . , n هر برای αi کنید فرض معادل، طور به یا است.

Ψ−۱(۱− α) = Φ−۱
i (α) (٣٧ . ۴)

صورت به سازه ای ریس شاخص آنگاه هستند.

Risk = α۱ ∨ α۲ ∨ · · · ∨ αn (٣٨ . ۴)

است.

و میله ٢ شامل که یرید ب نظر در را ۵ . ۴ ل ش در شده داده نشان سازه ای سیستم ی :٩ . ۴ مثال
به ξ۲و ξ۱ نایقین متغیرهای میله، راست و چپ از مقاومت متغیرهای که کنید فرض است. ش ی
با η نایقین متغیر ی جسم وزن که کنید فرض همچنین هستند. Φ۲ و Φ۱ نایقین توزیع با ترتیب

با ترتیب به میله ها راست و چپ از بار متغیر های مورد، این در است. Ψ منظم نایقین توزیع

η sin θ۲
sin(θ۱ + θ۲)

,
η sin θ۱

sin(θ۱ + θ۲)



١٣۵ سازه ای ریس تحلیل

/ / / / / / / / / / / / / / / /.................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................
..................
..................
.......................................................................................... · · · ·· · · ·· · · ·· · · ·

ش ی و میله n با سازه ای سیستم ی :۴ . ۴ ل ش

آن مقاومت متغیر از بیش متغیربار میله، هر برای هرگاه م افتد کار از سازه ای سیستم بنابراین، است.
صورت به سازه ای ریس شاخص پس باشد.

Risk = M

{(
ξ۱ <

η sin θ۲
sin(θ۱ + θ۲)

)
∪
(
ξ۲ <

η sin θ۱
sin(θ۱ + θ۲)

)}
= M

{(
ξ۱

sin θ۲
<

η

sin(θ۱ + θ۲)

)
∪
(

ξ۲
sin θ۱

<
η

sin(θ۱ + θ۲)

)}
= M

{
ξ۱

sin θ۲
∧ ξ۲

sin θ۱
<

η

sin(θ۱ + θ۲)

}
م شود تعریف زیر صورت به زیان تابع است.

f(ξ۱, ξ۲, η) =
η

sin(θ۱ + θ۲)
− ξ۱

sin θ۲
∧ ξ۲

sin θ۱
.

آنگاه
Risk = M{f(ξ۱, ξ۲, η) > ۰}.

شاخص قضیه از است، اکید کاهش ξ۱, ξ۲ برحسب و اکید افزایش η برحسب f زیان تابع چون
معادله از α ریشه ریس شاخص که م گیریم نتیجه ریس

Ψ−۱(۱− α)

sin(θ۱ + θ۲)
− Φ−۱

۱ (α)

sin θ۲
∧ Φ−۱

۲ (α)

sin θ۱
= ۰ (٣٩ . ۴)

معادله ریشه α۱ کنید فرض طورمعادل، به یا است.

Ψ−۱(۱− α)

sin(θ۱ + θ۲)
=

Φ−۱
۱ (α)

sin θ۲
(۴٠ . ۴)



نایقین ریس تحلیل ١٣۶

معادله ریشه α۲ و

Ψ−۱(۱− α)

sin(θ۱ + θ۲)
=

Φ−۱
۲ (α)

sin θ۱
(۴١ . ۴)

صورت به سازه ای ریس شاخص پس است.

Risk = α۱ ∨ α۲. (۴٢ . ۴)

است.

/ / / / / / / / / / / / / / / /..............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................
.....................
.....................
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.....................
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.....................
.....................
.....................
.....................
.....................
..................

..................................................................................................................................................................
..................
..................
..........................................................................................

θ۱ θ۲

· · · ·· · · ·· · · ·· · · ·

...........................................

ش ی و میله ٢ با سازه ای سیستم ی :۵ . ۴ ل ش

گذاری سرمایه ریس تحلیل ٨ . ۴

ی کنید فرض شد. مطالعه [١٠٢] لیو توسط بار اولین برای نایقین گذاری سرمایه ریس تحلیل
منزله به زیان اگر هستند. ξ۱, ξ۲, . . . , ξn نایقین متغیرهای آنها بازده که دارد پروژه n گذاری سرمایه
مثال، عنوان (به باشد cمشخص مقدار ی از کمتر ξ۱ + ξ۲ + · · ·+ ξnبازده مجموع که باشد آن

گذاری سرمایه ریس شاخص آنگاه بهره) نرخ

Risk = M{ξ۱ + ξ۲ + · · ·+ ξn < c} (۴٣ . ۴)

Φ۱,Φ۲, . . . ,Φn نایقین توزیع های با ترتیب به مستقل نایقین متغیرهای ξ۱, ξ۲, . . . , ξn اگر است.
معادله از α ریشه گذاری، سرمایه ریس شاخص آنگاه باشند،

Φ−۱
۱ (α) + Φ−۱

۲ (α) + · · ·+Φ−۱
n (α) = c (۴۴ . ۴)

است.

خطر در دارایی ٩ . ۴

است. شده داده زیر تعریف با خطر در دارایی مفهوم (١٠ . ۴) ریس شاخص زین جای عنوان به



١٣٧ انتظار مورد زیان

تابع و است ξ۱, ξ۲, · · ·, ξn نایقین عوامل شامل سیستم ی که کنید فرض [١٣٠] ٣ . ۴ تعریف
صورت به خطر در دارایی آنگاه دارد. f زیان

VaR(α) = sup{x |M{f(ξ۱, ξ۲, . . . , ξn) ≥ x} ≥ α} (۴۵ . ۴)

م شود. تعریف

نادیده راست چول توزیع از درصد α وقت ن، مم زیان حداکثر VaR(α) که باشید داشته توجه
با VaR(α) تجاوزکردن f(ξ۱, ξ۲, . . . , ξn) زیان ر، دی عبارت به م دهد. نشان را شود، گرفته
آنگاه باشد پیوسته f(ξ۱, ξ۲, . . . , ξn) نایقین توزیع اگر ببینید. را ۶ . ۴ ل ش است. α نایقین اندازه

VaR(α) = sup {x |Φ(x) ≤ ۱− α} . (۴۶ . ۴)

آنگاه باشد داشته وجود آن نایقین معکوس توزیع Φ−۱(α) اگر

VaR(α) = Φ−۱(۱− α). (۴٧ . ۴)

است. α حسب بر نوا ی کاهش تابع ی VaR(α) که داد نشان م توان آسان به همچنین
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۱
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....................................................................................................................................................
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خطر در دارایی :۶ . ۴ ل ش

ξ۱, ξ۲, . . . , ξn نایقین متغیر های شامل سیستم ی خطر) در دارایی قضیه ،[١٣٠]) ٣ . ۴ قضیه
زیان تابع کنید فرض یرید. ب نظر در را Φ۱,Φ۲, . . . ,Φn منظم نایقین توزیع های با ترتیب به
ξm+۱, ξm+۲, · · · , ξn برحسب و اکید افزایش ξ۱, ξ۲, . . . , ξm برحسب f(ξ۱, ξ۲, . . . , ξn)

پس است، اکید کاهش

VaR(α) = f(Φ−۱
۱ (۱− α), . . . ,Φ−۱

m (۱− α),Φ−۱
m+۱(α), . . . ,Φ

−۱
n (α)). (۴٨ . ۴)

نایقین توزیع f(ξ۱, ξ۲, . . . , ξn) زیان که م گیریم نتیجه نایقین متغیرهای عملیات قانون از برهان:
معکوس

Φ−۱(α) = f(Φ−۱
۱ (α), . . . ,Φ−۱

m (α),Φ−۱
m+۱(۱− α), . . . ,Φ−۱

n (۱− α))

م شود. نتیجه (۴٧ . ۴) از بلافاصله قضیه م ح دارد.



نایقین ریس تحلیل ١٣٨

انتظار مورد زیان ١٠ . ۴

زیان انتظار مورد مقدار همان که کردند، مطرح را انتظار مورد زیان مفهوم [١١٩] و رالس – لیو
داده زیر در قراردادی تعریف ی است. f(ξ۱, ξ۲, . . . , ξn) > ۰ فرض با f(ξ۱, ξ۲, . . . , ξn)

است. شده

زیان تابع و است ξ۱, ξ۲, · · ·, ξn نایقین عامل های شامل سیستم ی کنید فرض [١١٩] ۴ . ۴ تعریف
صورت به انتظار مورد زیان آنگاه دارد. f

L =

∫ +∞

۰
M{f(ξ۱, ξ۲, . . . , ξn) ≥ x}dx (۴٩ . ۴)

م شود. تعریف

داریم باشد، f(ξ۱, ξ۲, . . . , ξn) زیان نایقین توزیع Φ(x) اگر

L =

∫ +∞

۰
(۱− Φ(x))dx. (۵٠ . ۴)

انتظار مورد زیان آنگاه باشد داشته وجود Φ−۱(α) معکوس نایقین اگرتوزیع

L =

∫ ۱

۰

(
Φ−۱(α)

)+
dα (۵١ . ۴)

است.
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انتظار مورد زیان :٧ . ۴ ل ش

مستقل نایقین متغیرهای شامل سیستم ی کنید فرض انتظار) مورد زیان قضیه ،[١١٩]) ۴ . ۴ قضیه
تابع کنید فرض است. Φ۱,Φ۲, . . . ,Φn منظم نایقین توزیع های با ترتیب به ξ۱, ξ۲, . . . , ξn
،ξm+۱ برحسب اکید کاهش و ξ۱, ξ۲, . . . , ξm برحسب اکید افزایش f(ξ۱, ξ۲, . . . , ξn) زیان

صورت به انتظار مورد زیان مقدار صورت این در است، ξm+۲, . . . , ξn

L =

∫ ۱

۰
f+(Φ−۱

۱ (α), . . . ,Φ−۱
m (α),Φ−۱

m+۱(۱− α), . . . ,Φ−۱
n (۱− α))dα (۵٢ . ۴)



١٣٩ خطر توزیع

است.
نایقین توزیع f(ξ۱, ξ۲, . . . , ξn) زیان که م شود حاصل نایقین متغیر های عملیات قانون از برهان:

معکوس

Φ−۱(α) = f(Φ−۱
۱ (α), . . . ,Φ−۱

m (α),Φ−۱
m+۱(۱− α), . . . ,Φ−۱

n (۱− α)).

م شود. حاصل (۵١ . ۴) از مستقیاً قضیه م ح . دارد

خطر توزیع ١١ . ۴

نایقین توزیع با نایقین متغیر ی آن م کنیم فرض اکنون است. عنصر تعدادی عمر طول ξ کنید فرض
مانده طول است، کردن کار حال در عنصر که م شود مشاهده t زمان های از برخ در باشد. Φ پیشین

م دهد. پاسخ را سوال این زیر تعریف چیست؟ عنصر عمر

است. عنصر تعدادی عمر طول دهنده نشان ، نامنف نایقین متغیر ی ξ کنید فرض [٩٠] ۵ . ۴ تعریف
t زمان در خطر توزیع آنگاه باشد، داشته Φ پیشین نایقین توزیع ξ اگر

Φ(x|t) =



۰, Φ(x) ≤ Φ(t) اگر
Φ(x)

۱− Φ(t)
∧ ۰٫۵, Φ(t) < Φ(x) ≤ (۱+Φ(t))/۲ اگر

Φ(x)− Φ(t)

۱− Φ(t)
, (۱+Φ(t))/۲ ≤ Φ(x) اگر

(۵٣ . ۴)

است. ξ > t شرط با ξ شرط نایقین توزیع همان که است،

این با t زمان از بعد عنصر عمر از مانده زمان پسین، نایقین توزیع همان واقع در خطر توزیع
م باشد. است، کردن کار حال در t لحظه در که فرض

باشد. a < t < b با حقیق عدد ی t و L(a, b) خط نایقین متغیر ی ξ کنید فرض :١ . ۴ تمرین
t زمان در خطر توزیع دهید نشان

Φ(x|t) =



۰, x ≤ t اگر
x− a

b− t
∧ ۰٫۵, t < x ≤ (b+ t)/۲ اگر

x− t

b− t
∧ ۱, (b+ t)/۲ ≤ x اگر

است.

نایقین عامل های شامل سیستم ی کنید فرض ( شرط ریس شاخص قضیه ،[٩٠]) ۵ . ۴ قضیه
به مستقل نایقین متغیر های ξ۱, ξ۲, . . . , ξn کنید فرض دارد. f زیان تابع و است ξ۱, ξ۲, · · ·, ξn
حسب بر اکید افزایش f(ξ۱, ξ۲, . . . , ξn) و Φ۱,Φ۲, . . . ,Φn منظم نایقین توزیع های با ترتیب
همه که شود مشاهده اگر است. ξm+۱, ξm+۲, . . . , ξn حسب بر اکید کاهش و ξ۱, ξ۲, . . . , ξm

معادله از α ریشه ریس شاخص آنگاه هستند، کردن کار حال در t زمان برخ در عناصر

f(Φ−۱
۱ (۱− α|t), . . . ,Φ−۱

m (۱− α|t),Φ−۱
m+۱(α|t), . . . ,Φ

−۱
n (α|t)) = ۰ (۵۴ . ۴)



نایقین ریس تحلیل ١۴٠

با و هستند خطر توزیع های i = ۱,۲, . . . , n برای Φi(x|t) که است

Φi(x|t) =



۰, Φi(x) ≤ Φi(t) اگر
Φi(x)

۱− Φi(t)
∧ ۰٫۵, Φi(t) < Φi(x) ≤ (۱+Φi(t))/۲ اگر

Φi(x)− Φi(t)

۱− Φi(t)
, (۱+Φi(t))/۲ ≤ Φi(x) اگر

(۵۵ . ۴)

م شوند. مشخص

م شود. تعیین (۵۵ . ۴) وسیله به عنصر هر خطر توزیع که م گیریم نتیجه ۵ . ۴ تعریف از برهان:
م آید. دست به ٢ . ۴ قضیه از مستقیماً شرط ریس شاخص بنابراین

و تعریف را شرط انتظار مورد زیان مقدار قضیه و شرط خطر معرض در مقدار قضیه :٢ . ۴ تمرین
کنید. ثابت

کتابشناس نکات ١٢ . ۴

که نایقین اندازه عنوان به ریس شاخص آن در که ٢٠١٠ در [٩٠] لیو توسط نایقین ریس تحلیل
ابزار این شد. مطرح است، شده ثابت ریس شاخص قضیه ی و م دهد رخ مشخص زیان ی
سرمایه ریس تحلیل و سازه ای ریس تحلیل برای [١٠٢] لیو توسط آمیزی موفقیت طور به همچنین
را خطر در دارایی مفهوم [١٣٠] پنگ ، ریس شاخص زین جای ی عنوان به شد. استفاده گذاری
م شود. گرفته نادیده راست چول توزیع وقت ن، مم زیان حداکثر که معنا این به کرد. پیشنهاد
زیان نایقین اندازه تنها نه که کردند مطالعه را انتظار مورد زیان مفهوم [١١٩] و رالس لیو‐ همچنین

م گیرد. نظر در نیز را آن شدت ه بل



۵ فصل

نایقین اطمینان تحلیل

نایقین نظریه از استفاده با سیستم اطمینان پذیری بررس برای ابزاری نایقین اطمینان تحلیل و تجزیه
شاخص محاسبه برای مفید فرمول های برخ و ارائه اطمینان پذیری از تعریف فصل این در است.

م شود. ارائه اطمینان پذیری

ساختار تابع ١ . ۵

(شامل عضو هر که شوند ساده دودویی سیستم ی به است ن مم واقع سیستم های از بسیاری
با را i = ۱,۲, . . . , n برای عنصر امین i حالت های دارد. معیوب و سالم حالت دو سیستم) خود

م کنیم مشخص دودویی متغیرهای

xi =

{
۱, کند کار i عنصر اگر
۰, افتد کار از i عنصر اگر .

(١ . ۵)

دودویی متغیر با را سیستم وضعیت همچنین

X =

{
۱, کند کار سیستم اگر
۰, افتد کار از سیستم اگر

(٢ . ۵)

ساختار تابع به كه اعضایش وضعیت وسیله به كامل طور به سیستم وضعیت معمولا، م دهیم. نشان
م شود. مشخص است، معروف

یك f تابع شد. با x۱, x۲, . . . , xn عناصر شامل دودویی سیستم یك X كنید فرض ١ . ۵ تعریف
هرگاه م شود نامیده X از ساختار تابع

X = ۱ اگر تنها و اگر f(x۱, x۲, . . . , xn) = ۱. (٣ . ۵)

سیستم ساختار تابع f آن در که ،f(x۱, x۲, . . . , xn) = ۰ اگر تنها و اگر X = ۰ كه است واضح
است.



نایقین اطمینان تحلیل ١۴٢

ورودی ........................................................................ ...............
...........................................................................

..................

.........................................................................................................................
١ .............................................................................................................................................................خروج

..................

................................................................................................ ٢ .............................................................................................................................................................
..................
................................................................................................ ٣ ........................................................................ ...............

سری. سیستم ی :١ . ۵ ل ش

یعن است، {۰,۱} به {۰,۱}n از نگاشت ساختار تابع سری سیستم یك برای :١ . ۵ مثال

f(x۱, x۲, . . . , xn) = x۱ ∧ x۲ ∧ · · · ∧ xn. (۴ . ۵)

یعن است.، {۰,۱} به {۰,۱}n از نگاشت ساختار تابع موازی، سیستم یك برای :٢ . ۵ مثال

f(x۱, x۲, . . . , xn) = x۱ ∨ x۲ ∨ · · · ∨ xn. (۵ . ۵)

ورودی ........................................................................ ...............

...........................................................................
..................
..................
..................
..................
..........................................................................

.........................................................
..................
........................................................................................................................................................................ ١
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................................................................................................................................. ............... خروج

موازی. سیستم ی :٢ . ۵ ل ش

كند، كار عنصر n از عنصر k حداقل كه زمان تا n‐از‐k سیستم یك برای ساختار تابع :٣ . ۵ مثال
یعن است، {۰,۱} به {۰,۱}n از نگاشت

f(x۱, x۲, . . . , xn) = k‐max [x۱, x۲, . . . , xn]. (۶ . ۵)

سری سیستم یك k = n كه وقت و موازی سیستم یك n‐از‐k سیستم k = ۱ كه وقت بخصوص
است.

اطمینان پذیری شاخص ٢ . ۵

یعن م شود، داده نمایش دودویی نایقین متغیر با معمولا دودویی سیستم یك از عنصر هر

ξ =

{ ۱ a نایقین اندازه با

۰ ۱− a نایقین اندازه با
(٧ . ۵)

عنوان به اطمینان پذیری شاخص است. a اطمینان پذیری با نایقین متغیر یك ξ م گوییم حالت، این در
م شود. تعریف م كند، كار كه سیستم نایقین اندازه

تابع یك و ξ۱, ξ۲, · · · , ξn نایقین عناصر دارای دودویی سیستم یك كنید فرض [٩٠] ٢ . ۵ تعریف
م كند، كار كه سیستم از نایقین اندازه یك اطمینان پذیری، شاخص صورت این در است. f ساختار

یعن است.

اطمینان پذیری = M{f(ξ۱, ξ۲, . . . , ξn) = ۱}. (٨ . ۵)



١۴٣ n‐از‐k سیستم

f ساختار تابع و ،ξ۱, ξ۲, . . ., ξn نایقین عناصر شامل سیستم ی کنید فرض [٩٠] ١ . ۵ قضیه
an ،a۱, a۲, . . . اطمینان پذیری با ترتیب به و مستقل نایقین عناصر ξ۱, ξ۲, . . . , ξn اگر است.

صورت به اطمینان شاخص آنگاه باشند،

اطمینان پذیری =



sup
f(x۱,x۲,...,xn)=۱

min
۱≤i≤n

νi(xi),

sup
f(x۱,x۲,...,xn)=۱

min
۱≤i≤n

νi(xi) < ۰٫۵ اگر

۱− sup
f(x۱,x۲,...,xn)=۰

min
۱≤i≤n

νi(xi),

sup
f(x۱,x۲,...,xn)=۱

min
۱≤i≤n

νi(xi) ≥ ۰٫۵ اگر

(٩ . ۵)

زیر صورت به ترتیب به i = ۱,۲, . . . , n برای νi و م باشند یك یا صفر xiها درآن كه ، است
م شود. تعریف

νi(xi) =

{
ai, xi = ۱ اگر
۱− ai, xi = ۰ اگر

(١٠ . ۵)

معادله م باشد، ساختار تابع یك f و هستند مستقل و نایقین متغیرهای ξ۱, ξ۲, . . . , ξn چون برهان:
م شود. نتیجه ٢ . ٢١ قضیه و ٢ . ۵ تعریف از بلافاصله (٩ . ۵)

سری سیستم ٣ . ۵

در a۱, a۲, . . . , an اطمینان پذیری با ترتیب به ξn ξ۱, ξ۲, . . . , نایقین عناصر با سری سیستم ی
صورت به آن ساختار تابع كه کنید توجه یرید. ب نظر

f(x۱, x۲, . . . , xn) = x۱ ∧ x۲ ∧ · · · ∧ xn. (١١ . ۵)

صورت به آن شاخص اطمینان پذیری، شاخص قضیه اساس بر است.

اطمینان پذیری = M{ξ۱ ∧ ξ۲ ∧ · · · ∧ ξn = ۱} = a۱ ∧ a۲ ∧ · · · ∧ an. (١٢ . ۵)

است.

موازی سیستم ۴ . ۵

را a۱, a۲, . . . , an اطمینان پذیری با ترتیب به ξn ،ξ۱, ξ۲, . . . نایقین عناصر با موازی سیستم یك
صورت به آن ساختار تابع كه كنید توجه یرید. ب نظر در

f(x۱, x۲, . . . , xn) = x۱ ∨ x۲ ∨ · · · ∨ xn. (١٣ . ۵)

صورت به آن شاخص اطمینان پذیری، شاخص قضیه اساس بر است.

اطمینان پذیری = M{ξ۱ ∨ ξ۲ ∨ · · · ∨ ξn = ۱} = a۱ ∨ a۲ ∨ · · · ∨ an. (١۴ . ۵)

است.



نایقین اطمینان تحلیل ١۴۴

n‐از‐k سیستم ۵ . ۵

با ترتیب به · · · , ξn ،ξ۱, ξ۲ مستقل نایقین عناصر شامل عنصر، n از عنصر kشامل سیستم یك
دارد دودویی ل ش ساختار تابع که كنید توجه یرید. ب نظر در را a۱, a۲, . . . , an اطمینان پذیری

f(x۱, x۲, . . . , xn) = k‐max [x۱, x۲, . . . , xn]. (١۵ . ۵)

یعن م شود، نتیجه a۱, a۲, . . . , an از مقدار بزرگترین k‐امین اطمینان پذیری شاخص قضیه از این

اطمینان پذیری = k‐max[a۱, a۲, . . . , an]. (١۶ . ۵)

شاخص فرمول حالت، این در است. n‐از‐n سیستم یك اساساً سری سیستم كه كنید توجه
‐ ١ سیستم یك اساساً موازی سیستم همچنین، م شود. تبدیل (١٢ . ۵) به (١۶ . ۵) اطمینان پذیری

م شود. تبدیل (١۴ . ۵) به ،(١۶ . ۵) فرمول حالت این در است. n‐از

کل سیستم ۶ . ۵

ن نامم امری تقریباً عموم سیستم های برای اطمینان پذیری ریسك از تحلیل فرمول یك كردن پیدا
داده نشان ل ش در كه پل سیستم یك كنیم. استفاده عددی روش های از باید صورت این در است.
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پل سیستم ی :٣ . ۵ ل ش

ξ۱, ξ۲, ξ۳, ξ۴, ξ۵ با آنها وضعیت كه مستقل نایقین عنصر ۵ شامل كه یرید ب نظر در را است، شده
سیستم و كنند، كار آن عناصر تمام اگر تنها و اگر م كند كار آن مسیر هر كنید فرض م شود. مشخص
ساختار تابع پس م کنند. کار آن عناصر که باشد داشته وجود مسیر یك اگر تنها و اگر م كند كار

صورت به پل سیستم

f(x۱, x۲, x۳, x۴, x۵) = (x۱ ∧ x۴) ∨ (x۲ ∧ x۵) ∨ (x۱ ∧ x۳ ∧ x۵) ∨ (x۲ ∧ x۳ ∧ x۴).

اطمینان پذیری نایقین و مستقل عنصر ۵ كه كنید فرض است.

۰٫۹۱, ۰٫۹۲, ۰٫۹۳, ۰٫۹۴, ۰٫۹۵

صورت به اطمینان پذیری شاخص دارند. نایقین اندازه حسب بر

اطمینان پذیری = M{f(ξ۱, ξ۲, . . . , ξ۵) = ۱} = ۰٫۹۲

است. نایقین اندازه در



١۴۵ کتابشناس نکات

کتابشناس نکات ٧ . ۵

به اطمینان پذیری شاخص آن در كه شد معرف [٩٠] لیو توسط ٢٠١٠ سال در نایقین اطمینان تحلیل
است. شده ثابت اطمینان شاخص قضیه و شده تعریف م كند كار كه سیستم اطمینان معیار عنوان
کانگ‐ زِنگ‐ ،[٣٨] گائو‐یائو ،[٢٠۶] زِنگ‐وِن‐کانگ توسط نایقین اطمینان پذیری آن، از پس

شد. مطالعه [٣۵] گائو‐یائو‐ژوو‐کِ [٢٢٢] زوو‐کانگ‐وِن‐ژانگ وِنگ‐زیو[٢٠٧][٢٠٨]،





۶ فصل

نایقین گزاره ای منطق

است منطق از شاخه ای م شود، شروع میلاد) از پیش ٣٨ ‐ ٣٢٢۴) ارسطو کار از که گزاره ای، منطق
بررس اند، شده ایجاد منطق رابطه های و ساده تر گزاره های از که را پیچیده ای جملات خواص که

عبارت های م شوند، گرفته نظر در گزاره ای منطق در که گزاره هایی که باشید داشته توجه م کند.
دو. هر نه و هستند نادرست یا درست که هستند آنهایی اما نیستند، دلخواه

بول نایقین متغیر ی با گزاره هر آن در که است گزاره ای منطق تعمیم نایقین، گزاره ای منطق
فصل این م شود.  بیان گزاره درست نایقین اندازه عنوان به آن درست ارزش و م شود داده نشان
خواهد درست ارزش قضیه و ، درست ارزش تعریف نایقین، گزاره  جمله از نایقین، گزاره ای منطق با

م کند. معرف را نایقین گزاره نمای منطق همچنین فصل این پرداخت. 

نایقین گزاره ١ . ۶

گیری اندازه نایقین اندازه ی با آن درست ارزش که است عبارت نایقین گزاره ی [٧٩] ١ . ۶ تعریف
م شود.

نایقین اندازه در آن درست ارزش بیان برای α از و باشد نایقین گزاره ی X اگر که معن به این
است. بول نایقین متغیر ی اساساً X نایقین گزاره آنگاه شود، استفاده

X =

{
۱ α نایقین اندازه با
۰ ۱− α نایقین اندازه با

(١ . ۶)

است. نادرست X یعن X = ۰ و است درست X که است معن بدان X = ۱ آن در که

بلند قد تام » آن در که است، نایقین گزاره ی است.» بلند قد ۰٫۷ درست ارزش با «تام :١ . ۶ مثال
است. ۰٫۷ نایقین اندازه در آن درست ارزش و است، گزاره ی است»

جوان «جان آن در که است، نایقین گزاره ی است.» جوان ۰٫۸ درست ارزش با «جان :٢ . ۶ مثال
است. نایقین اندازه در ۰٫۸ آن درست ارزش و گزاره است»،

ن «پ آن در که است نایقین گزاره ای است» ۰٫۹ درست ارزش با بزرگ شهر ی ن «پ :٣ . ۶ مثال
است. ۰٫۹ نایقین اندازه در آن درست ارزش که است گزاره ی است» بزرگ شهر ی



نایقین گزاره ای منطق ١۴٨

ارتباط نمادهای

و ، → شرط نماد ،∨ فصل نماد ، ∧ عطف نماد ،¬ نف نماد به ،Y و Xگزاره  ای نماد بر علاوه
که باشید داشته توجه داریم. نیاز ↔ دوشرط نماد

¬X یعن X “ که نیست چنین” (٢ . ۶)

X ∧ Y یعن “X و Y ” (٣ . ۶)

X ∨ Y یعن “X یا Y ” (۴ . ۶)

X → Y = (¬X) ∨ Y یعن “اگر Y گاه آن x”, (۵ . ۶)

X ↔ Y = (X → Y ) ∧ (Y → X) یعن “Y اگر تنها و اگر X”. (۶ . ۶)

نایقین گزاره های از بول تابع

آنها بول تابع پس هستند. نایقین گزاره های X۱, X۲, . . . , Xn فرض

Z = f(X۱, X۲, . . . , Xn) (٧ . ۶)

معقول جمله ای که آن شرط به است نایقین گزاره ای نیز Z ترتیب همین به است. بول نایقین متغیر
مثلا، است. رابط نمادهای و نایقین گزاره های از دنباله ی بول تابع چنین معمولا باشد.

Z = ¬X۱, Z = X۱ ∧ (¬X۲), Z = X۱ → X۲ (٨ . ۶)

هستند. نایقین گزاره های همه

نایقین گزاره های استقلال

کنید فرض باشند. مستقل نایقین متغیر های آنها اگر م شوند نامیده مستقل نایقین گزاره های
پس هستند. مستقل نایقین گزاره های X۱, X۲, . . . , Xn

f۱(X۱), f۲(X۲) . . . , fn(Xn) (٩ . ۶)

X۱, X۲, . . . , X۵ اگر مثلا هستند. · · · , fn ،f۱, f۲ بول تابع هر برای مستقل نایقین گزاره های نیز
هستند. مستقل نیز ¬X۱, X۲ ∨X۳, X۴ → X۵ آنگاه باشند، مستقل نایقین گزاره های

درست ارزش ٢ . ۶

گزاره درست ی اندازه عنوان به و است نایقین گزاره  ای منطق در کلیدی مفهوم ی درست ارزش
م شود. تعریف نایقین



١۴٩ درست ارزش

اندازه عنوان به X درست ارزش پس است. نایقین گزاره ی X کنید فرض [٧٩] ٢ . ۶ تعریف
مثال عنوان به م شود. تعریف x درست نایقین

T (X) = M{X = ۱}. (١٠ . ۶)

پس . است α درست ارزش با نایقین گزاره ی X کنید فرض :۴ . ۶ مثال

T (¬X) = M{X = ۰} = ۱− α. (١١ . ۶)

هستند، β و α درست ارزش های با ترتیب به نایقین مستقل گزاره دو Y و X کنید فرض :۵ . ۶ مثال
پس

T (X ∧ Y ) = M{X ∧ Y = ۱} = M{(X = ۱) ∩ (Y = ۱)} = α ∧ β, (١٢ . ۶)

T (X ∨ Y ) = M{X ∨ Y = ۱} = M{(X = ۱) ∪ (Y = ۱)} = α ∨ β, (١٣ . ۶)

T (X → Y ) = T (¬X ∨ Y ) = (۱− α) ∨ β. (١۴ . ۶)

گزاره ی X ∨ ¬X پس است. نایقین گزاره ی X کنید فرض ثالث) طرد (قانون ١ . ۶ قضیه
یعن است، درست همواره

T (X ∨ ¬X) = ۱. (١۵ . ۶)

که م شود نتیجه نایقین اندازه خاصیت و درست ارزش تعریف از برهان:

T (X ∨ ¬X) = M{X ∨ ¬X = ۱} = M{(X = ۱) ∪ (X = ۰)} = M{Γ} = ۱

م شود. ثابت قضیه و

است، تناقض ی X ∧¬X پس است. نایقین گزاره ی X کنید فرض تناقض) (قانون ٢ . ۶ قضیه
یعن

T (X ∧ ¬X) = ۰. (١۶ . ۶)

که م شود نتیجه نایقین اندازه خاصیت و درست ارزش تعریف از برهان:

T (X ∧ ¬X) = M{X ∧ ¬X = ۱} = M{(X = ۱) ∩ (X = ۰)} = M{∅} = ۰

م شود. ثابت قضیه و

داریم پس است. نایقین گزاره ی X کنید فرض ( درست بقای (قانون ٣ . ۶ قضیه

T (X) + T (¬X) = ۱. (١٧ . ۶)
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که م شود نتیجه نایقین اندازه دوگان اصل از برهان:

T (¬X) = M{¬X = ۱} = M{X = ۰} = ۱−M{X = ۱} = ۱− T (X)

م شود. ثابت قضیه و

است، درست همواره گزاره ی X → X پس است. نایقین گزاره ی X کنید فرض ۴ . ۶ قضیه
یعن

T (X → X) = ۱. (١٨ . ۶)

که م شود نتیجه ثالث طرد قانون و شرط نماد تعریف از برهان:

T (X → X) = T (¬X ∨X) = ۱

م شود. ثابت قضیه و

داریم پس است. نایقین گزاره ی X کنید فرض ۵ . ۶ قضیه

T (X → ¬X) = ۱− T (X). (١٩ . ۶)

م شود نتیجه ثالث طرد قانون و شرط نماد تعریف از برهان:

T (X → ¬X) = T (¬X ∨ ¬X) = T (¬X) = ۱− T (X)

م شود. ثابت قضیه و

داریم Y و X نایقین گزاره دو هر برای مورگان) دِ (قانون ۶ . ۶ قضیه

T (¬(X ∧ Y )) = T ((¬X) ∨ (¬Y )), (٢٠ . ۶)

T (¬(X ∨ Y )) = T ((¬X) ∧ (¬Y )). (٢١ . ۶)

م شود نتیجه نایقین اندازه  اساس خواص از برهان:

T (¬(X ∧ Y )) = M{X ∧ Y = ۰} = M{(X = ۰) ∪ (Y = ۰)}
= M{(¬X) ∨ (¬Y ) = ۱} = T ((¬X) ∨ (¬Y ))

است. برقرار نیز دوم برابری مشابه روش به م کند. ثابت را اول برابری که

داریم Y و X نایقین دلخواه گزاره های برای گزاره) نقیض (قانون ٧ . ۶ قضیه

T (X → Y ) = T (¬Y → ¬X). (٢٢ . ۶)

م شود نتیجه نایقین اندازه اساس خواص و شرط نماد تعریف از برهان:

T (X → Y ) = M{(¬X) ∨ Y = ۱} = M{(X = ۰) ∪ (Y = ۱)}
= M{Y ∨ (¬X) = ۱} = T (¬Y → ¬X)

م شود. ثابت قضیه و



١۵١ و چن‐رالس قضیه

و چن‐رالس قضیه ٣ . ۶

ارزش محاسبه برای عددی روش ی و دارد نایقین گزاره ای منطق مهم در سهم و چن‐رالس قضیه
م کند. فراهم گزاره ها درست

مستقل نایقین گزاره های X۱, X۲, . . . , Xn که کنید فرض ([٨] و چن‐رالس (قضیه ٨ . ۶ قضیه
نایقین گزاره ،f بول تابع ی برای پس هستند. α۱, α۲, · · ·, αn درست ارزش با ترتیب به

Z = f(X۱, X۲, . . . , Xn). (٢٣ . ۶)

دارد. درست ارزش

T (Z) =



sup
f(x۱,x۲,...,xn)=۱

min
۱≤i≤n

νi(xi),

sup
f(x۱,x۲,...,xn)=۱

min
۱≤i≤n

νi(xi) < ۰٫۵ اگر

۱− sup
f(x۱,x۲,...,xn)=۰

min
۱≤i≤n

νi(xi),

sup
f(x۱,x۲,...,xn)=۱

min
۱≤i≤n

νi(xi) ≥ ۰٫۵ اگر

(٢۴ . ۶)

توسط νi و م گیرد را ١ یا ۰ مقدار xi ترتیب، به i = ۱,۲, . . . , n هر برای آن در که

νi(xi) =

{
αi, xi = ۱ اگر

۱− αi, xi = ۰ اگر
(٢۵ . ۶)

م شود. تعریف

داریم بلافاصله ما ،f(X۱, X۲, . . . , Xn) = ۱ اگر تنها و اگر Z = ۱ چون برهان:

T (Z) = M{f(X۱, X۲, . . . , Xn) = ۱}.

م شود. نتیجه ٢ . ٢١ قضیه از مستقیماً (٢۴ . ۶) معادله بنابراین

α۲ و α۱ درست ارزش با ترتیب به نایقین گزاره های و مستقل X۲ و X۱ کنید فرض :۶ . ۶ مثال
پس هستند.

Z = X۱ ↔ X۲ (٢۶ . ۶)

کنیم تعریف اگر Z = f(X۱, X۲) است واضح است. نایقین گزاره ی

f(۱,۱) = ۱, f(۱,۰) = ۰, f(۰,۱) = ۰, f(۰,۰) = ۱.

داریم ابتدا

sup
f(x۱,x۲)=۱

min
۱≤i≤۲

νi(xi) = max{α۱ ∧ α۲, (۱− α۱) ∧ (۱− α۲)},
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sup
f(x۱,x۲)=۰

min
۱≤i≤۲

νi(xi) = max{(۱− α۱) ∧ α۲, α۱ ∧ (۱− α۲)}.

داریم α۲ ≥ ۰٫۵ و α۱ ≥ ۰٫۵ وقت

sup
f(x۱,x۲)=۱

min
۱≤i≤۲

νi(xi) = α۱ ∧ α۲ ≥ ۰٫۵.

که م شود نتیجه و چن‐رالس قضیه از

T (Z) = ۱− sup
f(x۱,x۲)=۰

min
۱≤i≤۲

νi(xi) = ۱− (۱− α۱) ∨ (۱− α۲) = α۱ ∧ α۲.

داریم ،α۲ < ۰٫۵ و α۱ ≥ ۰٫۵ وقت

sup
f(x۱,x۲)=۱

min
۱≤i≤۲

νi(xi) = (۱− α۱) ∨ α۲ ≤ ۰٫۵.

که م شود نتیجه و چن‐رالس قضیه از

T (Z) = sup
f(x۱,x۲)=۱

min
۱≤i≤۲

νi(xi) = (۱− α۱) ∨ α۲.

داریم α۲ ≥ ۰٫۵ و α۱ < ۰٫۵ وقت

sup
f(x۱,x۲)=۱

min
۱≤i≤۲

νi(xi) = α۱ ∨ (۱− α۲) ≤ ۰٫۵.

که م شود نتیجه و چن‐رالس قضیه از

T (Z) = sup
f(x۱,x۲)=۱

min
۱≤i≤۲

νi(xi) = α۱ ∨ (۱− α۲).

داریم ،α۲ < ۰٫۵ و α۱ < ۰٫۵ وقت

sup
f(x۱,x۲)=۱

min
۱≤i≤۲

νi(xi) = (۱− α۱) ∧ (۱− α۲) > ۰٫۵.

که م شود نتیجه و چن‐رالس قضیه از

T (Z) = ۱− sup
f(x۱,x۲)=۰

min
۱≤i≤۲

νi(xi) = ۱− α۱ ∨ α۲ = (۱− α۱) ∧ (۱− α۲).

داریم پس

T (Z) =


α۱ ∧ α۲, α۱ ≥ ۰٫۵ و α۲ ≥ ۰٫۵ اگر

(۱− α۱) ∨ α۲, α۱ ≥ ۰٫۵ و α۲ < ۰٫۵ اگر
α۱ ∨ (۱− α۲), α۱ < ۰٫۵ و α۲ ≥ ۰٫۵ اگر

(۱− α۱) ∧ (۱− α۲), α۱ < ۰٫۵ و α۲ < ۰٫۵ اگر

(٢٧ . ۶)



١۵٣ و چن‐رالس قضیه

نایقین فضای مثال، عنوان به کرد. حذف نم توان را ٨ . ۶ قضیه در استقلال شرط :٧ . ۶ مثال
نظر در M{γ۱} = M{γ۲} = ۰٫۵ و توان مجموعه با {γ۱, γ۲} صورت به را (Γ,L,M)

پس یرید. ب

X۱(γ) =

{
۰, γ = γ۱ اگر
۱, γ = γ۲ اگر

(٢٨ . ۶)

درست ارزش با نایقین گزاره ی

T (X۱) = ۰٫۵, (٢٩ . ۶)

همچنین است.

X۲(γ) =

{
۱, γ = γ۱ اگر
۰, γ = γ۲ اگر

(٣٠ . ۶)

درست ارزش با نایقین گزاره ی

T (X۲) = ۰٫۵ (٣١ . ۶)

داریم X۱ ∨X۲ ≡ ۱ و نباشند مستقل X۲ و X۱ اگر که باشید داشته توجه است،

T (X۱ ∨X۲) = ۱. (٣٢ . ۶)

م گیریم نتیجه (٢۴ . ۶) از استفاده با حال، با این

T (X۱ ∨X۲) = ۰٫۵. (٣٣ . ۶)

کرد. حذف نم توان را استقلال شرط بنابراین

درست ارزش با ترتیب به نایقین مستقل گزاره های X۱, X۲, . . . , Xn کنید فرض :١ . ۶ تمرین
پس هستند. α۱, α۲, . . . , αn

Z = X۱ ∧X۲ ∧ · · · ∧Xn (٣۴ . ۶)

Z درست ارزش دهید نشان است، نایقین گزاره ی

T (Z) = α۱ ∧ α۲ ∧ · · · ∧ αn (٣۵ . ۶)

است.

درست ارزش با ترتیب به نایقین مستقل گزاره های X۱, X۲, . . . , Xn کنید فرض :٢ . ۶ تمرین
پس هستند. α۱, α۲, . . . , αn

Z = X۱ ∨X۲ ∨ · · · ∨Xn (٣۶ . ۶)

Z درست ارزش دهید نشان است، نایقین گزاره ی

T (Z) = α۱ ∨ α۲ ∨ · · · ∨ αn. (٣٧ . ۶)



نایقین گزاره ای منطق ١۵۴

است.

هستند. α۲ و α۱ درست ارزش با ترتیب به مستقل گزاره های X۲ و X۱ که کنید فرض :٣ . ۶ تمرین
چیست؟ (X۱ ∧X۲) → X۲ درست ارزش الف.

چیست؟ (X۱ ∨X۲) → X۲ درست ارزش ب.
چیست؟ X۱ → (X۱ ∧X۲) درست ارزش ج.
چیست؟ X۱ → (X۱ ∨X۲) درست ارزش د.

α۱, α۲, α۳ درست ارزش با ترتیب به مستقل گزاره های X۱, X۲, X۳که کنید فرض :۴ . ۶ تمرین
درست ارزش هستند.

X۱ ∧ (X۱ ∨X۲) ∧ (X۱ ∨X۲ ∨X۳) (٣٨ . ۶)

چیست؟

نایقین سوری منطق ۴ . ۶

.« است بزرگ شهر ی «تیانجین و است»، بزرگ شهر ی ن «پ یرید: ب نظر در را زیر گزاره های
سوری منطق حال، با این م گیرد. نظر در مرتبط غیر گزاره های عنوان به را آنها نایقین گزاره ای منطق

آنگاه باشد، ن پ دهنده نشان a اگر م دهد. نشان X(a) گزاره نما ی با را آنها نایقین،

X(a) = است بزرگ شهر ی ن .پ (٣٩ . ۶)

آنگاه باشد، تیانجین دهنده نشان a اگر

X(a) = است بزرگ شهر ی .تیانجین (۴٠ . ۶)

چند یا ی با که است نایقین گزاره های از دنباله ی نایقین گزاره نمای گزاره [٢١۴] ٣ . ۶ تعریف
اند. شده گذاری اندیس پارامتر

نشان X(a) اگر داریم. نیاز ∃ وجودی سور و ∀ عموم  سور به نایقین، گزاره نمای مطالعه برای
آنگاه باشد، (۴٠ . ۶) و (٣٩ . ۶) اساس بر شده تعریف نایقین گزاره نمای ی دهنده

(∀a)X(a) = هستند بزرگ شهرهای ی تیانجین و ن پ , (۴١ . ۶)

(∃a)X(a) = است بزرگ تیانجین یا ن پ شهرهای از ی حداقل . (۴٢ . ۶)

پس است. نایقین گزاره نمای ی X(a) کنید فرض ثالث) طرد قانون ،[٢١۴] ) ٩ . ۶ قضیه

T ((∀a)X(a) ∨ (∃a)¬X(a)) = ۱. (۴٣ . ۶)

نتیجه نایقین اندازه خاصیت و درست ارزش تعریف از ،¬(∀a)X(a) = (∃a)¬X(a) چون برهان:
م شود

T ((∀a)X(a) ∨ (∃a)¬X(a)) = M{((∀a)X(a) = ۱) ∪ ((∀a)X(a) = ۰)} = ۱

م شود. ثابت قضیه و



١۵۵ نایقین سوری منطق

پس است. نایقین گزاره نمای ی X(a) کنید فرض تناقض) قانون ،[٢١۴]) ١٠ . ۶ قضیه

T ((∀a)X(a) ∧ (∃a)¬X(a)) = ۰. (۴۴ . ۶)

داریم نایقین اندازه خاصیت و درست ارزش تعریف از ،¬(∀a)X(a) = (∃a)¬X(a) چون برهان:

T ((∀a)X(a) ∧ (∃a)¬X(a)) = M{((∀a)X(a) = ۱) ∩ ((∀a)X(a) = ۰)} = ۰

م شود. ثابت قضیه و

پس است. نایقین گزاره نمای X(a) کنید فرض ( درست بقای قانون ،[٢١۴]) ١١ . ۶ قضیه

T ((∀a)X(a)) + T ((∃a)¬X(a)) = ۱. (۴۵ . ۶)

داریم نایقین اندازه خاصیت و درست ارزش تعریف از ،¬(∀a)X(a) = (∃a)¬X(a) چون برهان:

T ((∃a)¬X(a)) = ۱−M{(∀a)X(a) = ۱} = ۱− T ((∀a)X(a))

م شود. ثابت قضیه و

داریم b هر برای پس است. نایقین گزاره نمای ی X(a) کنید فرض [٢١۴] ١٢ . ۶ قضیه

T ((∀a)X(a) → X(b)) = ۱. (۴۶ . ۶)

و (∀a)X(a) = ۰ پس ،X(b) = ۰ اگر :١ حالت م شود. تقسیم حالت دو به برهان برهان:
بنابراین ¬(∀a)X(a) = ۱

(∀a)X(a) → X(b) = ¬(∀a)X(a) ∨X(b) = ۱.

داریم بلافاصله ،X(b) = ۱ اگر :٢ حالت

(∀a)X(a) → X(b) = ¬(∀a)X(a) ∨X(b) = ۱.

م شود. ثابت قضیه و داریم را (۴۶ . ۶) همواره بنابراین

داریم b هر برای پس است. نایقین گزاره نمای ی X(a) کنید فرض [٢١۴] ١٣ . ۶ قضیه

T (X(b) → (∃a)X(a)) = ۱. (۴٧ . ۶)

و ¬X(b) = ۱ آنگاه ،X(b) = ۰ اگر حالت١: م شود. تقسیم حالت دو به برهان برهان:

X(b) → (∀a)X(a) = ¬X(b) ∨ (∃a)X(a) = ۱.

و (∃a)X(a) = ۱ آنگاه ، ،١ = (b) X اگر :٢ حالت

X(b) → (∃a)X(a) = ¬X(b) ∨ (∃a)X(a) = ۱.

م شود. ثابت قضیه و داریم را (۴٧ . ۶) همواره بنابراین



نایقین گزاره ای منطق ١۵۶

پس است. نایقین گزاره نمای ی X(a) کنید فرض [٢١۴] ١۴ . ۶ قضیه

T ((∀a)X(a) → (∃a)X(a)) = ۱. (۴٨ . ۶)

¬(∀a)X(a) = ۱ آنگاه ،(∀a)X(a) = ۰ اگر :١ حالت م شود. تقسیم حالت دو به برهان برهان:
و

( foralla)X(a) → (∃a)X(a) = ¬(∀a)X(a) ∨ (∃a)X(a) = ۱.
و (∃a)X(a) = ۱ آنگاه ، (∀a)X(a) = ۱ اگر :٢ حالت

(∀a)X(a) → (∃a)X(a) = ¬(∀a)X(a) ∨ (∃a)X(a) = ۱.

است. شده ثابت قضیه و داریم، را (۴٨ . ۶) همواره بنابراین

{X(a)|a ∈ A} که طوری به است نایقین گزاره نمای ی X(a) کنید فرض [٢١۴] ١۵ . ۶ قضیه
پس است. مستقل نایقین گزاره های از کلاس

T ((∀a)X(a)) = inf
a∈A

T (X(a)), (۴٩ . ۶)

T ((∃a)X(a)) = sup
a∈A

T (X(a)). (۵٠ . ۶)

داریم عموم سور مفهوم از استفاده به ،X(a) نایقین گزاره نمای هر برای برهان:

T ((∀a)X(a)) = M{(∀a)X(a) = ۱} = M

{∩
a∈A

(X(a) = ۱)
}
.

داریم است، مستقل نایقین گزاره های از کلاس ی {X(a)|a ∈ A} چون

T ((∀a)X(a)) = inf
a∈A

M{X(a) = ۱} = inf
a∈A

T (X(a)).

داریم وجودی سور از استفاده با ترتیب، همین به است. برقرار اول تساوی

T ((∃a)X(a)) = M{(∃a)X(a) = ۱} = M

{∪
a∈A

(X(a) = ۱)
}
.

داریم است، مستقل نایقین گزاره های از کلاس ی {X(a)|a ∈ A} چون

T ((∃a)X(a)) = sup
a∈A

M{X(a) = ۱} = sup
a∈A

T (X(a)).

م شود. ثابت نیز دوم تساوی

{X(a, b)|a ∈ که طوری است نایقین گزاره نمای ی X(a, b) کنید فرض [٢١۴] ١۶ . ۶ قضیه
پس است. مستقل نایقین ازگزاره های کلاس ی A, b ∈ B}

T ((∀a)(∃b)X(a, b)) = inf
a∈A

sup
b∈B

T (X(a, b)), (۵١ . ۶)

T ((∃a)(∀b)X(a, b)) = sup
a∈A

inf
b∈B

T (X(a, b)). (۵٢ . ۶)



١۵٧ کتابشناس نکات

دو آنگاه است، مستقل نایقین گزاره های از کلاس ی {X(a, b)|a ∈ A, b ∈ B} چون برهان:
مستقل نایقین گزاره های کلاس های {(∀b)X(a, b)|a ∈ A} و {(∃b)X(a, b)|a ∈ A} مجموعه

داریم ١۵ . ۶ قضیه از هستند.

T ((∀a)(∃b)X(a, b)) = inf
a∈A

T ((∃b)X(a, b)) = inf
a∈A

sup
b∈B

T (X(a, b)),

T ((∃a)(∀b)X(a, b)) = sup
a∈A

T ((∀b)X(a, b)) = sup
a∈A

inf
b∈B

T (X(a, b))

م شود. ثابت قضیه و

کتابشناس نکات ۵ . ۶

بول نایقین متغیر ی با گزاره هر آن در که شد مطرح [٧٩] لیو ‐ ل توسط نایقین گزاره ای منطق
م شود. تعریف گزاره درست برای که است نایقین مقدار عنوان به آن درست ارزش و م شود مشخص
گزاره های درست ارزش محاسبه برای عددی روش ی که است [٨] و چن‐رالس قضیه مهم، نکته ی

است. نایقین
آن در که است شده ارائه [٢١۴] ل ژانگ‐ توسط که است نایقین گزاره نمای منطق ر دی موضوع
تعریف پارامتر چند یا ی با و داده نشان نایقین گزاره های از دنباله ای عنوان به نایقین گزاره نمای ی

است. شده





٧ فصل

نایقین استلزام

است، نایقین حداکثر طریق از نایقین فرمول ی درست ارزش محاسبه برای روش نایقین استلزام
ای گزاره منطق ، معان از برخ به باشد. معلوم نایقین فرمول های ر دی درست ارزش های که زمان
ساده از را تر پیچیده گزاره ی تا کند م تلاش اول هستند، هم تقابل در نایقین استلزام و نایقین

کند. تجزیه تر ساده به را پیچیده گزاره که کند م تلاش دوم که حال در بسازد، ترآن
تال نف نایقین، استثنائ قیاس این، بر علاوه دهد. م ارائه را نایقین استلزام مدل ی فصل این

م شوند. نتیجه نایقین استلزام مدل از نایقین، منطق قیاس و نایقین

نایقین استلزام مدل ٧ . ١

نامعلوم درست ارزش با ترتیب به مستقل نایقین گزاره های X۱, X۲, . . . , Xn کنید فرض
کنید فرض همچنین هستند. α۱, α۲, . . . , αn

Yj = fj(X۱, X۲, . . . , Xn) (٧ . ١)

فرض حال هستند. j = ۱,۲, . . . ,m ،cj معلوم درست ارزش های با ترتیب به نایقین گزاره های
کنید

Z = f(X۱, X۲, . . . , Xn) (٧ . ٢)

است. نایقین استلزام مساله ی سوال این چیست؟ Z درست ارزش است. نایقین ر دی گزاره ی

کنند. اختیار است ن مم مقادیر چه α۱, α۲, . . . , αnکه کنیم م بررس آن، به گویی پاسخ برای
صورت به محدودیت اولین

۰ ≤ αi ≤ ۱, i = ۱,۲, . . . , n. (٧ . ٣)

صورت به محدودیت دومین است.

T (Yj) = cj (۴ . ٧)



نایقین استلزام ١۶٠

طریق از j = ۱,۲, . . . ,m برای α۱, α۲, . . . , αn با T (Yj) آن در که است

T (Yj) =



sup
fj(x۱,x۲,...,xn)=۱

min
۱≤i≤n

νi(xi),

sup
fj(x۱,x۲,...,xn)=۱

min
۱≤i≤n

νi(xi) < ۰٫۵ اگر

۱− sup
fj(x۱,x۲,...,xn)=۰

min
۱≤i≤n

νi(xi),

sup
fj(x۱,x۲,...,xn)=۱

min
۱≤i≤n

νi(xi) ≥ ۰٫۵ اگر

(۵ . ٧)

i = ۱,۲, . . . , n برای و م شود تعیین

νi(xi) =

{
αi, xi = ۱ اگر
۱− αi, xi = ۰ اگر

(۶ . ٧)

درست ارزش Z = f(X۱, X۲, . . . , Xn) نایقین گزاره که باشید داشته توجه

T (Z) =



sup
f(x۱,x۲,...,xn)=۱

min
۱≤i≤n

νi(xi),

sup
f(x۱,x۲,...,xn)=۱

min
۱≤i≤n

νi(xi) < ۰٫۵ اگر

۱− sup
f(x۱,x۲,...,xn)=۰

min
۱≤i≤n

νi(xi),

sup
f(x۱,x۲,...,xn)=۱

min
۱≤i≤n

νi(xi) ≥ ۰٫۵ اگر

(٧ . ٧)

دارد.
تا نیزی T (Z) درست ارزش پس نیستند، منحصربفرد α۱, α۲, . . . , αn درست ارزش های چون
به کنیم. استفاده T (Z) درست ارزش تعیین برای نایقین حداکثر از باید ما حالت، این در نیست.
ر دی عبارت به باشد. نزدی ۰٫۵ به دارد ان ام که آنجا تا باید T (Z) ارزش که است معن این
مدل بنابراين برسانیم. حداقل به α۱, α۲, . . . , αn مقادیر انتخاب با را |T (Z)− ۰٫۵| مقدار باید

صورت به [٨٨] ليو توسط نایقین استلزام
min |T (Z)− ۰٫۵|
subject to:

۰ ≤ αi ≤ ۱, i = ۱,۲, . . . , n
T (Yj) = cj , j = ۱,۲, . . . ,m

(٧ . ٨)

نامعلوم درست ارزش با تابع هایی T (Z), T (Yj), j = ۱,۲, . . . ,m هر برای آن در که شد، معرف
هستند. α۱, α۲, . . . , αn

که است واضح هستند. نایقین مستقل گزاره های B و A کنید فرض :٧ . ١ مثال

T (A ∨B) = a, T (A ∧B) = b. (٧ . ٩)



١۶١ نایقین استلزام مدل

و نموده بیان α۲ و α۱ با ترتیب به را B و A درست ارزش های چیست؟ A → B درست ارزش
م نویسیم

Y۱ = A ∨B, Y۲ = A ∧B, Z = A → B.

که است واضح
T (Y۱) = α۱ ∨ α۲ = a,

T (Y۲) = α۱ ∧ α۲ = b,

T (Z) = (۱− α۱) ∨ α۲.

به (٧ . ٨) نایقین استلزام مدل حالت، این در

min |(۱− α۱) ∨ α۲ − ۰٫۵|
subject to:

۰ ≤ α۱ ≤ ۱
۰ ≤ α۲ ≤ ۱
α۱ ∨ α۲ = a

α۱ ∧ α۲ = b.

(٧ . ١٠)

(α۱, α۲) = (b, a) و (α۱, α۲) = (a, b) شدن جواب دو تنها ،a ≥ b وقت م شود. تبدیل
بهینه جواب ،a+ b < ۱ اگر دارند. وجود

T (Z) = (۱− α∗
۱) ∨ α∗

۲ = ۱− a;

بهینه جواب ،a+ b = ۱ اگر است،

T (Z) = (۱− α∗
۱) ∨ α∗

۲ = a یا b;

بهینه جواب ،a+ b > ۱ اگر و است،

T (Z) = (۱− α∗
۱) ∨ α∗

۲ = b.

از خلاصه، طور به م شود. تعیین بدوضع درست ارزش و ندارد شدن جواب ،a < b وقت است.
که م گیریم نتیجه T (A ∧B) = b و T (A ∨B) = a

T (A → B) =


۱− a, a ≥ b و a+ b < ۱ اگر
a یا b, a ≥ b و a+ b = ۱ اگر
b, a ≥ b و a+ b > ۱ اگر
,بدوضع a < b اگر

(٧ . ١١)

و هستند مستقل نایقین گزاره های A,B,C کنید فرض :٧ . ١ تمرین

T (A → C) = a, T (B → C) = b, T (A ∨B) = c. (٧ . ١٢)

چیست؟ C درست ارزش است، شده داده



نایقین استلزام ١۶٢

و هستند مستقل نایقین گزاره های A,B,C,D کنید فرض :٧ . ٢ تمرین

T (A → C) = a, T (B → D) = b, T (A ∨B) = c. (٧ . ١٣)

چیست؟ C ∨D درست ارزش است، شده داده

و هستند مستقل نایقین گزاره های A,B,C کنید فرض :٧ . ٣ تمرین

T (A ∨B) = a, T (¬A ∨ C) = b. (١۴ . ٧)

چیست؟ B ∨ C درست ارزش است، شده داده

نایقین استثنائ قیاس ٧ . ٢

هستند مستقل و نایقین گزاره های B و A کنید فرض شد. ارائه لیو[٨٨] توسط نایقین استثنائ قیاس
را B و A درست ارزش های چیست؟ B درست ارزش دارند. b و a درست ارزش A → B و A و

دهید قرار و داده نشان α۲ و α۱ با ترتیب به

Y۱ = A, Y۲ = A → B, Z = B.

که است واضح
T (Y۱) = α۱ = a,

T (Y۲) = (۱− α۱) ∨ α۲ = b,

T (Z) = α۲.

به (٧ . ٨) نایقین استلزام مدل حالت، این در

min |α۲ − ۰٫۵|
subject to:

۰ ≤ α۱ ≤ ۱
۰ ≤ α۲ ≤ ۱
α۱ = a

(۱− α۱) ∨ α۲ = b.

(١۵ . ٧)

جواب لذا و دارد وجود تا ی شدن جواب ی ،a+ b > ۱ وقت شود. م تبدیل

α∗
۱ = a, α∗

۲ = b

و است {a} × [۰, b] شدن مجموعه ،a + b = ۱ وقت .T (B) = α∗
۲ = b بنابراین است بهینه

صورت به بهینه جواب
α∗

۱ = a, α∗
۲ = ۰٫۵ ∧ b

ارزش های و ندارد وجود شدن جواب ،a+b < ۱ وقت .T (B) = α∗
۲ = ۰٫۵∧b بنابراین است.

از خلاصه، طور به م شوند. داده تشخیص بدوضع نایقین

T (A) = a, T (A → B) = b (١۶ . ٧)



١۶٣ نایقین تال نف

که گیریم م نتیجه

T (B) =


b, a+ b > ۱ اگر
۰٫۵ ∧ b, a+ b = ۱ اگر
,بدوضع a+ b < ۱ اگر

(٧ . ١٧)

درست نیز B باشند، درست A → B و A اگر که دارد همخوان کلاسی استلزام با نتیجه این
است.

نایقین تال نف ٧ . ٣

و هستند نایقین مستقل گزاره های B و A کنید فرض شد. ارائه [٨٨] لیو توسط نایقین تال نف
به را B و A درست ارزش های چیست؟ A درست ارزش دارند. b و a درست ارزش B و A → B

بنویسید و کنید نشان α۲ و α۱ با ترتیب

Y۱ = A → B, Y۲ = B, Z = A.

که است واضح
T (Y۱) = (۱− α۱) ∨ α۲ = a,

T (Y۲) = α۲ = b,

T (Z) = α۱.

به (٧ . ٨) تایقین استلزام مدل حالت این در

min |α۱ − ۰٫۵|
subject to:

۰ ≤ α۱ ≤ ۱
۰ ≤ α۲ ≤ ۱
(۱− α۱) ∨ α۲ = a

α۲ = b.

(٧ . ١٨)

صورت به بهینه جواب لذا و دارد وجود تا ی شدن جواب ی ،a > b وقت شود. م تبدیل

α∗
۱ = ۱− a, α∗

۲ = b

[۱− a,۱]× {b} صورت به شدن جواب ،a = b وقت .T (A) = α∗
۱ = ۱− a بنابراین است.

و است
α∗

۱ = (۱− a) ∨ ۰٫۵, α∗
۲ = b

وجود شدن جواب ، a < b وقت . T (A) = α∗
۱ = (۱− a) ∨ ۰٫۵ بنابراین است. بهینه جواب

از خلاصه، طور به م شود. تعیین بدوضع درست ارزش و ندارد

T (A → B) = a, T (B) = b (٧ . ١٩)
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شود م نتیجه

T (A) =


۱− a, a > b اگر
(۱− a) ∨ ۰٫۵, a = b اگر
,بدوضع a < b اگر

(٧ . ٢٠)

باشد، نادرست B و درست A → B اگر که دارد همخوان کلاسی تال نف قانون با نتیجه این
است. نادرست نیز A آنگاه

نایقین منطق قیاس ۴ . ٧

هستند مستقل نایقین گزاره های A,B,C کنید فرض شد. [٨٨]معرف ليو توسط نایقین منطق قیاس
ارزش چیست؟ A → C درست ارزش دارند. b و a درسای ارزش ترتیب به B → C و A → B و

بنویسید و دهید نشان α۱, α۲, α۳ با ترتیب به را A,B,C درست

Y۱ = A → B, Y۲ = B → C, Z = A → C.

که است واضح
T (Y۱) = (۱− α۱) ∨ α۲ = a,

T (Y۲) = (۱− α۲) ∨ α۳ = b,

T (Z) = (۱− α۱) ∨ α۳.

به (٧ . ٨) نایقین استلزام مدل حالت، این در

min |(۱− α۱) ∨ α۳ − ۰٫۵|
subject to:

۰ ≤ α۱ ≤ ۱
۰ ≤ α۲ ≤ ۱
۰ ≤ α۳ ≤ ۱
(۱− α۱) ∨ α۲ = a

(۱− α۲) ∨ α۳ = b

(٧ . ٢١)

داریم ،a ∧ b ≥ ۰٫۵ وقت دهید. نشان (α∗
۱, α

∗
۲, α

∗
۳) با را بهینه جواب شود. م تبدیل

T (A → C) = (۱− α∗
۱) ∨ α∗

۳ = a ∧ b.

داریم ،a ∧ b < ۰٫۵ و a+ b ≥ ۱ وقت

T (A → C) = (۱− α∗
۱) ∨ α∗

۳ = ۰٫۵.

از خلاصه، طور به است. بدوضع درست ارزش و ندارد وجود شدن جواب ،a+ b < ۱ وقت

T (A → B) = a, T (B → C) = b (٧ . ٢٢)



١۶۵ کتابشناس نکات

گیریم م نتیجه

T (A → C) =


a ∧ b, a ≥ ۰٫۵ و b ≥ ۰٫۵ اگر

۰٫۵, a+ b ≥ ۱ و a ∧ b < ۰٫۵ اگر

,بدوضع a+ b < ۱ اگر

(٧ . ٢٣)

باشند، درست B → C و A → B اگر که دارد همخوان کلاسی منطق قیاس قانون با نتیجه این
است. درست نیز A → C آنگاه

کتابشناس نکات ۵ . ٧

نایقین اصل طریق از نایقین گزاره ی درست ارزش تعیین برای [٨٨] لیو توسط نایقین استلزام
شد. معرف باشند، معلوم نایقین گزاره های سایر درست ارزش که زمان بیشینه،

نایقین منطق قیاس و نایقین تال نف نایقین، استثنائ قیاس [٨٨] لیو نایقین، استلزام مدل از
کردند. مطرح را نایقین وضوح اصل ،[١٧۴] یانگ‐گائو‐ن آن، از بعد گرفت. نتیجه را





٨ فصل

نایقین مجموعه

.[٨٩] شد مطرح مبهم مفاهیم بندی مدل برای لیو توسط ٢٠١٠ سال در بار اولین نایقین مجموعه
و فاصله، واریانس، انتظار، مورد مقدار استقلال، عضویت، تابع نایقین، مجموعه مفاهیم فصل این
تابع های از استفاده با نایقین مجموعه های برای عملیات قاعده همچنین م کند. معرف را آنتروپی
تابع و شرط نایقین مجموعه پایان، در م کند. مطرح را معکوس عضویت تابع های یا عضویت

م شود. بیان نایقین عضویت

نایقین مجموعه ٨ . ١

مدل آن هدف و است؛ نایقین فضای روی مجموعه‐مقدار تابع ی نایقین مجموعه ، اجمال نگاه در
دلیل (به است نشده بیان دقیق آن مرزهای ول هستند مجموعه ذاتاً که است نادقیق مفاهیم » بندی
تعریف «اغلب». و «گرم» قد»، «بلند «جوان»، از عبارتند نوع مثال های برخ بشری). گفتار در ابهام

م شود. بیان ادامه در آن رسم

از گردایه ای به (Γ,L,M) نایقین فضای ی از ξ تابع ی نایقین مجموعه [٨٩] ٨ . ١ تعریف
از B بورل مجموعه هر برای {ξ ⊂ B} و {B ⊂ ξ} که طوری است حقیق اعداد از مجموعه هایی

است. رویداد ی حقیق اعداد

Γ مرجع مجموعه از زیرمجموعه هایی {ξ ⊂ B} و {B ⊂ ξ} رویدادهای که کنید توجه :٨ . ١ تذکر
یعن است،

{B ⊂ ξ} = {γ ∈ Γ |B ⊂ ξ(γ)}, (٨ . ١)

{ξ ⊂ B} = {γ ∈ Γ | ξ(γ) ⊂ B}. (٨ . ٢)

را ([١٢٠] و [١٣٩]) تصادف مجموعه از کاملا [٨٩] نایقین مجموعه که است واضح :٨ . ٢ تذکر
متفاوت اندازه های مجموعه ها این اساس تفاوت است. متمایز [٢٠٣] فازی مجموعه و کنید) نگاه



نایقین مجموعه ١۶٨

اندازه از فازی مجموعه های و احتمال اندازه از تصادف مجموعه های م کنند. استفاده آنها که است
م کند. استفاده نایقین اندازه از نایقین مجموعه که حال در م کنند استفاده ان پذیری ام

گستره حوزه ی یه مفهوم دو هر دارد؟ وجود نایقین مجموعه و نایقین متغیر بین تفاوت چه :٨ . ٣ تذکر
م شوند: تفکی هم از ریاض تعریف های اساس بر آنها حال، این با دارند. تعلق نایقین مفاهیم از
تفاوت اساساً، م دهد. ارجاع مقدارها از گردایه ای به دوم که حال در دارد اشاره مقدار ی به اول
شمول عدم مفهوم این اگر است. متمرکز عدم شمول خاصیت بر نایقین مجموعه و نایقین متغیر بین
گزاره است. نایقین مجموعه ی صورت این غیر در است، نایقین، متغیر ی موضوع آن آنگاه است،
«جوان» آنگاه است، جان واقع سن روی ما تمرکز اگر یرید. ب نظر در را است» جوان مرد ی «جان
مثلا نیست). مقدار ی از بیشتر جان (سن است غیرشمول مفهوم، این زیرا است، نایقین متغیر ی
ساله ۲۰ «جان ر، دی عبارت به باشد. هم ساله ٢۵ که ندارد ان ام آنگاه باشد، ساله ٢٠ جان اگر
سن کدام در بودن بدانیم بخواهیم اگر مقابل، در م کند. منتف را است» ساله ٢۵ «جان ان ام است»
، جوان مفهوم حالت، این در زیرا است، نایقین مجموعه ی «جوان» آنگاه م شود، تلق « «جوان
ر دی عبارت به م شوند. محسوب جوان دو هر ساله، ٢۵ هم و ساله ۲۰ هم مثلا است. شمول عدم

نم کند. منتف را است» جوان ساله ٢۵ «شخص ان ام است» جوان ساله «شخص۲۰

توان مجموعه با همراه {γ۱, γ۲, γ۳} مجموعه ،(Γ,L,M) نایقین فضای کنید فرض :٨ . ١ مثال
آنگاه است. M{γ۱} = ۰٫۶, M{γ۲} = ۰٫۳, M{γ۳} = ۰٫۲ و

ξ(γ) =


[۱,۳], γ = γ۱ اگر
[۲,۴], γ = γ۲ اگر
[۳,۵], γ = γ۳ اگر

(٨ . ٣)

داریم همچنین کنید). نگاه را ٨ . ١ ل (ش است نایقین مجموعه ی

M{۲ ∈ ξ} = M{γ |۲ ∈ ξ(γ)} = M{γ۱, γ۲} = ۰٫۸, (۴ . ٨)

M{[۳,۴] ⊂ ξ} = M{γ | [۳,۴] ⊂ ξ(γ)} = M{γ۲, γ۳} = ۰٫۴, (۵ . ٨)

M{ξ ⊂ [۱,۵]} = M{γ | ξ(γ) ⊂ [۱,۵]} = M{γ۱, γ۲, γ۳} = ۱. (۶ . ٨)

است. لب اندازه و بورل جبر با همراه [۰,۱] بازه (Γ,L,M) نایقین فضای کنید فرض :٨ . ٢ مثال
آنگاه

ξ(γ) = [۰,۳γ], ∀γ ∈ Γ (٨ . ٧)

داریم همچنین است. نایقین مجموعه ی

M{۲ ∈ ξ} = M{γ |۲ ∈ ξ(γ)} = M{[۲/۳,۱]} = ۱/۳, (٨ . ٨)

M{[۰,۱] ⊂ ξ} = M{γ | [۰,۱] ⊂ ξ(γ)} = M{[۱/۳,۱]} = ۲/۳, (٨ . ٩)



١۶٩ نایقین مجموعه
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نایقین مجموعه ی :٨ . ١ ل ش

M{ξ ⊂ [۰,۳)} = M{γ | ξ(γ) ⊂ [۰,۳)} = M{[۰,۱)} = ۱. (٨ . ١٠)

نایقین فضای روی خاص نایقین مجموعه ی حقیق اعداد از A قطع مجموعه :٨ . ٣ مثال
با که است (Γ,L,M)

ξ(γ) ≡ A, ∀γ ∈ Γ. (٨ . ١١)

داریم ، حقیق اعداد از B بورل مجموعه هر برای همچنین، م شود. تعریف

M{B ⊂ ξ} = M{γ |B ⊂ ξ(γ)} = M{Γ} = ۱, B ⊂ A اگر , (٨ . ١٢)

M{B ⊂ ξ} = M{γ |B ⊂ ξ(γ)} = M{∅} = ۰, B ̸⊂ A اگر , (٨ . ١٣)

M{ξ ⊂ B} = M{γ | ξ(γ) ⊂ B} = M{Γ} = ۱, A ⊂ B اگر , (١۴ . ٨)

M{ξ ⊂ B} = M{γ | ξ(γ) ⊂ B} = M{∅} = ۰, A ̸⊂ B اگر (١۵ . ٨)

آنگاه است. حقیق عدد ی x و نایقین مجموعه ی ξ کنید فرض :۴ . ٨ مثال

{x ∈ ξ}c = {γ |x ∈ ξ(γ)}c = {γ |x ̸∈ ξ(γ)} = {x ̸∈ ξ}.

داریم ، دوگان موضوعه اصل بر بنا همچنین هستند. متضاد رویدادهای {x ̸∈ ξ} و {x ∈ ξ} پس

M{x ∈ ξ}+M{x ̸∈ ξ} = ۱. (١۶ . ٨)

نشان است. حقیق اعداد از بورل مجموعه ی B و نایقین مجموعه ی ξ کنید فرض :٨ . ١ تمرین
و هستند متضاد رویداد های {ξ ̸⊂ B} و {ξ ⊂ B} دهید

M{ξ ⊂ B}+M{ξ ̸⊂ B} = ۱. (٨ . ١٧)



نایقین مجموعه ١٧٠

{ξ ̸⊂ η} و {ξ ⊂ η} دهید نشان هستند. نایقین مجموعه دو η و ξ کنید فرض :٨ . ٢ تمرین
و هستند متضاد رویدادهای

M{ξ ⊂ η}+M{ξ ̸⊂ η} = ۱. (٨ . ١٨)

دهید نشان است. نایقین مجموعه ی ξ کنید فرض و یرید ب نظر در را ∅ مجموعه :٨ . ٣ تمرین

M{∅ ⊂ ξ} = ۱. (٨ . ١٩)

دهید نشان است. حقیق اعداد مجموعه  ℜ و نایقین مجموعه ی ξ کنید فرض :۴ . ٨ تمرین

M{ξ ⊂ ℜ} = ۱. (٨ . ٢٠)

یعن است، خودش شامل همواره ξ دهید نشان است. نایقین مجموعه ی ξ کنید فرض :۵ . ٨ تمرین

M{ξ ⊂ ξ} = ۱. (٨ . ٢١)

از قطع مجموعه ی B و نایقین مجموعه ی ξ کنید فرض بنیادی) رابطه ،[١٠۵] ) ٨ . ١ قضیه
آنگاه است. حقیق اعداد

{B ⊂ ξ} =
∩
x∈B

{x ∈ ξ}, (٨ . ٢٢)

{ξ ⊂ B} =
∩

x∈Bc

{x ̸∈ ξ}. (٨ . ٢٣)

یعن .x ∈ B آن در که x ∈ ξ(γ) پس .B ⊂ ξ(γ) داریم ،γ ∈ {B ⊂ ξ} هر برای برهان:
پس .{B ⊂ ξ} ⊂ {x ∈ ξ} داریم x ∈ B برای آنگاه و γ ∈ {x ∈ ξ}

{B ⊂ ξ} ⊂
∩
x∈B

{x ∈ ξ}. (٢۴ . ٨)

هر برای ر، دی طرف از
γ ∈

∩
x∈B

{x ∈ ξ},

ر دی عبارت به .γ ∈ {B ⊂ ξ} یعن ،B ⊂ ξ(γ) پس .x ∈ B آن در که x ∈ ξ(γ) داریم

{B ⊂ ξ} ⊃
∩
x∈B

{x ∈ ξ}. (٢۵ . ٨)

دوم رابطه برقراری حال شد. ثابت اول رابطه م شود. نتیجه (٨ . ٢٢) برقراری (٢۵ . ٨) و (٢۴ . ٨) از
.x ∈ Bc آن در که x ̸∈ ξ(γ) پس .ξ(γ) ⊂ B داریم ،γ ∈ {ξ ⊂ B} هر برای م کنیم. تحقیق را

پس .{ξ ⊂ B} ⊂ {x ̸∈ ξ} داریم x ∈ Bc هر برای این بنابر و γ ∈ {x ̸∈ ξ} یعن

{ξ ⊂ B} ⊂
∩

x∈Bc

{x ̸∈ ξ}. (٢۶ . ٨)
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هر برای ر دی طرف از
γ ∈

∩
x∈Bc

{x ̸∈ ξ},

ر دی عبارت به .γ ∈ {ξ ⊂ B} یعن ،ξ(γ) ⊂ B پس .x ∈ Bc آن در که x ̸∈ ξ(γ) داریم

{ξ ⊂ B} ⊃
∩

x∈Bc

{x ̸∈ ξ}. (٨ . ٢٧)

م شود. ثابت قضیه ترتیب این به م شود. ثابت (٨ . ٢٣) برقراری (٨ . ٢٧) و (٢۶ . ٨) رابطه های از

هر برای اگر است ناته (الف) (Γ,L,M) نایقین فضای روی ξ نایقین مجموعه ٨ . ٢ تعریف
γ ∈ Γ

ξ(γ) ̸= ∅ (٨ . ٢٨)

γ ∈ Γ تمام تقریباً برای اگر است ته (ب)

ξ(γ) = ∅ (٨ . ٢٩)

است. نیم‐ته صورت این غیر در (ج) و

است. لب اندازه و بورل جبر با همراه [۰,۱] بازه (Γ,L,M) نایقین فضای کنید فرض :۵ . ٨ مثال
آنگاه

ξ(γ) = [۰, γ], ∀γ ∈ Γ (٨ . ٣٠)

است، ناته نایقین مجموعه ی

ξ(γ) = ∅, ∀γ ∈ Γ (٨ . ٣١)

و است ته نایقین مجموعه ی

ξ(γ) =

{
∅, γ > ۰٫۸ اگر

[۰, γ], γ ≤ ۰٫۸ اگر
(٨ . ٣٢)

است. نیم‐ته نایقین مجموعه ی

مل م و اشتراک اجتماع،

آنگاه هستند. (Γ,L,M) نایقین فضای روی نایقین مجموعه دو η و ξ کنید فرض ٨ . ٣ تعریف
صورت به η و ξ مجموعه های از ξ ∪ η اجتماع (الف)

(ξ ∪ η)(γ) = ξ(γ) ∪ η(γ), ∀γ ∈ Γ; (٨ . ٣٣)

صورت به η و ξ مجموعه های از ξ ∩ η اشتراک (ب) است.

(ξ ∩ η)(γ) = ξ(γ) ∩ η(γ), ∀γ ∈ Γ; (٣۴ . ٨)

صورت به ξ نایقین مجموعه از ξc مل م (ج) است.

ξc(γ) = ξ(γ)c, ∀γ ∈ Γ, (٣۵ . ٨)

است.
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و توان مجموعه با همراه (Γ,L,M) مجموعه (Γ,L,M) نایقین فضای کنید فرض :۶ . ٨ مثال
نایقین مجموعه دو η و ξ کنید فرض است. M{γ۱} = ۰٫۶ M{γ۳} = ۰٫۲ ،M{γ۲} = ۰٫۳

هستند،

ξ(γ) =


[۱,۲], γ = γ۱ اگر

[۱,۳], γ = γ۲ اگر

[۱,۴], γ = γ۳ ,اگر

η(γ) =


(۲,۳), γ = γ۱ اگر

(۲,۴), γ = γ۲ اگر

(۲,۵), γ = γ۳. اگر

آنها اجتماع آنگاه

(ξ ∪ η)(γ) =


[۱,۳), γ = γ۱ اگر

[۱,۴), γ = γ۲ اگر

[۱,۵), γ = γ۳, اگر

آنها اشتراک

(ξ ∩ η)(γ) =


∅, γ = γ۱ اگر

(۲,۳], γ = γ۲ اگر

(۲,۴], γ = γ۳, اگر

آنها مل م و

ξc(γ) =


(−∞,۱) ∪ (۲,+∞), γ = γ۱ اگر

(−∞,۱) ∪ (۳,+∞), γ = γ۲ اگر

(−∞,۱) ∪ (۴,+∞), γ = γ۳, اگر

ηc(γ) =


(−∞,۲] ∪ [۳,+∞), γ = γ۱ اگر

(−∞,۲] ∪ [۴,+∞), γ = γ۲ اگر

(−∞,۲] ∪ [۵,+∞), γ = γ۳ اگر
هستند.

آن مل م ξc و نایقین مجموعه ی ξ کنید فرض تناقض) قاعده و ثالث طرد قاعده ) ٨ . ٢ قضیه
آنگاه است.

ξ ∪ ξc ≡ ℜ, ξ ∩ ξc ≡ ∅. (٣۶ . ٨)

است. زیر صورت به آنها اجتماع که م شود نتیجه نایقین مجموعه تعریف از ،γ ∈ Γ هر برای برهان:

(ξ ∪ ξc)(γ) = ξ(γ) ∪ ξc(γ) = ξ(γ) ∪ ξ(γ)c ≡ ℜ.

است زیر صورت به آنها اشتراک همچنین، .ξ ∪ ξc ≡ ℜ داریم پس

(ξ ∩ ξc)(γ) = ξ(γ) ∩ ξc(γ) = ξ(γ) ∩ ξ(γ)c ≡ ∅.

.ξ ∩ ξc ≡ ∅ داریم پس



١٧٣ نایقین مجموعه

داریم آنگاه است. نایقین مجموعه ی ξ کنید فرض مضاعف) نقیض (قاعده ٨ . ٣ قضیه

(ξc)c = ξ. (٨ . ٣٧)

که م شود نتیجه مل م تعریف از ،γ ∈ Γ هر برای برهان:

(ξc)c(γ) = (ξc(γ))c = (ξ(γ)c)c = ξ(γ).

.(ξc)c = ξ داریم پس

داریم آنگاه هستند. نایقین مجموعه های η و ξ کنید فرض دمورگان) (قاعده ۴ . ٨ قضیه

(ξ ∪ η)c = ξc ∩ ηc, (ξ ∩ η)c = ξc ∪ ηc. (٨ . ٣٨)

که م شود نتیجه مل م تعریف از ،γ ∈ Γ هر برای برهان:

(ξ ∪ η)c(γ) = ((ξ(γ) ∪ η(γ))c = ξ(γ)c ∩ η(γ)c = (ξc ∩ ηc)(γ).

چون همچنین، .(ξ ∪ η)c = ξc ∩ ηc داریم پس

(ξ ∩ η)c(γ) = ((ξ(γ) ∩ η(γ))c = ξ(γ)c ∪ η(γ)c = (ξc ∪ ηc)(γ),

.(ξ ∩ η)c = ξc ∪ ηc داریم

دهید نشان است. حقیق عدد ی x و نایقین مجموعه ی ξ کنید فرض :۶ . ٨ تمرین

{x ∈ ξc} = {x ̸∈ ξ} (٨ . ٣٩)

و

M{x ∈ ξc} = M{x ̸∈ ξ}. (۴٨ . ٠)

و {x ∈ ξ} دهید نشان است. حقیق عدد ی x و نایقین متغیر ی ξ کنید فرض :٨ . ٧ تمرین
و هستند، متضاد رویدادهای {x ∈ ξc}

M{x ∈ ξ}+M{x ∈ ξc} = ۱. (۴٨ . ١)

{ηc ⊂ ξc} و {ξ ⊂ η} دهید نشان هستند. نایقین مجموعه های η و ξ کنید فرض :٨ . ٨ تمرین
یعن هستند، سان ی رویدادهای

{ξ ⊂ η} = {ηc ⊂ ξc}. (۴٨ . ٢)

{ξ ⊂ ηc} و {ξ ⊂ η} دهید نشان هستند. نایقین مجموعه های η و ξ کنید فرض :٨ . ٩ تمرین
نیستند. متضاد رویدادهای الزاماً
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نایقین مجموعه های از تابع

هستند (Γ,L,M) نایقین فضای روی نایقین مجموعه های ξ۱, ξ۲, · · · , ξn کنید فرض ۴ . ٨ تعریف
با که است نایقین مجموعه ی ξ = f(ξ۱, ξ۲, · · · , ξn) آنگاه است. اندازه پذیر تابع ی f و

ξ(γ) = f(ξ۱(γ), ξ۲(γ), · · · , ξn(γ)), ∀γ ∈ Γ (۴٨ . ٣)

م شود. تعریف

مجموعه ی A و است (Γ,L,M) نایقین فضای روی نایقین مجموعه ی ξ کنید فرض :٨ . ٧ مثال
با که است نایقین مجموعه ی نیز ξ +A آنگاه است. حقیق اعداد از قطع

(ξ +A)(γ) = ξ(γ) +A, ∀γ ∈ Γ (۴۴ . ٨)

م شود. مشخص

مثال، عنوان به است. ر دی مجموعه هر پوچساز ∅ ته مجموعه که باشید داشته توجه :٨ . ٨ مثال
همراه {γ۱, γ۲, γ۳} مجموعه (Γ,L,M) نایقین فضای کنید فرض .A×∅ = ∅ و A+∅ = ∅
مجموعه دو است. M{γ۳} = ۰٫۲ ،M{γ۲} = ۰٫۳ ،M{γ۱} = ۰٫۶ و توان مجموعه با

کنید تعریف را زیر نایقین

ξ(γ) =


∅, γ = γ۱ اگر

[۱,۳], γ = γ۲ اگر
[۱,۴], γ = γ۳, اگر

η(γ) =


(۲,۳), γ = γ۱ اگر
(۲,۴), γ = γ۲ اگر
(۲,۵), γ = γ۳. اگر

صورت به آنها مجموع آنگاه

(ξ + η)(γ) =


∅, γ = γ۱ اگر

(۳,۷), γ = γ۲ اگر
(۳,۹), γ = γ۳, اگر

صورت به آنها ضرب و

(ξ × η)(γ) =


∅, γ = γ۱ اگر

(۲,۱۲), γ = γ۲ اگر
(۲,۲۰), γ = γ۳, اگر

است.

آیا (ب) .ξ + ξ ̸≡ ۲ξ دهید نشان (الف) است. نایقین مجموعه ی ξ کنید فرض :٨ . ١٠ تمرین
است؟ برقرار هم قطع مجموعه برای رابطه این

عضویت تابع ٨ . ٢

تابع از تعمیم ی عنوان به است. متداول شاخص تابع از استفاده با قطع مجموعه ی دادن نشان
شد. خواهد استفاده نایقین مجموعه توصیف برای عضویت تابع شاخص،



١٧۵ عضویت تابع

از B بورل مجموعه هر برای اگر دارد µ عضویت تابع ξ نایقین مجموعه ی [٩۵] ۵ . ٨ تعریف
باشیم داشته ، حقیق اعداد

M{B ⊂ ξ} = inf
x∈B

µ(x), (۴۵ . ٨)

M{ξ ⊂ B} = ۱− sup
x∈Bc

µ(x). (۴۶ . ٨)

م شوند. نامیده اندازه معکوس فرمول های فوق معادله های
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M{ξ ⊂ B} = ۱− sup
x∈Bc

µ(x) و M{B ⊂ ξ} = inf
x∈B

µ(x) :٨ . ٢ ل ش

برای آنگاه است. موجود µ آن عضویت تابع که است نایقین مجموعه ی ξ کنید فرض ۵ . ٨ قضیه
x هر

µ(x) = M{x ∈ ξ}. (۴٨ . ٧)

که م شود نتیجه اندازه معکوس فرمول اولین از x؛ عدد هر برای برهان:

M{x ∈ ξ} = M{{x} ⊂ ξ} = inf
y∈{x}

µ(y) = µ(x).

م شود. ثابت قضیه ترتیب این به

آنگاه ،µ(x) = ۱ اگر است. ξ نایقین مجموعه به x عضویت درجه دقیقاً µ(x) مقدار :۴ . ٨ تذکر
µ(x) مقدار هرچه پس ندارد. قرار ξ در اصلا x آنگاه ،µ(x) = ۰ اگر است؛ ξ به متعلق کاملا x

است. تر درست ξ به x تعلق باشد بزرگتر

x هر برای صورت این در است. µ عضویت تابع با نایقین متغیر ی ξ کنید فرض ۶ . ٨ قضیه

M{x ̸∈ ξ} = ۱− µ(x). (۴٨ . ٨)

نایقین اندازه دوگان موضوعه اصل از هستند، متضاد رویدادهای {x ∈ ξ} و {x ̸∈ ξ} چون برهان:
که م شود نتیجه

M{x ̸∈ ξ} = ۱−M{x ∈ ξ} = ۱− µ(x).

م شود. ثابت قضیه ترتیب این به

باشد؛ متعلق α عضویت درجه با نایقین مجموعه ی به x اگر که م کند بیان ۶ . ٨ قضیه :۵ . ٨ تذکر
نیست. متعلق نایقین مجموعه این به ۱− α عضویت درجه با x آنگاه
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x عدد هر برای آنگاه است. µ عضویت تابع با نایقین مجموعه ی ξ کنید فرض ٨ . ٧ قضیه

M{x ∈ ξc} = ۱− µ(x). (۴٨ . ٩)

اندازه دوگان موضوعه اصل از هستند، متضاد رویدادهای {x ∈ ξ} و {x ∈ ξc} چون برهان:
که م شود نتیجه نایقین

M{x ∈ ξc} = ۱−M{x ∈ ξ} = ۱− µ(x).

م شود. ثابت قضیه ترتیب این به

باشد، متعلق نایقین مجموعه ی به α عضویت درجه با x اگر که م کند بیان ٨ . ٧ قضیه :۶ . ٨ تذکر
است. متعلق نایقین مجموعه آن مل م به ۱− α عضویت درجه با x گاه آن 

م کنیم فرض همواره .۰ ≤ µ(x) ≤ ۱ که است واضح ،µ عضویت تابع هر برای :٨ . ٧ تذکر

inf
x∈∅

µ(x) = ۱, sup
x∈∅

µ(x) = ۰. (۵٨ . ٠)

بنابراین

M{∅ ⊂ ξ} = ۱ = inf
x∈∅

µ(x). (۵٨ . ١)

داریم، همچنین است. برقرار B = ∅ برای همواره اندازه عکس فرمول ر، دی عبارت به

M{ξ ⊂ ℜ} = ۱ = ۱− sup
x∈∅

µ(x). (۵٨ . ٢)

است. برقرار B = ℜ برای همواره اندازه عکس دوم فرمول ؛ یعن

عضویت تابع است. ξ(γ) ≡ ℜ خاص نایقین مجموعه ی ℜ حقیق اعداد مجموعه :٨ . ٩ مثال
صورت به نایقین مجموعه این

µ(x) ≡ ۱ (۵٨ . ٣)

همزمان طور به µ و ℜ دهیم نشان باید ادعا، این اثبات برای است. ℜ مشخصه تابع همان که است
از بورل مجموعه ی B کنید فرض م کنند. صدق (۴۶ . ٨) و (۴۵ . ٨) اندازه عکس فرمول دو در

آن گاه است. حقیق اعداد

M{B ⊂ ξ} = M{Γ} = ۱ = inf
x∈B

µ(x).

ثابت را اندازه عکس دوم فرمول برقراری حال است. برقرار اندازه عکس فرمول اولین ترتیب این به
B ̸= ℜ وقت است. برقرار (۵٨ . ٢) گرفتن نظر در با اندازه عکس دوم فرمول ،B = ℜ وقت م کنیم.

داریم،
M{ξ ⊂ B} = M{∅} = ۰ = ۱− sup

x∈Bc

µ(x).

تابع µ(x) ≡ ۱ بنابراین، است. برقرار B بورل مجموعه هر برای اندازه عکس دوم فرمول پس
است. ξ(γ) ≡ ℜ نایقین مجموعه عضویت



١٧٧ عضویت تابع

نایقین مجموعه این عضویت تایع است. ξ(γ) ≡ ∅ نایقین مجموعه ی ∅ مجموعه :٨ . ١٠ مثال

µ(x) ≡ ۰ (۵۴ . ٨)

همزمان µ و ∅ دهیم نشان باید ادعا، این اثبات برای است. ∅ مجموعه مشخصه تابع همان که است
از بورل مجموعه ی B کنید فرض م کنند. صدق (۴۶ . ٨) و (۴۵ . ٨) اندازه عکس فرمول های در

وقت است. برقرار (۵٨ . ١) از استفاده با اندازه عکس اول فرمول ،B = ∅ وقت است. حقیق اعداد
داریم ،B ̸= ∅

M{B ⊂ ξ} = M{∅} = ۰ = inf
x∈B

µ(x).

دوم فرمول برقراری حال است. برقرار B بورل مجموعه هر برای اندازه عکس اول فرمول بنابراین
داریم B بورل مجموعه هر برای م کنیم. ثابت را اندازه عکس

M{ξ ⊂ B} = M{Γ} = ۱ = ۱− sup
x∈Bc

µ(x).

مجموعه عضویت تابع µ(x) ≡ ۰ بنابراین است. برقرار نیز اندازه عکس دوم فرمول ترتیب این به
است. ξ(γ) ≡ ∅ نایقین

نشان است. ξ(γ) ≡ A خاص نایقین مجموعه ی حقیق اعداد از A قطع مجموعه :٨ . ١١ تمرین
صورت به نایقین مجموعه این عضویت تابع دهید

µ(x) =

{
۱, x ∈ A اگر
۰, x ̸∈ A اگر

(۵۵ . ٨)

است. A مشخصه تابع همان عضویت تابع این یعن است.

و توان مجموعه با همراه {γ۱, γ۲} مجموعه (Γ,L,M) نایقین فضای کنید فرص :٨ . ١٢ تمرین
نایقین مجموعه دهید نشان است. M{γ۲} = ۰٫۶ ، M{γ۱} = ۰٫۴

ξ(γ) =

{
∅, γ = γ۱ اگر
A, γ = γ۲ اگر

عضویت تابع

µ(x) =

{
۰٫۶, x ∈ A اگر
۰, x ̸∈ A اگر

(۵۶ . ٨)

است. حقیق اعداد از قطع مجموعه ی A آن در که دارد

لب اندازه و بورل جبر با همراه [۰,۱] بازه (Γ,L,M) نایقین فضای کنید فرض :٨ . ١٣ تمرین
نایقین مجموعه عضویت تابع دهید نشان (١) است.

ξ(γ) = [−γ, γ] , ∀γ ∈ [۰,۱] (۵٨ . ٧)

صورت به

µ(x) =

{
۱− |x|, −۱ ≤ x ≤ ۱ اگر

۰, ,درغیراینصورت
(۵٨ . ٨)



نایقین مجموعه ١٧٨

دیدگاه چه عضویت تابع دو این (٣) چیست؟ ξ(γ) = [γ − ۱, ۱− γ] عضویت تابع (٢) است.
صورت به نیز آن عضویت تابع که کنید طراح ری دی نایقین مجموعه (۴) م کند؟ ایجاد شما در

باشد. (۵٨ . ٨)

توان مجموعه با همراه {γ۱, γ۲, γ۳} مجموعه (Γ,L,M) نایقین فضای کنید فرض :١۴ . ٨ تمرین
نایقین مجموعه است. M{γ۳} = ۰٫۲ و M{γ۲} = ۰٫۳ ،M{γ۱} = ۰٫۶ و

ξ(γ) =


[۲,۳], γ = γ۱ اگر
[۰,۵], γ = γ۲ اگر
[۱,۴], γ = γ۳ اگر

تابع ξ اگر (راهنمایی: کنید. توجیه را خود پاسخ (٢) چیست؟ ξ عضویت تابع (١) کنید. تعریف را
باشد.) برقرار µ(x) = M{x ∈ ξ} رابطه باید باشد داشته عضویت

مجموعه است. لب اندازه و بورل جبر با همراه [۰,۱] بازه (Γ,L,M) کنید فرض :١۵ . ٨ تمرین
نایقین

ξ(γ) =
(
γ۲,+∞

)
, (۵٨ . ٩)

(٣) چیست؟ ξc مل م مجموعه عضویت تابع (٢) چیست؟ ξ عضویت تابع (١) کنید. تعریف را
م کند؟ ایجاد شما در دیدگاه چه عضویت تابع دو این

مجموعه (Γ,L,M) نایقین فضای کنید فرض ندارد. عضویت تابع نایقین مجموعه هر :١۶ . ٨ تمرین
مجموعه دهید نشان است. M{γ۲} = ۰٫۶ ،M{γ۱} = ۰٫۴ و توان مجموعه با همراه {γ۱, γ۲}

نایقین

ξ(γ) =

{
[۱,۳], γ = γ۱ اگر
[۲,۴], γ = γ۲ اگر

(۶٨ . ٠)

ندارد. عضویت تابع
داریم µ(x) = M{x ∈ ξ} از استفاده با آنگاه باشد، داشته عضویت تابع ξ اگر (راهنمایی:

µ(x) =


۰٫۴, ۱ ≤ x < ۲ اگر
۱, ۲ ≤ x ≤ ۳ اگر

۰٫۶, ۳ < x ≤ ۴ اگر
۰, .درغیراینصورت

(۶٨ . ١)

نم کنند.) صدق (۴۶ . ٨) و (۴۵ . ٨) اندازه عکس فرمول دو در همزمان طور به µ و ξ دهیدکه نشان

دهید نشان است. لب اندازه و بورل جبر با همراه [۰,۱] بازه (Γ,L,M) کنید فرض :٨ . ١٧ تمرین
نایقین مجموعه

ξ(γ) = [γ, γ + ۱] , ∀γ ∈ Γ (۶٨ . ٢)

ندارد. عضویت تابع



١٧٩ عضویت تابع

صورت به آن عضویت تابع اگر م شود نامیده مثلث ξ نایقین مجموعه ۶ . ٨ تعریف

µ(x) =


x− a

b− a
, a ≤ x ≤ b اگر

x− c

b− c
, b ≤ x ≤ c اگر

(۶٨ . ٣)

a < b < c با حقیق اعداد a, b, c آن در که م شود داده نشان (a, b, c) با نایقین مجموعه این باشد.
هستند.

صورت به آن عضویت تابع اگر م شود نامیده ذوزنقه ای ξ نایقین مجموعه ٨ . ٧ تعریف

µ(x) =



x− a

b− a
, a ≤ x ≤ b اگر

۱, b ≤ x ≤ c اگر
x− d

c− d
, c ≤ x ≤ d اگر

(۶۴ . ٨)

a < b < c < d با a, b, c, d آن در که م شود داده نشان (a, b, c, d) با نایقین مجموعه این باشد.
هستند. حقیق اعداد

......................................................................................................................................................................................................................................................................... ...............
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ذوزنقه ای. و مثلث عضویت تابع های :٨ . ٣ ل ش

چیست؟ جوان

این در م گیریم؟ نظر در «جوان» عنوان به را سن چه هستند.» جوان دانشجویان «این م گوییم گاه
عضویت تابع با نایقین مجموعه ی عنوان به م توان را «جوان» حالت

µ(x) =



۰, x ≤ ۱۵ اگر
(x− ۱۵)/۵, ۱۵ ≤ x ≤ ۲۰ اگر

۱, ۲۰ ≤ x ≤ ۳۵ اگر
(۴۵− x)/۱۰, ۳۵ ≤ x ≤ ۴۵ اگر

۰, x ≥ ۴۵ اگر

(۶۵ . ٨)

نم گوییم. جوان سال ١۵ زیر افراد به که کنید توجه گرفت. نظر در



نایقین مجموعه ١٨٠
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«جوان». عضویت تابع :۴ . ٨ ل ش

چیست؟ بلند قد

گرفته درنظر «بلند» سانتیمتر) حسب (بر قدی چه هستند.» قدبلند اران ورزش «این م گوییم گاه
عضویت تابع با نایقین مجموعه ی عنوان به م توان را «بلند» حالت، این در م شود؟

µ(x) =



۰, x ≤ ۱۸۰ اگر
(x− ۱۸۰)/۵, ۱۸۰ ≤ x ≤ ۱۸۵ اگر

۱, ۱۸۵ ≤ x ≤ ۱۹۵ اگر
(۲۰۰− x)/۵, ۱۹۵ ≤ x ≤ ۲۰۰ اگر

۰, x ≥ ۲۰۰ اگر

(۶۶ . ٨)

نم گوییم. بلند را سانتیمتر ٢٠٠ از بیشتر قد تعریف، این با که کنید توجه گرفت. نظر در
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بلند». «قدِ عضویت تابع :۵ . ٨ ل ش



١٨١ عضویت تابع

چیست؟ گرم

این در گرفت؟ نظر در «گرم» م توان را حرارت درجه چه است.» گرم روزها «این م گوییم گاه
عضویت تابع با نایقین مجموعه ی عنوان به م توان را «گرم» حالت

µ(x) =



۰, x ≤ ۱۵ اگر
(x− ۱۵)/۳, ۱۵ ≤ x ≤ ۱۸ اگر

۱, ۱۸ ≤ x ≤ ۲۴ اگر
(۲۸− x)/۴, ۲۴ ≤ x ≤ ۲۸ اگر

۰, ۲۸ ≤ x اگر

(۶٨ . ٧)

نم گوییم. «گرم» را درجه ٢٨ از بیشتر حرارت درجه تعریف، این با که کنید توجه گرفت. نظر در
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«گرم». عضویت تابع :۶ . ٨ ل ش

چیست؟ اغلب

حالت این در م گیریم؟ نظر در «اغلب» را درصدی چه هستند.» پسر دانشجویان «اغلب م گوییم گاه
عضویت تابع با نایقین مجموعه ی م توان را «اغلب»

µ(x) =



۰, ۰ ≤ x ≤ ۰٫۷ اگر
۲۰(x− ۰٫۷), ۰٫۷ ≤ x ≤ ۰٫۷۵ اگر

۱, ۰٫۷۵ ≤ x ≤ ۰٫۸۵ اگر
۲۰(۰٫۹− x), ۰٫۸۵ ≤ x ≤ ۰٫۹ اگر

۰, ۰٫۹ ≤ x ≤ ۱ اگر

(۶٨ . ٨)

گرفت. نظر در

دارد؟ عضویت تابع نایقین مجموعه کدام

که م دهد نشان بخش این ندارند. عضویت تابع نایقین مجموعه های برخ که است شده مشخص
عضویت تابع همواره پیوسته نایقین فضای ی روی شده تعریف کل مرتب نایقین مجموعه های

دارند.



نایقین مجموعه ١٨٢
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«اغلب». عضویت تابع :٨ . ٧ ل ش

گفته کل مرتب (Γ,L,M) نایقین فضای روی شده تعریف نایقین مجموعه [١٠۵] ٨ . ٨ تعریف
یا ،γ۱, γ۲ ∈ Γ هر برای یعن باشد، کل مرتب مجموعه ی {ξ(γ) | γ ∈ Γ} هرگاه م شود

باشد. برقرار ξ(γ۲) ⊂ ξ(γ۱) یا و ξ(γ۱) ⊂ ξ(γ۲)

حقیق اعداد از قطع مجموعه ی A و نایقین فضای ی (Γ,L,M) کنید فرض :٨ . ١١ مثال
دارد. کل ترتیب ξ(γ) ≡ A نایقین مجموعه است.

توان مجموعه با همراه {γ۱, γ۲, γ۳} مجموعه (Γ,L,M) نایقین فضای کنید فرض :٨ . ١٢ مثال
نایقین مجموعه است. M{γ۳} = ۰٫۲ ،M{γ۲} = ۰٫۳ ،M{γ۱} = ۰٫۶ و

ξ(γ) =


[۲,۳], γ = γ۱ اگر
[۰,۵], γ = γ۲ اگر
[۱,۴], γ = γ۳ اگر

(۶٨ . ٩)

دارد. کل ترتیب

است. لب اندازه و بورل جبر با همراه [۰,۱] بازه (Γ,L,M) نایقین فضای کنید فرض :٨ . ١٣ مثال
نایقین مجموعه

ξ(γ) = [−γ, γ] , ∀γ ∈ Γ (٨ . ٧٠)

دارد. کل ترتیب

است. لب اندازه و بورل جبر با همراه [۰,۱] بازه (Γ,L,M) نایقین فضای کنید فرض :١۴ . ٨ مثال
نایقین مجموعه

ξ(γ) = [γ, γ + ۱] , ∀γ ∈ Γ (٨ . ٧١)

ندارد. کل ترتیب

ترتیب نیز ξc آن مل م دهید نشان است. کل مرتب نایقین مجموعه ی ξ کنید فرض :٨ . ١٨ تمرین
دارد. کل

نشان است. مقدار حقیق تابع ی f و کل مرتب نایقین مجموعه ی ξ کنید فرض :٨ . ١٩ تمرین
دارد. کل ترتیب نیز f(ξ) دهید



١٨٣ عضویت تابع

اعداد از قطع مجموعه ی B و کل مرتب نایقین مجموعه ی ξ کنید فرض [١٠۵] ٨ . ٨ قضیه
و دارد کل ترتیب است، شده گذاری اندیس x ∈ B با که {x ∈ ξ} گردایه (١) پس است. حقیق

دارد. کل ترتیب نیز است شده گذاری اندیس x ∈ B با که {x ̸∈ ξ} گردایه (٢)

چنان B در x۲ و x۱ عدد دو آنگاه نباشد، کل مرتب x ∈ B با که {x ∈ ξ} گردایه اگر برهان:
و γ۱ یعن هستند. برقرار {x۲ ∈ ξ} ⊂ {x۱ ∈ ξ} نه و {x۱ ∈ ξ} ⊂ {x۲ ∈ ξ} نه که موجودند

که موجودند Γ در γ۲
γ۱ ∈ {x۱ ∈ ξ}, γ۱ ̸∈ {x۲ ∈ ξ},
γ۲ ∈ {x۲ ∈ ξ}, γ۲ ̸∈ {x۱ ∈ ξ}.

یعن
x۱ ∈ ξ(γ۱), x۱ ̸∈ ξ(γ۲),

x۲ ∈ ξ(γ۲), x۲ ̸∈ ξ(γ۱).

ی ξ که این فرض با نتیجه این نیستند. برقرار ξ(γ۲) ⊂ ξ(γ۱) و ξ(γ۱) ⊂ ξ(γ۲) این بنابر
شده گذاری اندیس x ∈ B با که {x ∈ ξ} گردایه پس دارد. تناقض است کل مرتب مجموعه

از شد. ثابت اول قسمت دارد. کل ترتیب است؛

{x ̸∈ ξ} = {x ∈ ξ}c

دارد. کل ترتیب نیز است شده گذاری اندیس x ∈ B با که {x ̸∈ ξ} گردایه که م شود نتیجه

فضای ی روی کل مرتب نایقین مجموعه ی ξ کنید فرض وجودی) قضیه ،[١٠۵] ) ٨ . ٩ قضیه
و دارد وجود همواره آن عضویت تابع آنگاه است. پیوسته نایقین

µ(x) = M{x ∈ ξ}. (٨ . ٧٢)

صدق اندازه عکس فرمول دو در دهیم نشان باید است، ξ عضویت تابع µ که این اثبات برای برهان:
که م کند بیان ٨ . ١ قضیه است. حقیق اعداد از دلخواه بورل مجموعه ی B کنید فرض م کند.

{B ⊂ ξ} =
∩
x∈B

{x ∈ ξ}.

شده گذاری اندیس x ∈ B با که {x ∈ ξ} و است شده گرفته نظر در پیوسته نایقین اندازه چون
داریم دارد، کل ترتیب است

M{B ⊂ ξ} = M

{∩
x∈B

(x ∈ ξ)

}
= inf

x∈B
M{x ∈ ξ} = inf

x∈B
µ(x).

که م کند بیان ٨ . ١ قضیه حال، است. برقرار اندازه عکس فرمول اولین ترتیب این به

{ξ ⊂ B} =
∩

x∈Bc

{x ̸∈ ξ}.

ترتیب x ∈ Bc با شده گذاری اندیس {x ̸∈ ξ} و است، شده فرض پیوسته نایقین اندازه چون دوباره
داریم دارد، کل

M{ξ ⊂ B} = M

{ ∩
x∈Bc

(x ̸∈ ξ)

}
= inf

x∈Bc
M{x ̸∈ ξ} = ۱− sup

x∈Bc

µ(x).



نایقین مجموعه ١٨۴

است. ξ عضویت تابع µ پس است. برقرار نیز نایقین اندازه دوم فرمول پس

نایقین فضای کنید فرض مثال برای کرد. حذف ٨ . ٩ قضیه در نم توان را پیوستگ شرط :١۵ . ٨ مثال
و توان مجموعه با (۰,۱) بازه (Γ,L,M)

M{Λ} =


۰, Λ = ∅ اگر
۱, Λ = Γ اگر

۰٫۵, درغیراینصورت
(٨ . ٧٣)

آنگاه است.

ξ(γ) = (−γ, γ), ∀γ ∈ (۰,۱) (٧۴ . ٨)

تابع نایقین مجموعه این اگر است. ناپیوسته نایقین فضای ی روی کل مرتب نایقین مجموعه ی
آن گاه باشد، داشته عضویت

µ(x) =


۱, x = ۰ اگر

۰٫۵, −۱ < x < ۰ یا ۰ < x < ۱ اگر
۰, درغیراینصورت

(٧۵ . ٨)

که حال در

M{(−۱,۱) ⊂ ξ} = M{∅} = ۰ ̸= ۰٫۵ = inf
x∈(−۱,۱)

µ(x). (٧۶ . ٨)

شرط نم توان پس ندارد. عضویت تابع ξ بنابراین و نیست برقرار اندازه عکس اول فرمول یعن
کرد. حذف را پیوستگ

مثال، عنوان به دارند. عضویت تابع هم نیستند کل مرتب که نایقین مجموعه های برح :١۶ . ٨ مثال
و توان مجموعه با همراه {γ۱, γ۲, γ۳, γ۴} مجموعه (Γ,L,M) نایقین فضای کنید فرض

M{Λ} =


۰, Λ = ∅ اگر
۱, Λ = Γ اگر

۰٫۵, درغیراینصورت
(٨ . ٧٧)

آنگاه است.

ξ(γ) =


{۱}, γ = γ۱ اگر

{۱,۲}, γ = γ۲ اگر
{۱,۳}, γ = γ۳ اگر

{۱,۲,۳}, γ = γ۴ اگر

(٨ . ٧٨)

آن عضویت تابع حال، این با است. غیرکل مرتب نایقین مجموعه ی

µ(x) =


۱, x = ۱ اگر

۰٫۵, x = ۲ یا ۳ اگر
۰, درغیراینصورت

(٨ . ٧٩)



١٨۵ عضویت تابع

م کنند. صدق (۴۶ . ٨) و (۴۵ . ٨) اندازه عکس فرمول دو در همزمان طور به µ و ξ زیرا است.

م توان را «اغلب» و «گرم» بلند»، «قدِ «جوان»، مانند نادقیق مفاهیم خاص، حالت در :٨ . ٨ تذکر
گرفت. نظر در پیوسته نایقین فضای ی روی کل مرتب نایقین مجموعه های

کاف و لازم شرط

اگر تنها و اگر است عضویت تابع ی µ ‐مقدار حقیق تابع [٩٢] ٨ . ١٠ قضیه

۰ ≤ µ(x) ≤ ۱. (٨ . ٨٠)

و µ(x) = M{x ∈ ξ} آنگاه باشد، ξ نایقین مجموعه ی برای عضویت تابع ی µ اگر برهان:
فضای کنید فرض .۰ ≤ µ(x) ≤ ۱ که است تابع µ کنید فرض برعکس، .۰ ≤ µ(x) ≤ ۱

آنگاه است. لب اندازه و بورل جبر با همراه [۰,۱] بازه (Γ,L,M)

ξ(γ) = {x ∈ ℜ |µ(x) ≥ γ} (٨ . ٨١)

٨ . ٨ ل ش م کند. تعریف (Γ,L,M) پیوسته نایقین فضای روی کل مرتب نایقین مجموعه ی
است. ξ عضویت تابع µ که کرد تحقیق م توان سادگ به ٨ . ٩ قضیه از استفاده با کنید. نگاه را
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یرید. ب نظر در لب اندازه و بورل جبر با همراه [۰,۱] بازه را (Γ,L,M) نایقین فضای :٨ . ٨ ل ش
مجموعه تنها ξ که باشید داشته یاد به است. ξ(γ) = {x ∈ ℜ |µ(x) ≥ γ} عضویت تابع µ آنگاه

است. آن عضویت تابع µ که نیست نایقین

که م شود نتیجه کاف و لازم شرط از است. ۱ و ۰ بین عدد ی c کنید فرض :٨ . ١٧ مثال

µ(x) ≡ c (٨ . ٨٢)

لب اندازه و بورل جبر با همراه [۰,۱] بازه را (Γ,L,M) نایقین فضای است. عضویت تابع ی
کنید تعریف یرید. ب نظر در

ξ(γ) =

{
ℜ, ۰ ≤ γ ≤ c اگر
∅, c < γ ≤ ۱ اگر

(٨ . ٨٣)

پیوسته نایقین فضای ی روی کل مرتب نایقین مجموعه ی ξ که کرد تحقیق م توان سادگ به
است. µ آن عضویت تابع و است



نایقین مجموعه ١٨۶

x حقیق عدد هر برای آن عضویت تابع که م سازیم نایقین مجموعه :٨ . ١٨ مثال

µ(x) = exp(−x۲) (٨۴ . ٨)

یرید. ب نظر در لب اندازه و بورل جبر با همراه [۰,۱] بازه را (Γ,L,M) نایقین فضای است.
کنید تعریف

ξ(γ) = (−
√
− ln γ,

√
− ln γ), ∀γ ∈ [۰,۱]. (٨۵ . ٨)

پیوسته نایقین فضای ی روی کل مرتب نایقین مجموعه ی ξ که کرد تحقیق م توان سادگ به
است. µ آن عضویت تابع و است

صورت به x حقیق عدد هر برای آن عضویت تابع که بسازید نایقین مجموعه ی :٨ . ٢٠ تمرین

µ(x) =
۱
۲ exp(−x۲) (٨۶ . ٨)

است.

صورت به x حقیق عدد هر برای آن عضویت تابع که بسازید نایقین مجموعه ی :٨ . ٢١ تمرین

µ(x) =
۱
۲ exp(−x۲) +

۱
۲ (٨ . ٨٧)

است.

ξ آنگاه است. موجود µ آن عضویت تابع که یرید ب نظر در نایقین مجموعه ی را x ٨ . ١١ قضیه
اگر تنها و اگر است ناته (١)

sup
x∈ℜ

µ(x) = ۱, (٨ . ٨٨)

اگر تنها و اگر است ته (٢)

µ(x) ≡ ۰, (٨ . ٨٩)

صورت. غیراین در اگر تنها و اگر است نیم‐ته (٣) و

داریم اندازه عکس دوم فرمول از است، موجود µ عضویت تابع چون برهان:

M{ξ = ∅} = M{ξ ⊂ ∅} = ۱− sup
x∈∅c

µ(x) = ۱− sup
x∈ℜ

µ(x).

است ته (٢) است. برقرار (٨ . ٨٨) یعن ،M{ξ = ∅} = ۰ اگر تنها و اگر است ناته (١) ξ پس
غیراین در اگر تنها و اگر است نیم‐ته (٣) و ،(٨ . ٨٩) یعن ،M{ξ = ∅} = ۱ اگر تنها و اگر

صورت.

به عضویت) تابع مقدار (بیشترین ارتفاع نایقین مجموعه در که م دهند ترجیح برخ :٨ . ٢٢ تمرین
ی و م کنند تقسیم ارتفاع به را عضویت مقادیر تمام باشد، ١ از کمتر ارتفاع که وقت برسد. ١

است؟ مضر و نادرست دیدگاه این چرا م آورند. وجود به شده» «نرمال عضویت تابع



١٨٧ معکوس عضویت تابع

منظم عضویت تابع

موجود µ(x۰) = ۱ با x۰ مانند نقطه ای هرگاه گویند منظم را µ عضویت تابع [٩۵] ٨ . ٩ تعریف
بازه در و صعودی (−∞, x۰] بازه در µ(x) یعن باشد. مدول تک x۰ اطراف در µ(x) که است

است. نزول [x۰,+∞)

µ(x) ≡ ۱ عضویت تابع همچنین، هستند. منظم ذوزنقه ای و مثلث عضویت تابع دو مثال، برای
نیست. منظم µ(x) ≡ ۰ که حال در است منظم

باشد. منظم آن عضویت تابع هرگاه است ناته نایقین مجموعه ی دهید نشان :٨ . ٢٣ تمرین

معکوس عضویت تابع ٨ . ٣

مجموعه‐مقدار تابع یرید. ب نظر در را µ عضویت تابع با ξ نایقین مجموعه [٩۵] ٨ . ١٠ تعریف

µ−۱(α) =
{
x ∈ ℜ

∣∣ µ(x) ≥ α
}
, ∀α ∈ [۰,۱] (٨ . ٩٠)

م شود. نامیده µ α‐برش نیز µ−۱(α) مجموعه ،α هر برای گویند. ξ معکوس عضویت تابع را
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.µ−۱(α) معکوس عضویت تابع :٨ . ٩ ل ش

صورت این در یرید. ب نظر در را µ−۱(α) معکوس عضویت تابع با ξ نایقین مجموعه :٨ . ٩ تذکر
صورت به ξ عضویت تابع

µ(x) = sup
{
α ∈ [۰,۱]

∣∣ x ∈ µ−۱(α)
}
, (٨ . ٩١)

م شود. مشخص

کنید فرض باشد. ته مجموعه است ن مم معکوس عضویت تابع مقدار که کنید توجه :٨ . ١٩ مثال
عضویت تابع با نایقین مجموعه ی ξ

µ(x) =

{
۰٫۸, ۱ ≤ x ≤ ۲ اگر
۰, .درغیراینصورت

(٨ . ٩٢)



نایقین مجموعه ١٨٨

صورت به آن معکوس عضویت تابع است.

µ−۱(α) =

{
∅, α > ۰٫۸ اگر

[۱,۲], ,درغیراینصورت
(٨ . ٩٣)

است.

صورت به ξ = (a, b, c) مثلث نایقین مجموعه معکوس عضویت تابع :٨ . ٢٠ مثال

µ−۱(α) = [(۱− α)a+ αb, αb+ (۱− α)c], (٩۴ . ٨)

است.

صورت به ξ = (a, b, c, d) دوزنقه ای نایقین مجموعه معکوس عضویت تابع :٨ . ٢١ مثال

µ−۱(α) = [(۱− α)a+ αb, αc+ (۱− α)d], (٩۵ . ٨)

است.

تنها و اگر است معکوس عضویت تابع ی µ−۱(α) تابع ( کاف و لازم شرط ،[٩۵]) ٨ . ١٢ قضیه
یعن باشد. α ∈ [۰,۱] به نسبت مجموعه‐مقدار نزول نوای ی تابع ی اگر

µ−۱(α) ⊂ µ−۱(β), α > β اگر (٩۶ . ٨)

برای صورت این در است. نایقین مجموعه ی معکوس عضویت تابع µ−۱(α) کنید فرض برهان:
.x ∈ µ−۱(β) بنابراین و µ(x) > β داریم α > β چون .µ(x) ≥ α داریم ،x ∈ µ−۱(α) هر
نوا ی نزول مجموعه‐مقدار تابع ی µ−۱(α) کنید فرض برعکس، .µ−۱(α) ⊂ µ−۱(β) پس

آنگاه است.
µ(x) = sup

{
α ∈ [۰,۱]

∣∣ x ∈ µ−۱(α)
}

عضویت تابع µ−۱(α) که کرد تحقیق م توان سادگ به است. نایقین مجموعه ی عضویت تابع
م شود. ثابت قضیه ترتیب این به است. نایقین مجموعه این معکوس

نم کند! اختیار را خود α‐برش مقدار های الزاماً نایقین مجموعه

واقع، در نم کند. اختیار را خودش α‐برش های الزاماً نایقین مجموعه که باشید داشته خاطر به
در نایقین مجموعه برعکس، است. مشمول α نایقین اندازه با نایقین مجموعه ی در α‐برش ی

داریم. را بعدی قضیه دقیق تر بیان به است. مشمول ۱− α نایقین اندازه با خودش α‐برش

این در یرید. ب نظر در را µ−۱(α) معکوس عضویت تابع با ξ نایقین مجموعه [٩۵] ٨ . ١٣ قضیه
داریم ،α ∈ [۰,۱] هر برای صورت

M{µ−۱(α) ⊂ ξ} ≥ α, (٨ . ٩٧)

M{ξ ⊂ µ−۱(α)} ≥ ۱− α. (٨ . ٩٨)



١٨٩ استقلال

که م شود نتیجه اندازه عکس فرمول اولین از .µ(x) ≥ α داریم ،x ∈ µ−۱(α) هر برای برهان:

M{µ−۱(α) ⊂ ξ} = inf
x∈µ−۱(α)

µ(x) ≥ α.

که م شود نتیجه اندازه عکس فرمول دومین از .µ(x) < α داریم ،x ̸∈ µ−۱(α) هر برای

M{ξ ⊂ µ−۱(α)} = ۱− sup
x ̸∈µ−۱(α)

µ(x) ≥ ۱− α.

استقلال ۴ . ٨

مجموعه های از گردایه ای به نایقین فضای ی از اندازه پذیر تابع ی نایقین مجموعه که کنید توجه
در تغییری آنها از ی مقدار دانستن که است معن این به تابع دو استقلال است. حقیق اعداد
شده تعریف متفاوت نایقین فضاهای در که نایقین مجموعه دو .١ نم کند ایجاد ری دی مقدار برآورد
مجموعه های ترتیب به ξ۲(γ۲) و ξ۱(γ۱) کنید فرض مثال برای م کنند. صدق شرط این در اند،

نایقین فضای در آنها که است واضح هستند. (Γ۲,L۲,M۲) و (Γ۱,L۱,M۱) فضاهای در نایقین
هر برای بنابراین، هستند. نایقین مجموعه های نیز (Γ۱,L۱,M۱) × (Γ۲,L۲,M۲) حاصلضرب

داریم حقیق اعداد از B۲ و B۱ نایقین مجموعه های

M{(ξ۱ ⊂ B۱) ∩ (ξ۲ ⊂ B۲)}

= M {(γ۱, γ۲) | ξ۱(γ۱) ⊂ B۱, ξ۲(γ۲) ⊂ B۲}

= M {(γ۱ | ξ۱(γ۱) ⊂ B۱)× (γ۲ | ξ۲(γ۲) ⊂ B۲)}

= M۱ {γ۱ | ξ۱(γ۱) ⊂ B۱} ∧M۲ {γ۲ | ξ۲(γ۲) ⊂ B۲}

= M {ξ۱ ⊂ B۱} ∧M {ξ۲ ⊂ B۲} .
یعن

M{(ξ۱ ⊂ B۱) ∩ (ξ۲ ⊂ B۲)} = M{ξ۱ ⊂ B۱} ∧M{ξ۲ ⊂ B۲}. (٨ . ٩٩)

کرد: بررس نیر را بعدی رابطه های برقراری م توان مشابه طور به

M{(ξc۱ ⊂ B۱) ∩ (ξ۲ ⊂ B۲)} = M{ξc۱ ⊂ B۱} ∧M{ξ۲ ⊂ B۲}, (٨ . ١٠٠)

M{(ξ۱ ⊂ B۱) ∩ (ξc۲ ⊂ B۲)} = M{ξ۱ ⊂ B۱} ∧M{ξc۲ ⊂ B۲}, (٨ . ١٠١)

M{(ξc۱ ⊂ B۱) ∩ (ξc۲ ⊂ B۲)} = M{ξc۱ ⊂ B۱} ∧M{ξc۲ ⊂ B۲}, (٨ . ١٠٢)

M{(ξ۱ ⊂ B۱) ∪ (ξ۲ ⊂ B۲)} = M{ξ۱ ⊂ B۱} ∨M{ξ۲ ⊂ B۲}, (٨ . ١٠٣)

برای z = g(y) و z = f(x) تابع دو که است واضح ،(x, y, z) الزاویه قائم مختصات دستگاه در مثال، عنوان به ١

z = {x, y} و z = [x, x+ ۱] تابع های که حال در هستند. مستقل همواره متغیر ی از g و f مقدار مجموعه تابع های
نیستند. مستقل



نایقین مجموعه ١٩٠

M{(ξc۱ ⊂ B۱) ∪ (ξ۲ ⊂ B۲)} = M{ξc۱ ⊂ B۱} ∨M{ξ۲ ⊂ B۲}, (١٠۴ . ٨)

M{(ξ۱ ⊂ B۱) ∪ (ξc۲ ⊂ B۲)} = M{ξ۱ ⊂ B۱} ∨M{ξc۲ ⊂ B۲}, (١٠۵ . ٨)

M{(ξc۱ ⊂ B۱) ∪ (ξc۲ ⊂ B۲)} = M{ξc۱ ⊂ B۱} ∨M{ξc۲ ⊂ B۲}. (١٠۶ . ٨)

، کل حالت در باشد. برقرار الذکر فوق معادله هشت هرگاه گویند مستقل را نایقین مجموعه دو پس؛
کرد. تعریف زیر صورت به را استقلال م توان

مجموعه های برای هرگاه گویند مستقل را ξ۱, ξ۲, · · · , ξn نایقین مجموعه های [٩٨] ٨ . ١١ تعریف
باشیم داشته حقیق اعداد از B۱, B۲, . . . , Bn بورل دلخواه

M

{
n∩

i=۱
(ξ∗i ⊂ Bi)

}
=

n∧
i=۱

M {ξ∗i ⊂ Bi} (٨ . ١٠٧)

و

M

{
n∪

i=۱
(ξ∗i ⊂ Bi)

}
=

n∨
i=۱

M {ξ∗i ⊂ Bi} (٨ . ١٠٨)

م شوند. انتخاب i = ۱,۲, . . . , n ،{ξi, ξci } از ترتیب به دلخواه به ξ∗i آنها در که

وقت مثلا م دهند. نشان را معادله ۲n+۱ تعداد (٨ . ١٠٨) و (٨ . ١٠٧) که کنید توجه :٨ . ١٠ تذکر
م دهند. نشان را (١٠۶ . ٨) تا (٨ . ٩٩) معادله هشت ،n = ۲

مجموعه  از خاص حالت مجموعه (این حقیق اعداد از قطع مجموعه ی دهید نشان :٢۴ . ٨ تمرین
است. مستقل ر دی نایقین مجموعه هر از همواره است) نایقین

ξj و ξi دهید نشان هستند. مستقل نایقین مجموعه های ξ۱, ξ۲, . . . , ξn کنید فرض :٢۵ . ٨ تمرین
هستند. مستقل نیز ۱ ≤ i < j ≤ n با j و i هر برای

توجیه را خود پاسخ هستند؟ مستقل ξc و ξ آیا یرید. ب نظر در را ξ مستقل مجموعه :٢۶ . ٨ تمرین
کنید.

ξ + A و ξ آیا است. قطع مجموعه ی A و نایقین مجموعه ی ξ کنید فرض :٨ . ٢٧ تمرین
کنید. توجیه را خود پاسخ هستند؟ مستقل

حاصلضرب نایقین فضای در را آنها (راهنمایی: بسازید. مستقل نایقین مجموعه n :٨ . ٢٨ تمرین
کنید. تعریف (Γ۱,L۱,M۱)× (Γ۲,L۲,M۲)× · · · × (Γn,Ln,Mn)

ξ۲ و ξc۱ (٢) هستند؛ مستقل ξ۲ و ξ۱ (١) هستند. معادل زیر رابطه های دهید نشان :٨ . ٢٩ تمرین
هستند. مستقل ξc۲ و ξc۱ (۴) و هستند؛ مستقل ξc۲ و ξ۱ (٣) هستند؛ مستقل

مجموعه های برای اگر تنها و اگر هستند مستقل ξ۱, ξ۲, . . . , ξn نایقین مجموعه های [٩٨] ١۴ . ٨ قضیه
باشیم داشته حقیق اعداد از B۱, B۲, . . . , Bn دلخواه بورل

M

{
n∩

i=۱
(Bi ⊂ ξ∗i )

}
=

n∧
i=۱

M {Bi ⊂ ξ∗i } (٨ . ١٠٩)



١٩١ مجموعه ای عملیات قاعده

و

M

{
n∪

i=۱
(Bi ⊂ ξ∗i )

}
=

n∨
i=۱

M {Bi ⊂ ξ∗i } (٨ . ١١٠)

م شوند. انتخاب i = ۱,۲, . . . , n هر برای {ξi, ξci } از دلخواه به ξ∗i آنها در که

داریم ،{Bi ⊂ ξ∗i } = {ξ∗ci ⊂ Bc
i } i؛ = ۱,۲, . . . , n هر برای چون برهان:

M

{
n∩

i=۱
(Bi ⊂ ξ∗i )

}
= M

{
n∩

i=۱
(ξ∗ci ⊂ Bc

i )

}
, (٨ . ١١١)

n∧
i=۱

M {Bi ⊂ ξ∗i } =

n∧
i=۱

M{ξ∗ci ⊂ Bc
i }, (٨ . ١١٢)

M

{
n∪

i=۱
(Bi ⊂ ξ∗i )

}
= M

{
n∪

i=۱
(ξ∗ci ⊂ Bc

i )

}
, (٨ . ١١٣)

n∨
i=۱

M {Bi ⊂ ξ∗i } =

n∨
i=۱

M{ξ∗ci ⊂ Bc
i }. (١١۴ . ٨)

(٨ . ١١٠) و (٨ . ١٠٩) رابطه های که م شود نتیجه (١١۴ . ٨) و (٨ . ١١٣) ،(٨ . ١١٢) ،(٨ . ١١١) از
اگر تنها و اگر برقرارند

M

{
n∩

i=۱
(ξ∗ci ⊂ Bc

i )

}
=

n∧
i=۱

M{ξ∗ci ⊂ Bc
i }, (١١۵ . ٨)

M

{
n∪

i=۱
(ξ∗ci ⊂ Bc

i )

}
=

n∨
i=۱

M{ξ∗ci ⊂ Bc
i }. (١١۶ . ٨)

ترتیب این به هستند. معادل ξ۱, ξ۲, . . . , ξn نایقین مجموعه های استقلال با همچنین فوق معادله دو
م شود. ثابت قضیه

مجموعه ای عملیات قاعده ۵ . ٨

بحث عضویت تابع های از استفاده با نایقین مجموعه های مل م و اشتراک اجتماع، مورد در بخش این
م کند.



نایقین مجموعه ١٩٢

نایقین مجموعه های اجتماع

نظر در را ν و µ عضویت تابع های با ترتیب به η و ξ مستقل نایقین مجموعه های [٩۵] ١۵ . ٨ قضیه
صورت به ξ ∪ η اجتماع عضویت تابع صورت این در یرید. ب

λ(x) = µ(x) ∨ ν(x), (٨ . ١١٧)

است.
اندازه عکس فرمول های برقراری باید است، ξ ∪ η عضویت تابع µ ∨ ν که این اثبات برای برهان:

دهید قرار و است حقیق اعداد از بورل مجموعه ی B کنید فرض کنیم. بررس را

β = inf
x∈B

µ(x) ∨ ν(x).

داریم ،η و ξ استقلال به توجه با .B ⊂ µ−۱(β) ∪ ν−۱(β) صورت این در

M{B ⊂ (ξ ∪ η)} ≥ M{(µ−۱(β) ∪ ν−۱(β)) ⊂ (ξ ∪ η)}

≥ M{(µ−۱(β) ⊂ ξ) ∩ (ν−۱(β) ⊂ η)}

= M{µ−۱(β) ⊂ ξ} ∧M{ν−۱(β) ⊂ η}

≥ β ∧ β = β.

پس

M{B ⊂ (ξ ∪ η)} ≥ inf
x∈B

µ(x) ∨ ν(x). (٨ . ١١٨)

داریم x ∈ B هر برای ر، دی طرف از

M{B ⊂ (ξ ∪ η)} ≤ M{x ∈ (ξ ∪ η)} = M{(x ∈ ξ) ∪ (x ∈ η)}

= M{x ∈ ξ} ∨M{x ∈ η} = µ(x) ∨ ν(x).

پس

M{B ⊂ (ξ ∪ η)} ≤ inf
x∈B

µ(x) ∨ ν(x). (٨ . ١١٩)

که م شود نتیجه (٨ . ١١٩) و (٨ . ١١٨) از

M{B ⊂ (ξ ∪ η)} = inf
x∈B

µ(x) ∨ ν(x). (٨ . ١٢٠)

عکس فرمول دومین برقراری حال م شود. نتیجه اندازه عکس فرمول اولین برقراری ترتیب این به
داریم η و ξ استقلال به توجه با م دهیم. نشان را اندازه

M{(ξ ∪ η) ⊂ B} = M{(ξ ⊂ B) ∩ (η ⊂ B)} = M{ξ ⊂ B} ∧M{η ⊂ B}

=

(
۱− sup

x∈Bc

µ(x)

)
∧
(
۱− sup

x∈Bc

ν(x)

)
= ۱− sup

x∈Bc

µ(x) ∨ ν(x).



١٩٣ مجموعه ای عملیات قاعده

یعن

M{(ξ ∪ η) ⊂ B} = ۱− sup
x∈Bc

µ(x) ∨ ν(x). (٨ . ١٢١)

اجتماع عضویت تابع µ ∨ ν که شد ثابت ترتیب این به است. برقرار هم اندازه معکوس دوم فرمول
است. ξ ∪ η

................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................... ...............
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نایقین. مجموعه های اجتماع عضویت تابع :٨ . ١٠ ل ش

فضای کنید فرض مثال، برای کرد. حذف ١۵ . ٨ قضیه در نم توان را استقلال شرط :٨ . ٢٢ مثال
صورت این در است. M{γ۱} = M{γ۲} = ۰٫۵ و توان مجموعه با همراه (Γ,L,M) نایقین

ξ(γ) =

{
[۰,۱], γ = γ۱ اگر
[۰,۲], γ = γ۲ اگر

عضویت تابع با نایقین مجموعه ی

µ(x) =


۱, ۰ ≤ x ≤ ۱ اگر

۰٫۵, ۱ < x ≤ ۲ اگر
۰, ,درغیراینصورت

و

η(γ) =

{
[۰,۲], γ = γ۱ اگر
[۰,۱], γ = γ۲ اگر

عضویت تابع با نایقین مجموعه ی نیز

ν(x) =


۱, ۰ ≤ x ≤ ۱ اگر

۰٫۵, ۱ < x ≤ ۲ اگر
۰, ,درغیراینصورت

آن عضویت تابع که ξ ∪ η ≡ [۰,۲] و نیستند مستقل η و ξ که کنید توجه است.

λ(x) =

{
۱, ۰ ≤ x ≤ ۲ اگر
۰, ,درغیراینصورت



نایقین مجموعه ١٩۴

پس است.

λ(x) ̸= µ(x) ∨ ν(x). (٨ . ١٢٢)

کرد. حذف نم توان را استقلال شرط بنابراین،

µ۱, µ۲, . . . , µn عضویت تابع های با نایقین مجموعه های ξ۱, ξ۲, . . . , ξn کنید فرض :٨ . ٣٠ تمرین
چیست؟ ξ۱ ∪ ξ۲ ∪ · · · ∪ ξn عضویت تابع هستند.

λ(x) = min{۱, µ(x)+ν(x)} و λ(x) = µ(x)+ν(x)−µ(x) ·ν(x) برخ :٨ . ٣١ تمرین
است؟ نادرست دیدگاه این چرا م کنند. پیشنهاد نایقین مجموعه های اجتماع عضویت تابع برای را

مجموعه های اجتماع عضویت تابع برای انتخاب تنها λ(x) = µ(x) ∨ ν(x) چرا :٨ . ٣٢ تمرین
است؟ نایقین

نایقین مجموعه های اشتراک

و µ عضویت تابع های با ترتیب به مستقل نایقین مجموعه های η و ξ کنید فرض [٩۵] ١۶ . ٨ قضیه
عضویت تابع ξ ∩ η آنها اشتراک آنگاه هستند. ν

λ(x) = µ(x) ∧ ν(x), (٨ . ١٢٣)

دارد.
را اندازه عکس فرمول دو برقراری باید است، ξ ∩ η عضویت تابع µ ∧ ν که این اثبات برای برهان:
،η و ξ استقلال به توجه با است. حقیق اعداد از بورل مجموعه ی B کنید فرض کنیم. تحقیق

داریم

M{B ⊂ (ξ ∩ η)} = M{(B ⊂ ξ) ∩ (B ⊂ η)} = M{B ⊂ ξ} ∧M{B ⊂ η}

= inf
x∈B

µ(x) ∧ inf
x∈B

ν(x) = inf
x∈B

µ(x) ∧ ν(x).

، یعن

M{B ⊂ (ξ ∩ η)} = inf
x∈B

µ(x) ∧ ν(x). (١٢۴ . ٨)

قرار اندازه، عکس فرمول دومین برقراری اثبات برای شد. بررس اندازه عکس فرمول اولین برقراری
دهید

β = sup
x∈Bc

µ(x) ∧ ν(x).

η و ξ استقلال به توجه با . µ−۱(β + ε) ∩ ν−۱(β + ε) ⊂ B داریم ε > ۰ عدد هر برای آنگاه
داریم

M{(ξ ∩ η) ⊂ B} ≥ M{(ξ ∩ η) ⊂ (µ−۱(β + ε) ∩ ν−۱(β + ε))}

≥ M{(ξ ⊂ µ−۱(β + ε)) ∩ (η ⊂ ν−۱(β + ε))}

= M{ξ ⊂ µ−۱(β + ε)} ∧M{η ⊂ ν−۱(β + ε)}

≥ (۱− β − ε) ∧ (۱− β − ε) = ۱− β − ε.



١٩۵ مجموعه ای عملیات قاعده

داریم ،ε → ۰ فرض با

M{(ξ ∩ η) ⊂ B} ≥ ۱− sup
x∈Bc

µ(x) ∧ ν(x). (١٢۵ . ٨)

داریم ،x ∈ Bc هر برای ر دی طرف از

M{(ξ ∩ η) ⊂ B} ≤ M{x ̸∈ (ξ ∩ η)} = M{(x ̸∈ ξ) ∪ (x ̸∈ η)}

= M{x ̸∈ ξ} ∨M{x ̸∈ η} = (۱− µ(x)) ∨ (۱− ν(x))

= ۱− µ(x) ∧ ν(x).

پس

M{(ξ ∩ η) ⊂ B} ≤ ۱− sup
x∈Bc

µ(x) ∧ ν(x). (١٢۶ . ٨)

که م شود نتیجه (١٢۶ . ٨) و (١٢۵ . ٨) از

M{(ξ ∩ η) ⊂ B} = ۱− sup
x∈Bc

µ(x) ∧ (x). (٨ . ١٢٧)

م شود. ثابت قضیه م ح بنابراین، م شود. نتیجه اندازه عکس فرمول دومین برقراری ترتیب این به
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نایقین. مجموعه های اشتراک عضویت تابع :٨ . ١١ ل ش

فضای کنید فرض مثال، برای کرد. حذف نم توان را ١۶ . ٨ قضیه در استقلال شرط :٨ . ٢٣ مثال
M{γ۱} = M{γ۲} = ۰٫۵ و توان مجموعه با همراه {γ۱, γ۲} مجموعه (ΓL,M) نایقین

آنگاه است.

ξ(γ) =

{
[۰,۱], γ = γ۱ اگر
[۰,۲], γ = γ۲ اگر

عضویت تابع با نایقین مجموعه ی

µ(x) =


۱, ۰ ≤ x ≤ ۱ اگر

۰٫۵, ۱ < x ≤ ۲ اگر
۰, ,درغیراینصورت



نایقین مجموعه ١٩۶

و

η(γ) =

{
[۰,۲], γ = γ۱ اگر
[۰,۱], γ = γ۲ اگر

عضویت تابع با نایقین مجموعه ی

ν(x) =


۱, ۰ ≤ x ≤ ۱ اگر

۰٫۵, ۱ < x ≤ ۲ اگر
۰, ,درغیراینصورت

آن عضویت تابع که ξ ∩ η ≡ [۰,۱] و نیستند، مستقل η و ξ که کنید توجه است.

λ(x) =

{
۱, ۰ ≤ x ≤ ۱ اگر
۰, درغیراینصورت

پس است.

λ(x) ̸= µ(x) ∧ ν(x). (٨ . ١٢٨)

کرد. حذف نم توان را استقلال شرط بنابراین

عضویت تابع های با ترتیب به مستقل نایقین مجموعه های ξ۱, ξ۲, . . . , ξn کنید فرض :٨ . ٣٣ تمرین
چیست؟ ξ۱ ∩ ξ۲ ∩ · · · ∩ ξn عضویت تابع هستند. µ۱, µ۲, . . . , µn

عنوان به را λ(x) = µ(x) · ν(x) و λ(x) = max{۰, µ(x) + ν(x)−۱} برخ :٣۴ . ٨ تمرین
است. نادرست دیدگاه چنین چرا م کنند. مطرح نایقین مجموعه دو اشتراک عضویت تابع

مجموعه های اشتراک عضویت تابع برای انتخاب تنها λ(x) = µ(x) ∧ ν(x) چرا :٣۵ . ٨ تمرین
است؟ نایقین

نایقین مجموعه مل م

عضویت تابع آنگاه است. µ عضویت تابع با نایقین مجموعه ی ξ کنید فرض [٩۵] ٨ . ١٧ قضیه
صورت به ξc آن مل م

λ(x) = ۱− µ(x), (٨ . ١٢٩)

است.

را اندازه عکس فرمول دو برقراری باید است، ξc عضویت تابع ۱ − µ که این اثبات برای برهان:
نتیجه عضویت تابع تعریف از است. حقیق اعداد از بورل مجموعه ی B کنید فرض کنیم. بررس

که م شود

M{B ⊂ ξc} = M{ξ ⊂ Bc} = ۱− sup
x∈(Bc)c

µ(x) = inf
x∈B

(۱− µ(x)),

M{ξc ⊂ B} = M{Bc ⊂ ξ} = inf
x∈Bc

µ(x) = ۱− sup
x∈Bc

(۱− µ(x)).



١٩٧ حسابی عملیات قاعده
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نایقین. مجموعه ی مل م عضویت تابع :٨ . ١٢ ل ش

است. ξc عضویت تابع ۱− µ پس

م گوید ٨ . ١٧ قضیه است. µ عضویت تابع با نایقین مجموعه ی ξ کنید فرض :٣۶ . ٨ تمرین
مشخصه تابع λ(x) ≡ ۱ که است شده مشخص (١) است. ξc عضویت تابع ۱ − µ(x) که

و است ξ ∪ ξc ≡ ℜ

λ(x) ̸= µ(x) ∨ (۱− µ(x)). (٨ . ١٣٠)

λ(x) ≡ ۰ که است شده مشخص (٢) نیست؟ استفاده قابل ξc و ξ اجتماع برای ١۵ . ٨ قضیه چرا
و ξ ∩ ξc ≡ ∅ مشخصه تابع

λ(x) ̸= µ(x) ∧ (۱− µ(x)). (٨ . ١٣١)

نیست؟ استفاده قابل ξc و ξ اشتراک برای ١۶ . ٨ قضیه چرا

ν و µ عضویت تابع های با ترتیب به مستقل نایقین مجموعه های η و ξ کنید فرض :٨ . ٣٧ تمرین
دارند قرار ξ در که است اعضایی مجموعه م شود، داده نشان ξ \η با که η و ξ تفاضل آنگاه هستند.

یعن نیستند. η عضو ول

ξ \ η = ξ ∩ ηc. (٨ . ١٣٢)

صورت به ξ \ η عضویت تابع دهید نشان

λ(x) = µ(x) ∧ (۱− ν(x)), (٨ . ١٣٣)

است.

حسابی عملیات قاعده ۶ . ٨

مستقل نایقین مجموعه های تقسیم و ضرب تفریق، جمع، مانند حسابی عملیات قاعده های بخش این
م کند. ارائه را



نایقین مجموعه ١٩٨

معکوس عضویت تابع های از استفاده با حسابی عملیات قاعده

تابع های با ترتیب به مستقل نایقین مجموعه های ξ۱, ξ۲, . . . , ξn کنید فرض [٩۵] ٨ . ١٨ قضیه
آنگاه است. اندازه پذیر تابع ی f کنید فرض و هستند µ−۱

۱ , µ−۱
۲ , . . . , µ−۱

n عکس عضویت

ξ = f(ξ۱, ξ۲, . . . , ξn) (١٣۴ . ٨)

معکوس عضویت تابع

λ−۱(α) = f(µ−۱
۱ (α), µ−۱

۲ (α), . . . , µ−۱
n (α)) (١٣۵ . ٨)

دارد.

اعداد از بورل مجموعه ی B کنید فرض م کنیم. ثابت را n = ۲ حالت تنها ، سادگ برای برهان:
کنید تعریف و است حقیق

β = inf
x∈B

λ(x).

داریم ξ۲ و ξ۱ استقلال از ،λ−۱(β) = f(µ−۱
۱ (β), µ−۱

۲ (β)) چون .B ⊂ λ−۱(β) آنگاه

M{B ⊂ ξ} ≥ M{λ−۱(β) ⊂ ξ} = M{f(µ−۱
۱ (β), µ−۱

۲ (β)) ⊂ ξ}

≥ M{(µ−۱
۱ (β) ⊂ ξ۱) ∩ (µ−۱

۲ (β) ⊂ ξ۲)}

= M{µ−۱
۱ (β) ⊂ ξ۱} ∧M{µ−۱

۲ (β) ⊂ ξ۲}

≥ β ∧ β = β.

پس

M{B ⊂ ξ} ≥ inf
x∈B

λ(x). (١٣۶ . ٨)

چون .B ̸⊂ λ−۱(β + ε) داریم ،ε > ۰ عدد هر برای ر دی طرف از

λ−۱(β + ε) = f(µ−۱
۱ (β + ε), µ−۱

۲ (β + ε))

داریم

M{B ̸⊂ ξ} ≥ M{ξ ⊂ λ−۱(β + ε)} = M{ξ ⊂ f(µ−۱
۱ (β + ε), µ−۱

۲ (β + ε))}

≥ M{(ξ۱ ⊂ µ−۱
۱ (β + ε)) ∩ (ξ۲ ⊂ µ−۱

۲ (β + ε))}

= M{ξ۱ ⊂ µ−۱
۱ (β + ε)} ∧M{ξ۲ ⊂ µ−۱

۲ (β + ε)}

≥ (۱− β − ε) ∧ (۱− β − ε) = ۱− β − ε

آنگاه و
M{B ⊂ ξ} = ۱−M{B ̸⊂ ξ} ≤ β + ε.

داریم ،ε → ۰ فرض با

M{B ⊂ ξ} ≤ β = inf
x∈B

λ(x). (٨ . ١٣٧)



١٩٩ حسابی عملیات قاعده

که م شود نتیجه (٨ . ١٣٧) و (١٣۶ . ٨) از

M{B ⊂ ξ} = inf
x∈B

λ(x). (٨ . ١٣٨)

عکس فرمول دومین برقراری اثبات برای شد. تحقیق اندازه عکس فرمول اولین برقراری ترتیب این به
کنید فرض اندازه،

β = sup
x∈Bc

λ(x).

که کنید توجه .λ−۱(β + ε) ⊂ B داریم ،ε > ۰ معلوم عدد هر برای آنگاه

λ−۱(β + ε) = f(µ−۱
۱ (β + ε), µ−۱

۲ (β + ε)).

داریم ξ۲ و ξ۱ استقلال از

M{ξ ⊂ B} ≥ M{ξ ⊂ λ−۱(β + ε)} = M{ξ ⊂ f(µ−۱
۱ (β + ε), µ−۱

۲ (β + ε))}

≥ M{(ξ۱ ⊂ µ−۱
۱ (β + ε)) ∩ (ξ۲ ⊂ µ−۱

۲ (β + ε))}

= M{ξ۱ ⊂ µ−۱
۱ (β + ε)} ∧M{ξ۲ ⊂ µ−۱

۲ (β + ε)}

≥ (۱− β − ε) ∧ (۱− β − ε) = ۱− β − ε.

داریم ε → ۰ فرض با

M{ξ ⊂ B} ≥ ۱− sup
x∈Bc

λ(x). (٨ . ١٣٩)

چون .λ−۱(β − ε) ̸⊂ B داریم ،ε > ۰ معلوم مقدار هر برای ر دی طرف از

λ−۱(β − ε) = f(µ−۱
۱ (β − ε), µ−۱

۲ (β − ε))

داریم

M{ξ ̸⊂ B} ≥ M{λ−۱(β − ε) ⊂ ξ} = M{f(µ−۱
۱ (β − ε), µ−۱

۲ (β − ε)) ⊂ ξ}

≥ M{(µ−۱
۱ (β − ε) ⊂ ξ۱) ∩ (µ−۱

۲ (β − ε) ⊂ ξ۲)}

= M{µ−۱
۱ (β − ε) ⊂ ξ۱} ∧M{µ−۱

۲ (β − ε) ⊂ ξ۲}

≥ (β − ε) ∧ (β − ε) = β − ε

صورت این در و
M{ξ ⊂ B} = ۱−M{ξ ̸⊂ B} ≤ ۱− β + ε.

داریم ،ε → ۰ فرض با

M{ξ ⊂ B} ≤ ۱− β = ۱− sup
x∈Bc

λ(x). (١۴٨ . ٠)

که م شود نتیجه (١۴٨ . ٠) و (٨ . ١٣٩) از

M{ξ ⊂ B} = ۱− sup
x∈Bc

λ(x). (١۴٨ . ١)



نایقین مجموعه ٢٠٠

اندازه عکس فرمول های ار استفاده با پس شد. ثابت اندازه عکس فرمول دومین برقراری ترتیب این به
است. ξ عضویت تابع λ که شده داده نشان (١۴٨ . ١) و (٨ . ١٣٨)

مستقل مثلث نایقین مجموعه دو η = (b۱, b۲, b۳) و ξ = (a۱, a۲, a۳) کنید فرض :٢۴ . ٨ مثال
صورت به ξ معکوس عضویت تابع ابتدا، هستند.

µ−۱(α) = [(۱− α)a۱ + αa۲, αa۲ + (۱− α)a۳], (١۴٨ . ٢)

η معکوس عضویت تابع و است

ν−۱(α) = [(۱− α)b۱ + αb۲, αb۲ + (۱− α)b۳] (١۴٨ . ٣)

صورت به ξ + η معکوس عضویت تابع که م شود نتیجه جمع عملیات قاعده از دارد.

λ−۱(α) = [(۱−α)(a۱+b۱)+α(a۲+b۲), α(a۲+b۲)+(۱−α)(a۳+b۳)]. (١۴۴ . ٨)

و است مثلث نایقین مجموعه ی نیز ξ + η مجموع ر، دی عبارت به است.

ξ + η = (a۱ + b۱, a۲ + b۲, a۳ + b۳). (١۴۵ . ٨)

هستند. مستقل نایقین مجموعه های η = (b۱, b۲, b۳) و ξ = (a۱, a۲, a۳) کنید فرض :٢۵ . ٨ مثال
معکوس عضویت تابع ξ − η تفاضل که م شود نتیجه عملیات قاعده از

λ−۱(α) = [(۱−α)(a۱−b۳)+α(a۲−b۲), α(a۲−b۲)+(۱−α)(a۳−b۱)]. (١۴۶ . ٨)

و است مثلث نایقین مجموعه ی نیز ξ − η تفاضل ر، دی عبارت به دارد.

ξ − η = (a۱ − b۳, a۲ − b۲, a۳ − b۱). (١۴٨ . ٧)

است. حقیق عدد ی k و مثلث نایقین مجموعه ی ξ = (a۱, a۲, a۳) کنید فرض :٢۶ . ٨ مثال
معکوس عضویت تابع k · ξ ضرب ،k ≥ ۰ اگر

λ−۱(α) = [(۱− α)(ka۱) + α(ka۲), α(ka۲) + (۱− α)(ka۳)], (١۴٨ . ٨)

ضرب ،k < ۰ اگر است. (ka۱, ka۲, ka۳) مثلث نایقین مجموعه ی k · ξ ضرب یعن دارد.
معکوس عضویت تابع k · ξ

λ−۱(α) = [(۱− α)(ka۳) + α(ka۲), α(ka۲) + (۱− α)(ka۱)], (١۴٨ . ٩)

داریم خلاصه طور به است. (ka۳, ka۲, ka۱) مثلث عدد k · ξ ضرب یعن دارد.

k · ξ =

{
(ka۱, ka۲, ka۳), k ≥ ۰ اگر

(ka۳, ka۲, ka۱), k < ۰ اگر
(١۵٨ . ٠)

مجموعه ها این اگر حت نیست مثلث ، مثلث نایقین مجموعه های ضرب دهید نشان :٨ . ٣٨ تمرین
باشند. مثبت و مستقل



٢٠١ حسابی عملیات قاعده

نایقین مجموعه دو η = (b۱, b۲, b۳, b۴) و ξ = (a۱, a۲, a۳, a۴) کنید فرض :٨ . ٣٩ تمرین
دهید نشان هستند. مستقل ذوزنقه ای

ξ + η = (a۱ + b۱, a۲ + b۲, a۳ + b۳, a۴ + b۴), (١۵٨ . ١)

ξ − η = (a۱ − b۴, a۲ − b۳, a۳ − b۲, a۴ − b۱), (١۵٨ . ٢)

k · ξ =

{
(ka۱, ka۲, ka۳, ka۴), k ≥ ۰ اگر

(ka۴, ka۳, ka۲, ka۱), k < ۰ اگر
(١۵٨ . ٣)

فضای کنید فرض مثال برای کرد. حذف نم توان را ٨ . ١٨ قضیه در استقلال شرط :٨ . ٢٧ مثال
آنگاه است. لب اندازه و بورل جبر با همراه [۰,۱] بازه (Γ,L,M) نایقین

ξ۱(γ) = [−γ, γ] (١۵۴ . ٨)

معکوس عضویت تابع با (−۱,۰,۱) مثلث نایقین مجموعه

µ−۱
۱ (α) = [α− ۱,۱− α], (١۵۵ . ٨)

و است

ξ۲(γ) = [γ − ۱,۱− γ] (١۵۶ . ٨)

عضویت تابع با (−۱,۰,۱) مثلث نایقین مجموعه نیز

µ−۱
۲ (α) = [α− ۱,۱− α] (١۵٨ . ٧)

معکوس عضویت تابع ξ۱ + ξ۲ ≡ [−۱,۱] و نیستند مستقل ξ۲ و ξ۱ که کنید توجه است.

λ−۱(α) = [−۱,۱], (١۵٨ . ٨)

پس دارد.

λ−۱(α) ̸= µ−۱
۱ (α) + µ−۱

۲ (α). (١۵٨ . ٩)

کرد. حذف را استقلال شرط نم توان بنابراین

عضویت تابع های از استفاده با حسابی عملیات

عضویت تابع های با ترتیب به مستقل نایقین مجموعه های ξ۱, ξ۲, . . . , ξn کنید فرض ٨ . ١٩ قضیه
آنگاه است. اندازه پذیر تابع ی f و هستند µ۱(x), µ۲(x), . . . , µn(x)

ξ = f(ξ۱, ξ۲, . . . , ξn) (١۶٨ . ٠)

عضویت تابع

λ(x) = sup
f(x۱,x۲,...,xn)=x

min
۱≤i≤n

µi(xi), (١۶٨ . ١)

دارد.



نایقین مجموعه ٢٠٢

.λ(x) = β دهید قرار ،x حقیق عدد هر برای است. ξ مجموعه عضویت تابع λ کنید فرض برهان:
داریم ٨ . ١٨ قضیه از استفاده با

λ−۱(β) = f(µ−۱
۱ (β), µ−۱

۲ (β), . . . , µ−۱
n (β)).

که موجودند چنان i = ۱,۲, . . . , n و xi ∈ µ−۱
i (β) حقیق اعداد ،x ∈ λ−۱(β) چون

داریم ،µi(xi) ≥ β ،i = ۱,۲, . . . , n برای که این به توجه با .f(x۱, x۲, . . . , xn) = x

λ(x) = β ≤ min
۱≤i≤n

µi(xi)

آنگاه و

λ(x) ≤ sup
f(x۱,x۲,...,xn)=x

min
۱≤i≤n

µi(xi). (١۶٨ . ٢)

هستند. f(x۱, x۲, . . . , xn) = x با حقیق اعداد x۱, x۲, . . . , xn کنید فرض ر، دی طرف از
دهید قرار

min
۱≤i≤n

µi(xi) = β.

داریم ٨ . ١٨ قضیه از

λ−۱(β) = f(µ−۱
۱ (β), µ−۱

۲ (β), . . . , µ−۱
n (β)).

داریم ،xi ∈ µ−۱
i (β) ،i = ۱,۲, . . . , n برای که این به توجه با

x = f(x۱, x۲, . . . , xn) ∈ f(µ−۱
۱ (β), µ−۱

۲ (β), . . . , µ−۱
n (β)) = λ−۱(β)

پس
λ(x) ≥ β = min

۱≤i≤n
µi(xi)

آنگاه و

λ(x) ≥ sup
f(x۱,x۲,...,xn)=x

min
۱≤i≤n

µi(xi). (١۶٨ . ٣)

است. برقرار (١۶٨ . ١) که م شود نتیجه (١۶٨ . ٣) و (١۶٨ . ٢) از

باشد. نداشته ریشه x مقادیر برخ برای f(x۱, x۲, . . . , xn) = x معادله است ن مم :٨ . ١١ تذکر
.λ(x) = ۰ قراردهید حالت چنین در

فضای کنید فرض مثال، برای کرد. حذف نم توان را ٨ . ١٩ قضیه در استقلال شرط :٨ . ٢٨ مثال
آن گاه است. لب اندازه و بورل جبر با همراه (Γ,L,M) نایقین

ξ۱(γ) = [−γ, γ] (١۶۴ . ٨)

عضویت تابع با (−۱,۰,۱) مثلث نایقین مجموعه

µ۱(x) =

{
۱− |x|, −۱ ≤ x ≤ ۱ اگر

۰, ,درغیراینصورت
(١۶۵ . ٨)



٢٠٣ شمول رابطه

و است

ξ۲(γ) = [γ − ۱,۱− γ] (١۶۶ . ٨)

عضویت تابع با (−۱,۰,۱) مثلث نایقین مجموعه نیز

µ۲(x) =

{
۱− |x|, −۱ ≤ x ≤ ۱ اگر

۰, ,درغیراینصورت
(١۶٨ . ٧)

صورت به ξ۱ + ξ۲ ≡ [−۱,۱] عضویت تابع و نیستند مستقل ξ۲ و ξ۱ که کنید توجه است.

λ(x) =

{
۱, −۱ ≤ x ≤ ۱ اگر
۰, ,درغیراینصورت

(١۶٨ . ٨)

پس است.

λ(x) ̸= sup
x۱+x۲=x

µ۱(x۱) ∧ µ۲(x۲). (١۶٨ . ٩)

کرد. حذف نم توان را استقلال شرط بنابراین

ν(x) و µ(x) عضویت تابع های با ترتیب به نایقین مجموعه های η و ξ کنید فرض :۴٨ . ٠ تمرین
صورت به ξ + η عضویت تابع دهید نشان هستند.

λ(x) = sup
y∈ℜ

µ(x− y) ∧ ν(y), (٨ . ١٧٠)

است.

ν(x) و µ(x) عضویت تابع های با ترتیب به نایقین مجموعه های η و ξ کنید فرض :۴٨ . ١ تمرین
صورت به ξ − η عضویت تابع دهید نشان هستند.

λ(x) = sup
y∈ℜ

µ(x+ y) ∧ ν(y). (٨ . ١٧١)

است.

شمول رابطه ٨ . ٧

حقیق اعداد از بورل مجموعه ی را B و است µ عضویت تابع با نایقین مجموعه ی ξ کنید فرض
اندازه محاسبه برای را اندازه عکس فرمول دو [٩۵] لیو عضویت، تابع با توجه با یرید. ب نظر در

صورت به شمول رابطه نایقین

M{B ⊂ ξ} = inf
x∈B

µ(x), (٨ . ١٧٢)

M{ξ ⊂ B} = ۱− sup
x∈Bc

µ(x). (٨ . ١٧٣)



نایقین مجموعه ٢٠۴

ارائه مهار رابطه نایقین اندازه محاسبه برای را زیر فرمول [٩۵] لیو ،x نقطه برای مخصوصاً کرد. ارائه
کرد

M{x ∈ ξ} = µ(x). (١٧۴ . ٨)

استخراج نایقین مجموعه دو بین شمول رابطه نایقین اندازه محاسبه برای [١٨٩] یائو توسط کل فرمول
شد.

µ عضویت تابع های با ترتیب به مستقل نایقین مجموعه های η و ξ کنید فرض [١٨٩] ٨ . ٢٠ قضیه
آنگاه هستند. ν و

M{ξ ⊂ η} = inf
x∈ℜ

(۱− µ(x)) ∨ ν(x). (١٧۵ . ٨)

از است. λ(x) = µ(x) ∧ (۱ − ν(x)) صورت به ξ ∩ ηc عضویت تابع که کنید توجه برهان:
که م شود نتیجه اندازه عکس دوم فرمول و {ξ ⊂ η} ≡ {ξ ∩ ηc = ∅}

M{ξ ⊂ η} = M{ξ ∩ ηc = ∅}

= M{ξ ∩ ηc ⊂ ∅}

= ۱− sup
x∈∅c

µ(x) ∧ (۱− ν(x))

= inf
x∈ℜ

(۱− µ(x)) ∨ ν(x).

شد. ثابت قضیه

با ترتیب به قطع بازه های اساساً که η = [۰,۳] و ξ = [۱,۲] نایقین مجموعه دو :٨ . ٢٩ مثال
عضویت تابع های

µ(x) =

{
۱, ۱ ≤ x ≤ ۲ اگر
۰, درغیراینصورت،

ν(x) =

{
۱, ۰ ≤ x ≤ ۳ اگر
۰, درغیراینصورت،

در [۱,۲] چون است درست کاملا رابطه ی ξ ⊂ η که باشید داشته توجه یرید. ب نظر در را هستند
داریم (١٧۵ . ٨) از استفاده با همچنین دارد. قرار [۰,۳] داخل

M{ξ ⊂ η} = inf
x∈ℜ

(۱− µ(x)) ∨ ν(x) = ۱.

با ترتیب به قطع بازه های اساساً که η = [۱,۳] و ξ = [۰,۲] نایقین مجموعه دو :٨ . ٣٠ مثال
عضویت تابع های

µ(x) =

{
۱, ۰ ≤ x ≤ ۲ اگر
۰, درغیراینصورت،



٢٠۵ شمول رابطه

ν(x) =

{
۱, ۱ ≤ x ≤ ۳ اگر
۰, درغیراینصورت،

زیرمجموعه [۰,۲] زیرا است نادرست رابطه ی ξ ⊂ η که کنید توجه یرید. ب نظر در را هستند
داریم (١٧۵ . ٨) از استفاده با همچنین نیست. [۱,۳]

M{ξ ⊂ η} = inf
x∈ℜ

(۱− µ(x)) ∨ ν(x) = ۰.

مجموعه با همراه {γ۱, γ۲, γ۳, γ۴} مجموعه (Γ,L,M) نایقین فضای کنید فرض :٨ . ٣١ مثال
و توان

M{Λ} =


۰, Λ = ∅ اگر
۱, Λ = Γ اگر

۰٫۸, γ۱ ∈ Λ ̸= Γ اگر
۰٫۲, γ۱ ̸∈ Λ ̸= ∅ اگر

(١٧۶ . ٨)

نایقین مجموعه دو است.

ξ(γ) =

{
[۰,۳], γ = γ۱ یا γ۲ اگر
[۱,۲], γ = γ۳ یا γ۴ اگر

(٨ . ١٧٧)

η(γ) =

{
[۰,۳], γ = γ۱ یا γ۳ اگر
[۱,۲], γ = γ۲ یا γ۴ اگر

(٨ . ١٧٨)

صورت به دو هر عضویت تابع که این و η و ξ بودن مسقل کنید. تعریف را

µ(x) =


۱, ۱ ≤ x ≤ ۲ اگر

۰٫۸, ۰ ≤ x < ۱ یا ۲ < x ≤ ۳ اگر
۰, درغیراینصورت

(٨ . ١٧٩)

که کنید توجه کرد. تحقیق م توان را

M{ξ ⊂ η} = M{γ۱, γ۳, γ۴} = ۰٫۸. (٨ . ١٨٠)

داریم (١٧۵ . ٨) از استفاده با همچنین

M{ξ ⊂ η} = inf
x∈ℜ

(۱− µ(x)) ∨ µ(x) = ۰٫۸. (٨ . ١٨١)

ν و µ عضویت تابع های با ترتیب به مستقل نایقین مجموعه های η و ξ کنید فرض :۴٨ . ٢ تمرین
آنگاه µ ≤ ν اگر دهید نشان هستند.

M{ξ ⊂ η} ≥ ۰٫۵. (٨ . ١٨٢)



نایقین مجموعه ٢٠۶

ν و µ عضویت تابع های با ترتیب به مستقل نایقین مجموعه های η و ξ کنید فرض :۴٨ . ٣ تمرین
که بسازید چنان را η و ξ (١) یرید. ب نظر در ۱ و ۰٫۵ بین عددی را c و هستند

µ ≡ ν و M{ξ ⊂ η} = c. (٨ . ١٨٣)

و µ ≡ ν باشیم داشته است ۰٫۵ از کمتر c وقت که ساخت چنان را η و ξ م توان آیا (٢)
درست «µ(x) ≤ ν(x) ،x هر برای اگر تنها و اگر ξ ⊂ η » گزاره آیا (٣) M{ξ؟ ⊂ η} = c
(راهنمایی: است؟ درست «µ(x) = ν(x) ،x هر برای اگر تنها و اگر ξ = η» گزاره آیا (۴) است؟

کنید.) استفاده (٨ . ١٧٨) و (٨ . ١٧٧) ،(١٧۶ . ٨) از

فضای کنید فرض مثال، برای کرد. حذف نم توان را ٨ . ٢٠ قضیه در استقلال شرط :٨ . ٣٢ مثال
آنگاه است. لب اندازه و بورل جبر با همراه [۰,۱] بازه (Γ,L,M) نایقین

ξ(γ) = [−γ, γ] (١٨۴ . ٨)

عضویت تابع با (−۱,۰,۱) مثلث نایقین مجموعه

µ(x) =

{
۱− |x|, −۱ ≤ x ≤ ۱ اگر

۰, ,درغیراینصورت
(١٨۵ . ٨)

و

η(γ) = [−γ, γ] (١٨۶ . ٨)

عضویت تابع با (−۱,۰,۱) مثلث نایقین مجموعه

ν(x) =

{
۱− |x|, −۱ ≤ x ≤ ۱ اگر

۰, درغیراینصورت
(٨ . ١٨٧)

این با .M{ξ ⊂ η} = ۱ و هستند) سان ی آنها واقع (در نیستند مستقل η و ξ که کنید توجه است.
داریم (١٧۵ . ٨) از استفاده با حال

M{ξ ⊂ η} = inf
x∈ℜ

(۱− µ(x)) ∨ ν(x) = ۰٫۵ ̸= ۱. (٨ . ١٨٨)

کرد. حذف نم توان را استقلال شرط پس

انتظار مورد مقدار ٨ . ٨

نیم‐ته و ته نایقین (مجموعه ناته نایقین مجموعه برای را انتظار مورد مقدار مفهوم بخش این
م کند. معرف را ندارند) انتظار مورد مقدار

صورت به ξ انتظار مورد مقدار است. ناته نایقین مجموعه ی ξ کنید فرض [٨٩] ٨ . ١٢ تعریف

E[ξ] =

∫ +∞

۰
M{ξ ⪰ x}dx−

∫ ۰

−∞
M{ξ ⪯ x}dx (٨ . ١٨٩)

است. متناه انتگرال ها از ی حداقل آن در که م شود تعریف



٢٠٧ انتظار مورد مقدار

ξ ̸< xξ ⪰ x................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................
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......................................................................................................................................................................................

{ξ ≥ x} ⊂ {ξ ⪰ x} ⊂ {ξ ̸< x} :٨ . ١٣ ل ش

به ξ ⪯ x و دارد» قرار [x,+∞) در مبهم ل ش به ξ» که م دهد نشان ξ ⪰ x که کنید توجه
و M{ξ ⪰ x} مقادیر برای چیزی چه دارد». قرار (−∞, x] در مبهم ل ش به ξ» که است معن این

نیست. ساده م رسد نظر به که آنچنان سوال این متاسقانه است؟ مناسب M{ξ ⪯ x}
را ٨ . ١٣ ل (ش است {ξ ̸< x} و {ξ ≥ x} بین چیزی {ξ ⪰ x} مبهم رویداد که است واضح
و کارانه محافظه بسیار M{ξ ≥ x} انتخاب ،M{ξ ⪰ x} مقدار برای شهودی ل ش به کنید) نگاه
مقدار M{ξ ⪰ x} برای پس است. سخاوتمندانه بسیار M{ξ ̸< x} = ۱−M{ξ < x} انتخاب

از است عبارت که م دهیم نسبت را ۱−M{ξ < x} و M{ξ ≥ x} وسط

M{ξ ⪰ x} =
۱
۲ (M{ξ ≥ x}+ ۱−M{ξ < x}) . (٨ . ١٩٠)

م کنیم تعریف همچنین مشابه طور به

M{ξ ⪯ x} =
۱
۲ (M{ξ ≤ x}+ ۱−M{ξ > x}) . (٨ . ١٩١)

آنگاه .a > ۰ کنید فرض سادگ برای و یرید ب نظر در را [a, b] قطع بازه :٨ . ٣٣ مثال

ξ(γ) ≡ [a, b], ∀γ ∈ Γ

که م شود نتیجه M{ξ ⪯ x} و M{ξ ⪰ x} تعریف از است. خاص نایقین مجموعه ی

M{ξ ⪰ x} =


۱, x ≤ a اگر

۰٫۵, a < x ≤ b اگر
۰, x > b اگر

M{ξ ⪯ x} ≡ ۰, ∀x ≤ ۰.
پس

E[ξ] =

∫ a

۰
۱dx+

∫ b

a

۰٫۵dx =
a+ b

۲ .

نایقین مجموعه انتظار، مورد مقدار ر عمل بیشتر توصیف برای :٣۴ . ٨ مثال

ξ =


[۱,۲] ۰٫۶ نایقین با اندازه
[۲,۳] ۰٫۳ نایقین با اندازه
[۳,۴] ۰٫۲ نایقین با اندازه



نایقین مجموعه ٢٠٨

که م شود نتیجه M{ξ ⪯ x} و M{ξ ⪰ x} تعریف از یرید. ب نظر در را

M{ξ ⪰ x} =



۱, x ≤ ۱ اگر
۰٫۷, ۱ < x ≤ ۲ اگر
۰٫۳, ۲ < x ≤ ۳ اگر
۰٫۱, ۳ < x ≤ ۴ اگر
۰, x > ۴ اگر

M{ξ ⪯ x} ≡ ۰, ∀x ≤ ۰.

پس

E[ξ] =

∫ ۱

۰
۱dx+

∫ ۲

۱
۰٫۷dx+

∫ ۳

۲
۰٫۳dx+

∫ ۴

۳
۰٫۱dx = ۲٫۱.

آوریم؟ دست به عضویت تابع از را انتظار مورد مقدار ونه چ

استفاده با انتظار مورد مقدار محاسبه برای است. µ عضویت تابع با نایقین مجموعه ی ξ کنید فرض
شوند. محاسبه عضویت تابع از استفاده با M{ξ ⪯ x} و M{ξ ⪰ x} مقادیر باید (٨ . ١٨٩) از

هر برای آنگاه است. µ عضویت تابع با ناته نایقین مجموعه ی ξ کنید فرض [٩١] ٨ . ٢١ قضیه
داریم x حقیق عدد

M{ξ ⪰ x} =
۱
۲

(
sup
y≥x

µ(y) + ۱− sup
y<x

µ(y)

)
, (٨ . ١٩٢)

M{ξ ⪯ x} =
۱
۲

(
sup
y≤x

µ(y) + ۱− sup
y>x

µ(y)

)
. (٨ . ١٩٣)

بیان اندازه عکس دوم فرمول است، ξ نایقین مجموعه عضویت تابع µ که این به توجه با برهان:
که م کند

M{ξ ≥ x} = ۱− sup
y<x

µ(y),

M{ξ < x} = ۱− sup
y≥x

µ(y).

است. مشابه (٨ . ١٩٣) اثبات م شود. نتیجه (٨ . ١٩٠) از (٨ . ١٩٢) برقراری بنابراین

آنگاه است. µ عضویت تابع با ناته نایقین مجموعه ی ξ کنید فرض [٩١] ٨ . ٢٢ قضیه

E[ξ] = x۰ +
۱
۲

∫ +∞

x۰

sup
y≥x

µ(y)dx− ۱
۲

∫ x۰

−∞
sup
y≤x

µ(y)dx (١٩۴ . ٨)

است. µ(x۰) = ۱ خاصیت با نقطه ای x۰ آن در که



٢٠٩ انتظار مورد مقدار

داریم xها همه تقریباً برای که م شود نتیجه ٨ . ٢١ قضیه از است، ی x۰ در µ مقدار چون برهان:

M{ξ ⪰ x} =


۱− sup

y<x
µ(x)/۲, x ≤ x۰ اگر

sup
y≥x

µ(x)/۲, x > x۰ اگر
(١٩۵ . ٨)

و

M{ξ ⪯ x} =


sup
y≤x

µ(x)/۲, x < x۰ اگر

۱− sup
y>x

µ(x)/۲, x ≥ x۰ اگر
(١٩۶ . ٨)

آنگاه ،x۰ ≥ ۰ اگر

E[ξ] =

∫ +∞

۰
M{ξ ⪰ x}dx−

∫ ۰

−∞
M{ξ ⪯ x}dx

=

∫ x۰

۰

(
۱− sup

y≤x

µ(x)

۲

)
dx+

∫ +∞

x۰

sup
y≥x

µ(x)

۲ dx−
∫ ۰

−∞
sup
y≤x

µ(x)

۲ dx

= x۰ +
۱
۲

∫ +∞

x۰

sup
y≥x

µ(y)dx− ۱
۲

∫ x۰

−∞
sup
y≤x

µ(y)dx.

آنگاه ،x۰ < ۰ اگر

E[ξ] =

∫ +∞

۰
M{ξ ⪰ x}dx−

∫ ۰

−∞
M{ξ ⪯ x}dx

=

∫ +∞

۰
sup
y≥x

µ(x)

۲ dx−
∫ x۰

−∞
sup
y≤x

µ(x)

۲ dx−
∫ ۰

x۰

(
۱− sup

y≥x

µ(x)

۲

)
dx

= x۰ +
۱
۲

∫ +∞

x۰

sup
y≥x

µ(y)dx− ۱
۲

∫ x۰

−∞
sup
y≤x

µ(y)dx.

م شود. ثابت قضیه ترتیب این به

آنگاه است. µ منظم عضویت تابع با نایقین مجموعه ی ξ کنید فرض [٩١] ٨ . ٢٣ قضیه

E[ξ] = x۰ +
۱
۲

∫ +∞

x۰

µ(x)dx− ۱
۲

∫ x۰

−∞
µ(x)dx (٨ . ١٩٧)

است. µ(x۰) = ۱ با نقطه ای x۰ آن در که

x ≥ x۰ همه تقریباً برای است، نزول [x۰,+∞) روی و صعودی (−∞, x۰] روی µ چون برهان:
داریم

sup
y≥x

µ(y) = µ(x); (٨ . ١٩٨)



نایقین مجموعه ٢١٠

داریم x ≤ x۰ همه تقریباً برای و

sup
y≤x

µ(y) = µ(x). (٨ . ١٩٩)

م شود. نتیجه (١٩۴ . ٨) از بلافاصله م ح برقراری

صورت به ξ = (a, b, c) مثلث نایقین مجموعه انتظار مورد مقدار دهید نشان :۴۴ . ٨ تمرین

E[ξ] =
a+ ۲b+ c

۴ , (٨ . ٢٠٠)

است.

صورت به ξ = (a, b, c, d) ذورنقه ای نایقین مجموعه انتظار مورد مقدار دهید نشان :۴۵ . ٨ تمرین

E[ξ] =
a+ b+ c+ d

۴ , (٨ . ٢٠١)

است.
آنگاه است. µ عضویت تابع با ناته نایقین مجموعه ی ξ کنید فرض [٩۵] ٢۴ . ٨ قضیه

E[ξ] =
۱
۲

∫ ۱

۰

(
inf µ−۱(α) + supµ−۱(α)

)
dα (٨ . ٢٠٢)

هستند. α‐برش سوپریموم و اینفیموم ترتیب به supµ−۱(α) و inf µ−۱(α) آن در که

نقطه ای که کرد فرض م توان دارد، عضویت تابع و است ناته نایقین مجموعه ی ξ چون برهان:
انتگرال دو که است واضح اختلال). مقدار با (شاید دارد وجود µ(x۰) = ۱ با x۰ ∫مانند +∞

x۰

sup
y≥x

µ(y)dx و
∫ ۱

۰
(supµ−۱(α)− x۰)dα

پس م کنند. مشخص را سان ی ∫مساحت +∞

x۰

sup
y≥x

µ(y)dx =

∫ ۱

۰
(supµ−۱(α)− x۰)dα =

∫ ۱

۰
supµ−۱(α)dα− x۰.

که کرد ثابت م توان مشابه طور ∫به x۰

−∞
sup
y≤x

µ(y)dx =

∫ ۱

۰
(x۰ − inf µ−۱(α))dα = x۰ −

∫ ۱

۰
inf µ−۱(α)dα.

که م شود نتیجه (١٩۴ . ٨) از

E[ξ] = x۰ +
۱
۲

∫ +∞

x۰

sup
y≥x

µ(y)dx− ۱
۲

∫ x۰

−∞
sup
y≤x

µ(y)dx

= x۰ +
۱
۲

(∫ ۱

۰
supµ−۱(α)dα− x۰

)
− ۱

۲

(
x۰ −

∫ ۱

۰
inf µ−۱(α)dα

)

=
۱
۲

∫ ۱

۰
(inf µ−۱(α) + supµ−۱(α))dα.

م شود. ثابت قضیه ترتیب این به



٢١١ انتظار مورد مقدار

انتظار مورد مقدار ر عمل بودن خط

متناه انتظار مورد مقدارهای با مستقل نایقین مجموعه های η و ξ کنید فرض [٩۵] ٢۵ . ٨ قضیه
داریم b و a دلخواه حقیق اعداد برای آنگاه هستند.

E[aξ + bη] = aE[ξ] + bE[η]. (٨ . ٢٠٣)

آنگاه دهید. نشان ν و µ با ترتیب به را η و ξ عضویت تابع های برهان:

E[ξ] =
۱
۲

∫ ۱

۰

(
inf µ−۱(α) + supµ−۱(α)

)
dα,

E[η] =
۱
۲

∫ ۱

۰

(
inf ν−۱(α) + sup ν−۱(α)

)
dα.

عبارت aξ حاصلضرب معکوس عضویت تابع .E[aξ] = aE[ξ] کنیم م ثابت ابتدا اول: گام
از است

λ−۱(α) = aµ−۱(α).

که م شود نتیجه ٢۴ . ٨ قضیه از

E[aξ] =
۱
۲

∫ ۱

۰

(
inf λ−۱(α) + supλ−۱(α)

)
dα

=
a

۲

∫ ۱

۰

(
inf µ−۱(α) + supµ−۱(α)

)
dα = aE[ξ].

عبارت ξ+ η معکوس عضویت تابع .E[ξ+ η] = E[ξ] +E[η] م کنیم ثابت حال دوم: گام
از است

λ−۱(α) = µ−۱(α) + ν−۱(α).

که م شود نتیجه ٢۴ . ٨ قضیه از

E[ξ + η] =
۱
۲

∫ ۱

۰

(
inf λ−۱(α) + supλ−۱(α)

)
dα

=
۱
۲

∫ ۱

۰

(
inf µ−۱(α) + supµ−۱(α)

)
dα

+
۱
۲

∫ ۱

۰

(
inf ν−۱(α) + sup ν−۱(α)

)
dα

= E[ξ] + E[η].

که م شود نتیجه دوم و اول گام های از سوم: گام

E[aξ + bη] = E[aξ] + E[bη] = aE[ξ] + bE[η].



نایقین مجموعه ٢١٢

شد. ثابت قضیه

کنید فرض مثال، عنوان به نیست. خط الزاماً انتظار مورد مقدار ر عمل ، کل حالت در :٣۵ . ٨ مثال
،M{γ۱} = ۰٫۶ و توان مجموعه با همراه {γ۱, γ۲, γ۳} مجموعه (Γ,L,M) نایقین فضای

کنید. تعریف را زیر نایقین مجموعه دو است. M{γ۳} = ۰٫۲ ،M{γ۲} = ۰٫۳

ξ(γ) =


[۱,۴], γ = γ۱ اگر
[۱,۳], γ = γ۲ اگر
[۱,۲], γ = γ۳ اگر

η(γ) =


[۱,۵], γ = γ۱ اگر
[۱,۲], γ = γ۲ اگر
[۱,۴], γ = γ۳ اگر

آنها جمع و نیستند مستقل η و ξ که کنید توجه

(ξ + η)(γ) =


[۲,۹], γ = γ۱ اگر
[۲,۵], γ = γ۲ اگر
[۲,۶], γ = γ۳ اگر

پس .E[ξ + η] = ۴٫۷۵ و E[η] = ۲٫۵ ،E[ξ] = ۲٫۲ که م شود دیده سادگ به است.

E[ξ + η] > E[ξ] + E[η].

صورت به نایقین مجموعه های اگر

ξ(γ) =


[۱,۴], γ = γ۱ اگر
[۱,۳], γ = γ۲ اگر
[۱,۲], γ = γ۳ اگر

η(γ) =


[۱,۴], γ = γ۱ اگر
[۱,۶], γ = γ۲ اگر
[۱,۲], γ = γ۳ اگر

آنگاه شوند، تعریف

(ξ + η)(γ) =


[۲,۸], γ = γ۱ اگر
[۲,۹], γ = γ۲ اگر
[۲,۴], γ = γ۳ اگر

پس .E[ξ + η] = ۴٫۷۵ و E[η] = ۲٫۶ ،E[ξ] = ۲٫۲ که داد نشان م توان راحت به

E[ξ + η] < E[ξ] + E[η].

کرد. حذف نم توان را استقلال شرط بنابراین

واریانس ٨ . ٩

م دهد. نشان را میانگین اطراف در عضویت تابع پراکندگ درجه نایقین مجموعه ی واریانس

آنگاه است. e متناه انتظار مورد مقدار با نایقین مجموعه ی ξ کنید فرض [٩٢] ٨ . ١٣ تعریف
با ξ واریانس

V [ξ] = E[(ξ − e)۲], (٢٠۴ . ٨)

م شود. تعریف



٢١٣ واریانس

ی (ξ − e)۲ چون است. (ξ − e)۲ انتظار مورد مقدار همان واریانس که م گوید تعریف این
داریم همچنین است، نامنف نایقین مجموعه

V [ξ] =

∫ +∞

۰
M{(ξ − e)۲ ⪰ x}dx. (٢٠۵ . ٨)

دارد». قرار [x,+∞) در مبهم ل ش به (ξ−e)۲» که است معن این به (ξ−e)۲ ⪰ x که کنید توجه
M{(ξ−e)۲ ≥ x} انتخاب شهودی، ل ش به است؟ چقدر M{(ξ−e)۲ ⪰ x} برای مناسب مقدار
وسط مقدار پس است. سخاوتمندانه بسیار ۱−M{(ξ− e)۲ < x} انتخاب و محافظه کارانه بسیار

یعن م گیریم. نظر در M{(ξ − e)۲ ⪰ x} برای را

M{(ξ − e)۲ ⪰ x} =
۱
۲
(
M{(ξ − e)۲ ≥ x}+ ۱−M{(ξ − e)۲ < x}

)
. (٢٠۶ . ٨)

عدد دو b و a و است متناه انتظار مورد مقدار با نایقین مجموعه ی ξ کنید فرض ٢۶ . ٨ قضیه
آنگاه هستند. حقیق

V [aξ + b] = a۲V [ξ]. (٨ . ٢٠٧)

از است. aξ + b انتظار مورد مقدار ae+ b آنگاه است. ξ انتظار مورد مقدار e کنید فرض برهان:
که م شود نتیجه واریانس تعریف

V [aξ + b] = E
[
(aξ + b− ae− b)۲

]
= a۲E[(ξ − e)۲] = a۲V [ξ].

اگر V [ξ] = ۰ آنگاه است. e انتظار مورد مقدار با نایقین مجموعه ی ξ کنید فرض ٨ . ٢٧ قضیه
ξ = {e} قطع تقریباً اگر تنها و

که م شود نتیجه (٢٠۵ . ٨) رابطه از .V [ξ] = ۰ م کنیم فرض ابتدا ∫برهان: +∞

۰
M{(ξ − e)۲ ⪰ x}dx = ۰

برعکس .M{ξ = {e}} = ۱ پس .M{(ξ − e)۲ ⪰ x} = ۰ داریم x > ۰ هر برای نتیجه در و
پس .M{(ξ − e)۲ ⪰ x} = ۰ داریم x > ۰ هر برای آنگاه .M{ξ = {e}} = ۱ کنید فرض

V [ξ] =

∫ +∞

۰
M{(ξ − e)۲ ⪰ x}dx = ۰.

م شود. ثابت قضیه ترتیب این به

آوریم؟ دست به عضویت تابع از را واریانس ونه چ

(٢٠۵ . ٨) با آن واریانس مجاسبه برای است. µ عضویت تابع با نایقین مجموعه ی ξ کنید فرض
کنیم. محاسبه µ عضویت تابع روی از را M{(ξ − e)۲ ⪰ x} مقدار باید
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اعداد برای آنگاه است. µ عضویت تابع با نایقین مجموعه ی ξ کنید فرض [١٠٢] ٨ . ٢٨ قضیه
داریم x و e حقیق

M{(ξ − e)۲ ⪰ x} =
۱
۲

(
sup

(y−e)۲≥x

µ(y) + ۱− sup
(y−e)۲<x

µ(y)

)
. (٨ . ٢٠٨)

م شود نتیجه اندازه معکوس فرمول از است، µ عضویت تابع با نایقین مجموعه ی ξ چون برهان:
داریم x و e دلخواه حقیق عدد دو هر برای که

M{(ξ − e)۲ ≥ x} = ۱− sup
(y−e)۲<x

µ(y),

M{(ξ − e)۲ < x} = ۱− sup
(y−e)۲≥x

µ(y).

شد. ثابت (٢٠۶ . ٨) از استفاده با (٨ . ٢٠٨) رابطه ترتیب این به

متناه انتظار مورد مقدار و µ عضویت تابع با نایقین مجموعه ی ξ کنید فرض [١٠٢] ٨ . ٢٩ قضیه
آنگاه است. e

V [ξ] =
۱
۲

∫ +∞

۰

(
sup

(y−e)۲≥x

µ(y) + ۱− sup
(y−e)۲<x

µ(y)

)
dx. (٨ . ٢٠٩)

م شود. نتیجه (٨ . ٢٠٨) و (٢٠۵ . ٨) از بلافاصله قضیه این برهان:

فاصله ٨ . ١٠

صورت به η و ξ ناته نایقین مجموعه دو بین فاصله [٩٢] ١۴ . ٨ تعریف

d(ξ, η) = E[|ξ − η|], (٨ . ٢١٠)

م شود. تعریف

مجموعه ی |ξ − η| چون است. |ξ − η| انتظار مورد مقدار η و ξ بین فاصله ر، دی عبارت به
داریم است، نامنف نایقین

d(ξ, η) =

∫ +∞

۰
M{|ξ − η| ⪰ x}dx. (٨ . ٢١١)

دارد». قرار [x,+∞) در مبهم ل ش به |ξ − η| ⪰ x» م دهد نشان |ξ − η| ⪰ x که کنید توجه
M{|ξ − η| ≥ x} انتخاب شهودی، ل ش به است؟ چقدر M{|ξ − η| ⪰ x} برای مناسب مقدار
مقدار برای پس است. سخاوتمندانه بسیار ۱−M{|ξ − η| < x} انتخاب و کارانه محافطه بسیار

یعن م دهیم. قرار را مقدار دو این میانگین M{|ξ − η| ⪰ x}

M{|ξ − η| ⪰ x} =
۱
۲ (M{|ξ − η| ≥ x}+ ۱−M{|ξ − η| < x}) . (٨ . ٢١٢)



٢١۵ آنتروپی

حقیق عدد هر برای آنگاه هستند. ناته نایقین مجموعه دو η و ξ کنید فرض [١٠٢] ٨ . ٣٠ قضیه
داریم ،x

M{|ξ − η| ⪰ x} =
۱
۲

(
sup
|y|≥x

λ(y) + ۱− sup
|y|<x

λ(y)

)
(٨ . ٢١٣)

است. ξ − η عضویت تابع λ آن در که

م شود نتیجه اندازه معکوس فرمول از است، λ عضویت تابع با نایقین متغیر ی ξ−η چون برهان:
داریم x حقیق عدد هر برای که

M{|ξ − η| ≥ x} = ۱− sup
|y|<x

µ(y),

M{|ξ − η| < x} = ۱− sup
|y|≥x

µ(y).

م شود. ثابت (٨ . ٢١٢) از استفاده با (٨ . ٢١٣) معادله حال

به η و ξ بین فاصله آنگاه هستند. ناته نایقین مجموعه دو η و ξ کنید فرض [١٠٢] ٨ . ٣١ قضیه
صورت

d(ξ, η) =
۱
۲

∫ +∞

۰

(
sup
|y|≥x

λ(y) + ۱− sup
|y|<x

λ(y)

)
dx (٢١۴ . ٨)

است. ξ − η عضویت تابع λ آن در که است

م شود. نتیجه (٨ . ٢١٣) و (٨ . ٢١١) از بلافاصله قضیه برهان:

نشان است. حقیق عدد ی b و µ عضویت تابع با ناته مجموعه ی ξ کنید فرض :۴۶ . ٨ تمرین
صورت به b و ξ بین فاصله دهید

d(ξ, b) =
۱
۲

∫ +∞

۰

(
sup

|y−b|≥x

µ(y) + ۱− sup
|y−b|<x

µ(y)

)
dx, (٢١۵ . ٨)

است.

هستند. ν و µ عضویت تابع های با ترتیب به ناته نایقین مجموعه دو η و ξ کنید فرض :۴٨ . ٧ تمرین
است چقدر η و ξ بین فاصله

آنتروپی ٨ . ١١

م کند. تعریف نایقین مجموعه ی تحقق بین پیش سخت درجه عنوان به را آنتروپی بخش این

با آن آنتروپی آنگاه است. µ عضویت تابع با نایقین مجموعه ی ξ کنید فرض [٩٢] ١۵ . ٨ تعریف
رابطه

H[ξ] =

∫ +∞

−∞
S(µ(x))dx (٢١۶ . ٨)

.S(t) = −t ln t− (۱− t) ln(۱− t) آن در که م شود تعریف
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ترمین و «Luca» لوکا آنتروپی ل ش همان به دقیقاً (٢١۶ . ٨) آنتروپی که کنید توجه :٨ . ١٢ تذکر
.[٢۵] است فازی مجموعه های برای «Termini»

آن آنتروپی آنگاه باشد، {x۱, x۲, . . .} مقدارهای با گسسته نایقین مجموعه ی ξ اگر :٨ . ١٣ تذکر
صورت به

H[ξ] =

∞∑
i=۱

S(µ(xi)), (٨ . ٢١٧)

است.

است. ξ(γ) ≡ A خاص نایقین مجموعه ی حقیق اعداد از A نایقین مجموعه ی :٣۶ . ٨ مثال
آن عضویت تابع

µ(x) =

{
۱, x ∈ A اگر
۰, x ̸∈ A اگر

آن آنتروپی و

H[ξ] =

∫ +∞

−∞
S(µ(x))dx =

∫ +∞

−∞
۰dx = ۰,

است. صفر قطع مجموعه آنتروپی یعن است.

به آن آنتروپی دهید نشان است. مثلث نایقین مجموعه ی ξ = (a, b, c) کنید فرض :۴٨ . ٨ تمرین
صورت

H[ξ] =
c− a

۲ , (٨ . ٢١٨)

است.

آنتروپی دهید نشان است. ذوزنقه ای نایقین مجموعه ی ξ = (a, b, c, d)کنید فرض :۴٨ . ٩ تمرین
صورت به آن

H[ξ] =
b− a+ d− c

۲ , (٨ . ٢١٩)

است.

است برقرار وقت تساوی و H[ξ] ≥ ۰ آنگاه است. نایقین مجموعه ی ξ کنید فرض ٨ . ٣٢ قضیه
باشد. قطع مجموعه ی ξ که

م شود، نزدی بودن قطع به نایقین مجموعه ی وقت همچنین است. بدیه بودن نامنف برهان:
م کند. میل ،۰ خودش، مقدار کمترین به آنتروپی مقدار

آنگاه است. [a, b] بازه روی نایقین مجموعه ی ξ کنید فرض ٨ . ٣٣ قضیه

H[ξ] ≤ (b− a) ln۲ (٨ . ٢٢٠)

است. µ(x) = ۰٫۵ صورت به [a, b] روی ξ عضویت تابع که است برقرار وقت تساوی و



٢١٧ شرط عضویت تابع

م شود. نتیجه است، ln۲ برابر t = ۰٫۵ در S(t) تابع بیشینه مقدار که واقعیت این از قضیه برهان:

آنگاه است. آن مل م ξc و نایقین مجموعه ی ξ کنید فرض ٣۴ . ٨ قضیه

H[ξc] = H[ξ]. (٨ . ٢٢١)

از است. ξc عضویت تابع ۱ − µ(x) صورت این در است. ξ عضویت تابع µ کنید فرض برهان:
که م شود نتیجه آنتروپی تعریف

H[ξc] =

∫ +∞

−∞
S (۱− µ(x)) dx =

∫ +∞

−∞
S(µ(x))dx = H[ξ].

م شود. ثابت قضیه

شرط عضویت تابع ٨ . ١٢

داده رخ A مانند رویدادی که شدیم متوجه که آن از بعد ξ نایقین مجموعه ی شرط عضویت تابع
نتیجه شرط نایقین اندازه تعریف از ابتدا م دهد. پاسخ سوال این به بخش این چیست؟ است،

که م شود

M{B ⊂ ξ|A} =



M{(B ⊂ ξ) ∩A}
M{A}

,
M{(B ⊂ ξ) ∩A}

M{A}
< ۰٫۵ اگر

۱− M{(B ̸⊂ ξ) ∩A}
M{A}

,
M{(B ̸⊂ ξ) ∩A}

M{A}
< ۰٫۵ اگر

۰٫۵, ,درغیراینصورت

M{ξ ⊂ B|A} =



M{(ξ ⊂ B) ∩A}
M{A}

,
M{(ξ ⊂ B) ∩A}

M{A}
< ۰٫۵ اگر

۱− M{(ξ ̸⊂ B) ∩A}
M{A}

,
M{(ξ ̸⊂ B) ∩A}

M{A}
< ۰٫۵ اگر

۰٫۵, .درغیراینصورت

است. M{A} > ۰ با رویدادی A و نایقین مجموعه ی ξ کنید فرض [١٠٢] ١۶ . ٨ تعریف
از B بورل مجموعه هر برای اگر دارد µ(x|A) عضویت تابع A شرط به ξ شرط نایقین مجموعه

باشیم داشته ، حقیق اعداد

M{B ⊂ ξ|A} = inf
x∈B

µ(x|A), (٨ . ٢٢٢)

M{ξ ⊂ B|A} = ۱− sup
x∈Bc

µ(x|A). (٨ . ٢٢٣)

M{A} > ۰ با رویداد ی A و کل مرتب نایقین مجموعه ی ξ کنید فرض [١٩۶] ٣۵ . ٨ قضیه
و است موجود A شرط به ξ عضویت تابع آنگاه است.

µ(x|A) = M{x ∈ ξ|A}. (٢٢۴ . ٨)



نایقین مجموعه ٢١٨

پس است. پیوسته نیز M{·|A} شرط نایقین اندازه است، پیوسته M اصل نایقین اندازه چون برهان:
است. پیوسته نایقین فضای ی روی کل مرتب مجموعه ی نیز A شرط به ξ شرط نایقین مجموعه
.µ(x|A) = M{x ∈ ξ|A} و است موجود شرط عضویت تابع که م شود نتیجه ٨ . ٩ قضیه از

است. کامل برهان

فضای کنید فرض مثال، برای کرد. حذف نم توان را ٣۵ . ٨ قضیه در کل ترتیب شرط :٨ . ٣٧ مثال
و توان مجموعه با همراه {γ۱, γ۲, γ۳, γ۴} مجموعه (Γ,L,M) نایقین

M{Λ} =


۰, Λ = ∅ اگر
۱, Λ = Γ اگر

۰٫۵, درغیراینصورت
(٢٢۵ . ٨)

صورت این در است.

ξ(γ) =


[۱,۴], γ = γ۱ اگر
[۱,۳], γ = γ۲ اگر
[۲,۴], γ = γ۳ اگر
[۲,۳], γ = γ۴ اگر

(٢٢۶ . ٨)

آن عضویت تابع ول است پیوسته نایقین فضای ی روی غیرکل مرتب نایقین مجموعه ی

µ(x) =


۱, ۲ ≤ x ≤ ۳ اگر

۰٫۵, ۱ ≤ x < ۲ یا ۳ < x ≤ ۴ اگر
۰, درغیراینصورت

(٨ . ٢٢٧)

صورت به A = {γ۱, γ۲, γ۳} شرط با شرط نایقین اندازه حال این با است.

M{Λ|A} =


۰, Λ ∩A = ∅ اگر
۱, Λ ⊃ A اگر

۰٫۵, درغیراینصورت
(٨ . ٢٢٨)

آنگاه باشد، داشته عضویت تابع A شرط به ξ شرط نایقین مجموعه اگر است.

µ(x|A) =


۱, ۲ ≤ x ≤ ۳ اگر

۰٫۵, ۱ ≤ x < ۲ یا ۳ < x ≤ ۴ اگر
۰, درغیراینصورت

(٨ . ٢٢٩)

داریم ،B = [۱٫۵,۳٫۵] فرض با

M{ξ ⊂ B|A} = M{γ۴|A} = ۰ ̸= ۰٫۵ = ۱− sup
x∈Bc

µ(x|A). (٨ . ٢٣٠)

شرط پس ندارد. وجود شرط اندازه تابع این بنابر و نیست برقرار اندازه معکوس دوم فرمول یعن
کرد. حذف نم توان را کل ترتیب



٢١٩ شرط عضویت تابع

فضای کنید فرض مثال، برای کرد. حذف نم توان را ٣۵ . ٨ قضیه در پیوستگ شرط :٨ . ٣٨ مثال
و توان مجموعه با همراه [۰,۱] بازه (Γ,L,M) نایقین

M{Λ} =


۰, Λ = ∅ اگر
۱, Λ = Γ اگر

۰٫۵, درغیراینصورت
(٨ . ٢٣١)

آنگاه است.

ξ(γ) = (−γ, γ), ∀γ ∈ [۰,۱] (٨ . ٢٣٢)

دارد را زیر عضویت تابع ول است ناپیوسته نایقین فضای ی روی کل مرتب نایقین مجموعه ی

µ(x) =

{
۰٫۵, −۱ < x < ۱ اگر
۰, درغیراینصورت

(٨ . ٢٣٣)

از است عبارت A = (۰,۱) شرط به شرط نایقین اندازه حال، این با

M{Λ|A} =


۰, Λ ∩A = ∅ اگر
۱, Λ ⊃ A اگر

۰٫۵, درغیراینصورت
(٢٣۴ . ٨)

آنگاه باشد، داشته عضویت تابع A شرط به ξ نایقین مجموعه اگر

µ(x|A) =


۱, x = ۰ اگر

۰٫۵, −۱ < x < ۰ یا ۰ < x < ۱ اگر
۰, درغیراینصورت

(٢٣۵ . ٨)

داریم B = (−۱,۱) گرفتن نظر در با

M{B ⊂ ξ|A} = M{۱|A} = ۰ ̸= ۰٫۵ = inf
x∈B

µ(x|A). (٢٣۶ . ٨)

شرط پس ندارد. وجود شرط عضویت تابع بنابراین و نیست برقرار اندازه معکوس اول فرمول یعن
کرد. حذف نم توان را پیوستگ

تابع های با ترتیب به مستقل نایقین مجموعه های η و ξ کنید فرض [١٩۶] و [٨٩] ٣۶ . ٨ قضیه
تابع a ∈ ξ شرط به η شرط نایقین مجموعه ،a حقیق عدد هر برای آنگاه هستند. ν و µ عضویت

عضویت

ν(y|a ∈ ξ) =



ν(y)

µ(a)
, ν(y) < µ(a)/۲ اگر

ν(y) + µ(a)− ۱
µ(a)

, ν(y) > ۱− µ(a)/۲ اگر

۰٫۵, درغیراینصورت

(٨ . ٢٣٧)

دارد.



نایقین مجموعه ٢٢٠

a ∈ ξ شرط به η شرط نایقین مجموعه عضویت تابع ν(y|a ∈ ξ) که این اثبات برای برهان:
را اندازه معکوس فرمول دو برقراری باید است،

M{B ⊂ η|a ∈ ξ} = inf
y∈B

ν(y|a ∈ ξ), (٨ . ٢٣٨)

M{η ⊂ B|a ∈ ξ} = ۱− sup
y∈Bc

ν(y|a ∈ ξ). (٨ . ٢٣٩)

و شرط نایقین تعریف از استفاده با ، حقیق اعداد از B بورل مجموعه ی برای ابتدا کنیم. تحقیق
داریم ،η و ξ استقلال

M{B ⊂ η|a ∈ ξ} =



M{B ⊂ η}
M{a ∈ ξ}

,
M{B ⊂ η}
M{a ∈ ξ}

< ۰٫۵ اگر

۱− M{B ̸⊂ η}
M{a ∈ ξ}

,
M{B ̸⊂ η}
M{a ∈ ξ}

< ۰٫۵ اگر

۰٫۵, .درغیراینصورت

چون

M{B ⊂ η} = inf
y∈B

ν(y), M{B ̸⊂ η} = ۱− inf
y∈B

ν(y), M{a ∈ ξ} = µ(a),

داریم

M{B ⊂ η|a ∈ ξ} =



inf
y∈B

ν(y)

µ(a)
, inf

y∈B
ν(y) < µ(a)/۲ اگر

inf
y∈B

ν(y) + µ(a)− ۱

µ(a)
, inf

y∈B
ν(y) > ۱− µ(a)/۲ اگر

۰٫۵, درغیراینصورت

یعن
M{B ⊂ η|a ∈ ξ} = inf

y∈B
ν(y|a ∈ ξ).

شرط نایقین تعریف از استفاده با حال، شد. تحقیق اندازه عکس فرمول اولین برقراری ترتیب این به
داریم η، و ξ استقلال و

M{η ⊂ B|a ∈ ξ} =



M{η ⊂ B}
M{a ∈ ξ}

,
M{η ⊂ B}
M{a ∈ ξ}

< ۰٫۵ اگر

۱− M{η ̸⊂ B}
M{a ∈ ξ}

,
M{η ̸⊂ B}
M{a ∈ ξ}

< ۰٫۵ اگر

۰٫۵, .درغیراینصورت

چون

M{η ⊂ B} = ۱− sup
y∈Bc

ν(y), M{η ̸⊂ B} = sup
y∈Bc

ν(y), M{a ∈ ξ} = µ(a),



٢٢١ کتابشناس نکات

داریم

M{η ⊂ B|a ∈ ξ} =



۱− sup
y∈Bc

ν(y)

µ(a)
, sup

y∈Bc

ν(y) > ۱− µ(a)/۲ اگر

µ(a)− sup
y∈Bc

ν(y)

µ(a)
, sup

y∈Bc

ν(y) < µ(a)/۲ اگر

۰٫۵, درغیراینصورت
یعن

M{η ⊂ B|a ∈ ξ} = ۱− sup
y∈Bc

ν(y|a ∈ ξ).

نایقین مجموعه عضویت تابع ν(y|a ∈ ξ) پس شد. بررس نیز اندازه معکوس فرمول دومین برقراری
است. a ∈ ξ شرط به η شرط
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ν(y)

۰

۱

۰٫۵

...................
...................
...................
...................
...................
..................................................................

...................
...................
...................
...................
...................
....................................................................................................................................................................................................................................................................

ν(y|a ∈ ξ)

.......................

..................................

.ν(y|a ∈ ξ) و ν(y) عضویت تابع های :١۴ . ٨ ل ش

تابع های با ترتیب به مستقل نایقین مجموعه های ξ۱, ξ۲, . . . , ξm, η کنید فرض :۵٨ . ٠ تمرین
مجموعه دهید نشان ،a۱, a۲, . . . , am حقیق اعداد برای هستند. µ۱, µ۲, . . . , µm, ν عضویت

عضویت تابع a۱ ∈ ξ۱, a۲ ∈ ξ۲, . . . , am ∈ ξm شرط به η شرط نایقین

ν∗(y) =



ν(y)

min
۱≤i≤m

µi(ai)
, ν(y) < min

۱≤i≤m
µi(ai)/۲ اگر

ν(y) + min
۱≤i≤m

µi(ai)− ۱

min
۱≤i≤m

µi(ai)
, ν(y) > ۱− min

۱≤i≤m
µi(ai)/۲ اگر

۰٫۵, درغیراینصورت
دارد.

کتابشناس نکات ٨ . ١٣

در لیو توسط نایقین مجموعه  «اغلب»، و قد» «بلند «جوان»، مانند نادقیق مفاهیم سازی مدل برای
نایقین مجموعه های توصیف برای عضویت تابع ٢٠١٢ سال در سپس .[٨٩] شد معرف ٢٠١٠ سال



نایقین مجموعه ٢٢٢

ثابت لیو ندارند. عضویت تابع نایقین مجموعه های همه که کنید توجه شد[٩۵]. مطرح لیو توسط
.[١٠۵] دارند عضویت تابع همواره پیوسته نایقین فضاهای روی کل مرتب مجموعه های که کرد
تابع های حسب بر را عملیات قاعده و [٩٨] کرد تعریف را مستقل نایقین مجموعه های همچنین لیو
نایقین مجموعه های بین شمول رابطه نایقین اندازه محاسبه برای فرمول یائو آورد. وجود به عضویت

.[١٨٩] کرد استخراج را
محاسبه برای فرمول بعد و [٨٩] شد تعریف لیو توسط نایقین مجموعه ی انتظار مورد مقدار
معکوس عضویت تابع برای فرمول لیو و [٩١] داد ارائه عضویت تابع از استفاده با انتظار مورد مقدار
مجموعه های بین فاصله و واریانس مفهوم لیو انتظار، مورد مقدار ر عمل مبنای بر .[٩۵] کرد مطرح
. کردند[١۶٨] مطالعه را نایقین مجموعه گشتاورهای نیز یانگ‐گائو و [٩٢] کرد مطرح را نایقین

[٩٢] شد معرف نایقین مجموعه ی تحقق بین پیش برای درجه ای عنوان به لیو توسط آنتروپی
شد[١٨۴]. بیان یائو‐ک توسط آنتروپی مقدار محاسبه نحوه و

تعریف لیو توسط شرط عضویت تابع [٨٩]و شد بررس لیو توسط ابتدا شرط نایقین مجموعه
یائو توسط نیز شرط عضویت تابع وجود مورد در گیری تصمیم برای ملاک ها برخ .[١٠٢] شد

.[١٩۶] شدند ارائه



٩ فصل

نایقین منطق

است. نایقین مجموعه مفهوم از استفاده با گزاره ها ارزش کردن مشخص برای ابزاری نایقین منطق
را درست ارزش و نایقین گزاره نایقین، مسند نایقین، نهاد نایقین، سور فردی، صفت داده فصل این
داده های گردایه از زبان خلاصه استخراج برای را پذیری انعطاف ابزارهای نایقین منطق م کند. معرف

م آورد. فراهم خام

فردی خصیصه داده ٩ . ١

م توان کنیم. صحبت آنها مورد در م خواهیم که باشیم داشته اشخاص از A مرجع مجموعه باید ابتدا
صورت به و است متمایز شخص n شامل A که کرد فرض

A = {a۱, a۲, . . . , an} (٩ . ١)

به a۱, a۲, . . . , an اشخاص تمام برای A مرجع مجموعه با کردن کار برای م شود. داده نشان
روزها خصیصه ای داده از است» گرم هوا روزها «این م گوییم وقت داریم. نیاز خصیصه ای داده های

مثال برای داریم، اطلاع

A = {۲۲, ۲۳, ۲۵, ۲۸, ۳۰, ۳۲, ۳۶} (٩ . ٢)

دانشجویان «آن باره در وقت است. راد سانتی درجه حسب بر هوا دمای مجموعه، این اعضای که
مثال برای داریم، اطلاع دانشجویان همه خصیصه ای داده از م کنیم، صحبت هستند» جوان

A = {۲۱, ۲۲, ۲۲, ۲۳, ۲۴, ۲۵, ۲۶, ۲۷, ۲۸, ۳۰, ۳۲, ۳۵, ۳۶, ۳۸, ۴۰} (٩ . ٣)

بلند قد اران ورزش «این باره در وقت است. سال حسب بر دانشجویان سن مجموعه، این اعضای که
مثال برای داریم، اطلاع اران ورزش همه خصیصه ای داده از م کنیم، صحبت هستند»

A =

{
۱۷۵, ۱۷۸, ۱۷۸, ۱۸۰, ۱۸۳, ۱۸۴, ۱۸۶, ۱۸۶
۱۸۸, ۱۹۰, ۱۹۲, ۱۹۲, ۱۹۳, ۱۹۴, ۱۹۵, ۱۹۶

}
(۴ . ٩)

هستند. سانتیمتر حسب بر اران ورزش قد مجموعه، این اعضای که



نایقین منطق ٢٢۴

«آن باره در وقت م شود. داده نشان بردار با الر اس عدد جای به اشخاص خصیصه ای داده گاه
هستیم، گاه آ دانشجویان همه خصیصه ای داده از م کنیم، صحبت هستند» قد بلند و جوان دانشجویان

مثلا

A =


(۲۴,۱۸۵), (۲۵,۱۹۰), (۲۶,۱۸۴), (۲۶,۱۷۰), (۲۷,۱۸۷), (۲۷,۱۸۸)
(۲۸,۱۶۰), (۳۰,۱۹۰), (۳۲,۱۸۵), (۳۳,۱۷۶), (۳۵,۱۸۵), (۳۶,۱۸۸)
(۳۸,۱۶۴), (۳۸,۱۷۸), (۳۹,۱۸۲), (۴۰,۱۸۶), (۴۲,۱۶۵), (۴۴,۱۷۰)

 (۵ . ٩)

قد دوم مولفه و سال حسب بر سن اول مولفه که هستند مرتب دوتایی های مجموعه این اعضای که
م دهند. نشان را سانتیمتر حسب بر

نایقین سور ٩ . ٢

و م کنیم استفاده (∀) عموم سور از دهیم، نمایش را A مرجع مجموعه اعضای همه بخواهیم اگر

∀ = هر» .«برای (۶ . ٩)

و م کنیم استفاده (∃) وجودی سور از دهیم نمایش را A از شخص ( ی (حداقل برخ بخواهیم اگر

∃ = دارد» وجود شخص ی «حداقل . (٩ . ٧)

تقریباً همه، تقریباً مثلا دارد، وجود بشری زبان در زیادی نادقیق سورهای سور، دو این بر علاوه
سور از استفاده با را آنها بخش این نصف. حدود ، اندک اغلب، تعدادی، چند، بسیاری، دام، هیچ

م کند. مدل بندی نایقین

م دهد. نشان را اشخاص تعداد که است نایقین مجموعه ی نایقین سور [٩٢] ٩ . ١ تعریف

خاص نایقین سور A مرجع مجموعه روی (∀) عموم سور :٩ . ١ مثال

∀ ≡ {n} (٩ . ٨)

آن عضویت تابع که است،

λ(x) =

{
۱, x = n اگر
۰, درغیراینصورت

(٩ . ٩)

است.

خاص نایقین سور A مرجع مجموعه روی (∃) وجودی سور :٩ . ٢ مثال

∃ ≡ {۱,۲, . . . , n} (٩ . ١٠)

آن عضویت تابع که است،

λ(x) =

{
۰, x = ۰ اگر
۱, درغیراینصورت

(٩ . ١١)



٢٢۵ نایقین سور

است.

خاص نایقین سور A مرجع مجموعه روی ندارد» وجود «عضوی سور :٩ . ٣ مثال

Q ≡ {۰} (٩ . ١٢)

آن عضویت تابع که است،

λ(x) =

{
۱, x = ۰ اگر
۰, درغیراینصورت

(٩ . ١٣)

است.

خاص سور A مرجع مجموعه روی دارند» وجود عضو m «دقیقاً سور :۴ . ٩ مثال

Q ≡ {m} (١۴ . ٩)

آن عضویت تابع که است،

λ(x) =

{
۱, x = m اگر
۰, درغیراینصورت

(١۵ . ٩)

است.

خاص سور A مرجع مجموعه روی دارند» وجود عضو m «حداقل سور :۵ . ٩ مثال

Q ≡ {m,m+ ۱, . . . , n} (١۶ . ٩)

آن عضویت تابع که است،

λ(x) =

{
۱, m ≤ x ≤ n اگر
۰, ۰ ≤ x < m اگر

(٩ . ١٧)

است.

خاص سور A مرجع مجموعه روی دارند» وجود عضو m «حداکثر سور :۶ . ٩ مثال

Q ≡ {۰,۱,۲, . . . ,m} (٩ . ١٨)

آن عضویت تابع که است،

λ(x) =

{
۱, ۰ ≤ x ≤ m اگر
۰, m < x ≤ n اگر

(٩ . ١٩)

صورت به عضویت تابع است ن مم A مرجع مجموعه روی همه» «تقریباً Q نایقین سور :٩ . ٧ مثال

λ(x) =


۰, ۰ ≤ x ≤ n− ۵ اگر
(x− n+ ۵)/۳, n− ۵ ≤ x ≤ n− ۲ اگر
۱, n− ۲ ≤ x ≤ n اگر

(٩ . ٢٠)



نایقین منطق ٢٢۶
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n− ۵ n− ۲ n
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.............................................................................................

همه». «تقریباً سور عضویت تابع :٩ . ١ ل ش

باشد. داشته

صورت به عضویت تابع است ن مم A مرجع مجموعه روی هیچ» «تقریباً Q نایقین سور :٩ . ٨ مثال

λ(x) =


۱, ۰ ≤ x ≤ ۲ اگر
(۵− x)/۳, ۲ ≤ x ≤ ۵ اگر
۰, ۵ ≤ x ≤ n اگر

(٩ . ٢١)

باشد. داشته
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x

λ(x)

...............................................................................................................................................................................................................................................................
۲ ۵

....................................

هیچ». «تقریباً سور عضویت تابع :٩ . ٢ ل ش

صورت به عضویت تابع است ن مم A مرجع مجموعه روی «۱۰ «تقریباً Q نایقین سور :٩ . ٩ مثال

λ(x) =



۰, ۰ ≤ x ≤ ۷ اگر
(x− ۷)/۲, ۷ ≤ x ≤ ۹ اگر
۱, ۹ ≤ x ≤ ۱۱ اگر
(۱۳− x)/۲, ۱۱ ≤ x ≤ ۱۳ اگر
۰, ۱۳ ≤ x ≤ n اگر

(٩ . ٢٢)

باشد. داشته



٢٢٧ نایقین سور
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٧ ٩ ١٠ ١١ ١٣

..................................................................................

....................................

....................................

.«۱۰ «تقریباً سور عضویت تابع :٩ . ٣ ل ش

مثال، برای است. مناسبتر مطلق مقدار جای به درصد از استفاده حالت ها، از بسیاری در :٩ . ١٠ مثال
Q بالقوه عضویت تابع ی حالت این در کنیم. استفاده «%۷۰ «تقریباً Q نایقین سور از است ن مم

صورت به

λ(x) =



۰, ۰ ≤ x ≤ ۰٫۶ اگر
۲۰(x− ۰٫۶), ۰٫۶ ≤ x ≤ ۰٫۶۵ اگر
۱, ۰٫۶۵ ≤ x ≤ ۰٫۷۵ اگر
۲۰(۰٫۸− x), ۰٫۷۵ ≤ x ≤ ۰٫۸ اگر
۰, ۰٫۸ ≤ x ≤ ۱ اگر

(٩ . ٢٣)

است.
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۶٠% ۶۵% ٧۵% ٨٠%

...............................................................................

....................................

.«%۷۰ «تقریباً Q سور عضویت تابع :۴ . ٩ ل ش

باشد. تک مدول آن عضویت تابع اگر گویند تک مدول را نایقین سور ی ٩ . ٢ تعریف

تک مدول «%۷۰ «تقریباً و «۱۰ «تقریباً هیچ»، «تقریباً همه»، «تقریباً نایقین سورهای :٩ . ١١ مثال
هستند.



نایقین منطق ٢٢٨

ی خصوص، به باشد. نوا ی آن عضویت تابع هرگاه گویند نوا ی را نایقین سور ی ٩ . ٣ تعریف
تابع هرگاه گویند کاهش را آن و باشد افزایش آن عضویت تابع اگر گویند افزایش را نایقین سور

باشد. کاهش آن عضویت

و «۱۰ «حدود سورهای که حال در هستند نوا ی هیچ» «تقریباً و «تقریباًهمه» نایقین سورهای
هستند. نوا ی کاهش و افزایش نایقین سورهای که باشید داشته توجه نیستند. نوا ی «%۷۰ «حدود

هستند. تک مدول نوا ی سورهای همچنین

سور نقیض

است. سوال این برای رسم جواب ی بعدی تعریف چیست؟ نایقین سور ی نقیض

به Q مل م ¬Q نقیض سور صورت این در است. نایقین سور ی Q کنید فرض [٩٢] ۴ . ٩ تعریف
یعن است، نایقین مجموعه مفهوم

¬Q = Qc. (٢۴ . ٩)

آن شده نقیض یرید. ب نظر در را ∀ = {n} عموم سور :٩ . ١٢ مثال

¬∀ ≡ {۰,۱,۲, . . . , n− ۱} (٢۵ . ٩)

است.

آن شده نقیض یرید. ب نظر در را ∃ = {۱,۲, . . . , n} وجودی سور :٩ . ١٣ مثال

¬∃ ≡ {۰} (٢۶ . ٩)

است.

سور عضویت تابع آنگاه است. λ آن عضویت تابع که یرید ب درنظر را Q نایقین سور ٩ . ١ قضیه
¬Q شده نقیض

¬λ(x) = ۱− λ(x) (٩ . ٢٧)

است.

م شود. نتیجه نایقین مجموعه عملیات قاعده از مستقیماً قضیه برهان:

تابع است. شده تعریف (٩ . ٢٠) با که است «تقریباًهمه» نایقین سور Q کنید فرض :١۴ . ٩ مثال
¬Q شده نقیض سور عضویت

¬λ(x) =


۱, ۰ ≤ x ≤ n− ۵ اگر
(n− x− ۲)/۳, n− ۵ ≤ x ≤ n− ۲ اگر
۰, n− ۲ ≤ x ≤ n اگر

(٩ . ٢٨)

است.



٢٢٩ نایقین سور
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n− ۵ n− ۲

همه». «تقریباً شده نقیض سور عضویت تابع :۵ . ٩ ل ش

تابع است. شده تعریف (٩ . ٢٣) با که است «%۷۰ «حدود نایقین سور Q کنید فرض :١۵ . ٩ مثال
¬Q شده نقیض سور عضویت

¬λ(x) =



۱, ۰ ≤ x ≤ ۰٫۶ اگر
۲۰(۰٫۶۵− x), ۰٫۶ ≤ x ≤ ۰٫۶۵ اگر
۰, ۰٫۶۵ ≤ x ≤ ۰٫۷۵ اگر
۲۰(x− ۰٫۷۵), ۰٫۷۵ ≤ x ≤ ۰٫۸ اگر
۱, ۰٫۸ ≤ x ≤ ۱ اگر

(٩ . ٢٩)

است.
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%۶۰%۶۵ %٧۵ %۸۰
.............
.............
.............
.............
.............
.............
.............
............. ............. ............. ............. ............................................................................................................

.«%۷۰ «حدود شده نقیض سور عضویت تابع :۶ . ٩ ل ش

.¬¬Q = Q صورت این در است. نایقین سور ی Q کنید فرض ٩ . ٢ قضیه

م شود. نتیجه ¬¬Q = ¬Qc = (Qc)c = Q از قضیه برهان:

افزایش Q اگر مخصوصاً است. نوا ی نیز ¬Q آنگاه باشد نوا ی نایقین سور ی Q اگر ٩ . ٣ قضیه
است. افزایش ¬Q آنگاه باشد کاهش Q اگر و است کاهش ¬Q آنگاه باشد

مستقیماً قضیه است. ¬Q عضویت تابع ۱−λ(x) آنگاه است. Q عضویت تابع λ کنید فرض برهان:
م شود. نتیجه واقعیت این از
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دوگان سور

صورت به Q دوگان صورت این در است. نایقین سور ی Q کنید فرض [٩٢] ۵ . ٩ تعریف

Q∗ = ∀ − Q (٩ . ٣٠)

است.

تعداد چون .Q + Q∗ ≡ ∀ و هستد وابسته نایقین مجموعه های Q∗ و Q که کنید توجه :٩ . ١ تذکر
داریم است، n مرجع مجموعه اعضای

Q∗ = {n} − Q. (٩ . ٣١)

یعن .∀∗ = {۰} = ¬∃ داریم ،∀ ≡ {n} چون :١۶ . ٩ مثال

∀∗ ≡ ¬∃. (٩ . ٣٢)

یعن .(¬∀)∗ = {۱,۲, . . . , n} = ∃ داریم ،¬∀ = {۰,۱,۲, . . . , n− ۱} چون :٩ . ١٧ مثال

(¬∀)∗ ≡ ∃. (٩ . ٣٣)

یعن .∃∗ = {۰,۱,۲, . . . , n− ۱} = ¬∀ داریم ،∃ ≡ {۱,۲, . . . , n} چون :٩ . ١٨ مثال

∃∗ ≡ ¬∀. (٣۴ . ٩)

یعن .(¬∃)∗ = {n} = ∀ داریم ،¬∃ = {۰} چون :٩ . ١٩ مثال

(¬∃)∗ = ∀. (٣۵ . ٩)

عضویت تابع صورت این در است. λ عضویت تابع با نایقین سور ی Q کنید فرض ۴ . ٩ قضیه
Q∗ آن دوگان

λ∗(x) = λ(n− x) (٣۶ . ٩)

است. A اعضای تعداد n آن در که است

م شود. نتیجه نایقین مجموعه عملیات قاعده از مستقیماً قضیه این برهان:

این در است. شده تعریف (٩ . ٢٠) با که است همه» «تقریباً نایقین سور Q کنید فرض :٩ . ٢٠ مثال
Q∗ دوگان سور عضویت تابع صورت

λ∗(x) =


۱, ۰ ≤ x ≤ ۲ اگر
(۵− x)/۳, ۲ ≤ x ≤ ۵ اگر
۰, ۵ ≤ x ≤ n اگر

(٩ . ٣٧)



٢٣١ نایقین سور
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همه». «تقریباً دوگان سور عضویت تابع :٩ . ٧ ل ش

است.

این در است. شده تعریف (٩ . ٢٣) با که است «%۷۰ «حدود نایقین سور Q کنید فرض :٩ . ٢١ مثال
Q∗ دوگان سور عضویت تابع صورت

λ∗(x) =



۰, ۰ ≤ x ≤ ۰٫۲ اگر
۲۰(x− ۰٫۲), ۰٫۲ ≤ x ≤ ۰٫۲۵ اگر
۱, ۰٫۲۵ ≤ x ≤ ۰٫۳۵ اگر
۲۰(۰٫۴− x), ۰٫۳۵ ≤ x ≤ ۰٫۴ اگر
۰, ۰٫۴ ≤ x ≤ ۱ اگر

(٩ . ٣٨)

است.
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.«%۷۰ «حدود دوگان سور عضویت تابع :٩ . ٨ ل ش

.Q∗∗ = Q آنگاه است. نایقین سور ی Q کنید فرض ۵ . ٩ قضیه

م شود. نتیجه Q∗∗ = ∀ − Q∗ = ∀ − (∀ − Q) = Q از قضیه برهان:

Q اگر مخصوصاً است. تک مدول نیز Q∗ آنگاه باشد تک مدول نایقین سور ی Q اگر ۶ . ٩ قضیه
باشد کاهش Q اگر است؛ کاهش Q∗ آنگاه باشد افزایش Q اگر است؛ نوا ی Q∗ آنگاه باشد نوا ی

است. افزایش Q∗ آنگاه
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تابع λ(n− x) که م شود نتیجه واقعیت این از قضیه است. Q عضویت تابع λ کنید فرض برهان:
است. Q∗ عضویت

نایقین نهاد ٩ . ٣

«دانشجویان گرم»، «روزهای مثال برای داریم، علاقه اشخاص مرجع مجموعه از زیرمجموعه ای به گاه
نایقین نهاد مفهوم از استفاده با را مفاهیم چنین بخش این قامت». بلند اران «ورزش و جوان»

م کند. مدل بندی

مرجع مجموعه اشخاص از معین تعداد شامل نایقین مجموعه ی نایقین نهاد [٩٢] ۶ . ٩ تعریف
است.

ی و است گرم» «روزهای آن نهاد که است جمله ای هستند» گرم روزها این «دوباره :٩ . ٢٢ مثال
صورت به عضویت تابع است ن مم و است روزها» «همه مرجع مجموعه از نایقین مجموعه

ν(x) =



۰, x ≤ ۱۵ اگر
(x− ۱۵)/۳, ۱۵ ≤ x ≤ ۱۸ اگر
۱, ۱۸ ≤ x ≤ ۲۴ اگر
(۲۸− x)/۴, ۲۴ ≤ x ≤ ۲۸ اگر
۰, ۲۸ ≤ x اگر

(٩ . ٣٩)

باشد. داشته

است آن نهاد جوان» «دانشجویان که است جمله ای هستند» قامت بلند جوان «دانشجویان :٩ . ٢٣ مثال
به عضویت تابع است ن مم و است دانشجویان» «همه مرجع مجموعه از نایقین مجموعه ی و

صورت

ν(x) =



۰, x ≤ ۱۵ اگر
(x− ۱۵)/۵, ۱۵ ≤ x ≤ ۲۰ اگر
۱, ۲۰ ≤ x ≤ ۳۵ اگر
(۴۵− x)/۱۰, ۳۵ ≤ x ≤ ۴۵ اگر
۰, x ≥ ۴۵ اگر

(۴٩ . ٠)

باشد. داشته

بلند «دانشجویان آن نهاد که است جمله ای هستند» وزن سنگین قامت بلند «دانشجویان :٢۴ . ٩ مثال
تابع است ن مم و است دانشجویان» «همه مرجع مجموعه از نایقین مجموعه ی و است قامت»

صورت به عضویت

ν(x) =



۰, x ≤ ۱۸۰ اگر
(x− ۱۸۰)/۵, ۱۸۰ ≤ x ≤ ۱۸۵ اگر
۱, ۱۸۵ ≤ x ≤ ۱۹۵ اگر
(۲۰۰− x)/۵, ۱۹۵ ≤ x ≤ ۲۰۰ اگر
۰, x ≥ ۲۰۰ اگر

(۴٩ . ١)



٢٣٣ نایقین مسند

باشد. داشته
A = {a۱, a۲, . . . , an} مرجع مجموعه روی ν عضویت تابع با نایقین نهاد ی S کنید فرض

که است A روی نایقین مجموعه ی S صورت این در است. متمایز اشخاص از

M{ai ∈ S} = ν(ai), i = ۱,۲, . . . , n. (۴٩ . ٢)

علاقمندیم. است اطمینان سطح ω آن در که ν(a) ≥ ω با a معین اشخاص به حالت ها، از بسیاری در
زیرمرجع مجموعه صورت این در

Sω = {a ∈ A | ν(a) ≥ ω} (۴٩ . ٣)

و م کنیم صحبت آنها مورد در که است اشخاص برای جدید مرجع مجموعه ی خود که داریم را
م گیریم. نادیده دارند، قرار Sω از خارج ω اطمینان سطح با که را اشخاص

زیرمرجع هایی Sω۲را Sω۱و و ω۱هستند > ω۲ با اطمینان ω۲سطح های ω۱و کنید فرض ٩ . ٧ قضیه
آنگاه یرید. ب نظر در ω۲ و ω۱ اطمینان سطح های با ترتیب به

Sω۱ ⊂ Sω۲ . (۴۴ . ٩)

است. مجموعه ها از نزول دنباله ی ω به نسبت Sω یعن

کنید توجه .Sω۱ ⊂ Sω۲ بنابراین .a ∈ Sω۲ پس .ν(a) ≥ ω۱ > ω۲ آنگاه ،a ∈ Sω۱ اگر برهان:
باشند. ته Sω۲ و Sω۱ است ن مم که

نایقین مسند ۴ . ٩

«جوان»، «داغ»، «سرد»، «گرم»، مثال برای دارند، وجود بشری زبان در متعددی نایقین مسندهای
نایقین مسند مفهوم از استفاده با را مواردی چنین بخش این «بزرگ». و « «کوچ «بلند»، «پیر»،

م کند. مدل بندی

از تعدادی در که است خاصیت بیانگر و است نایقین مجموعه ی نایقین مسند [٩٢] ٩ . ٧ تعریف
است. مشترک اشخاص

است ن مم و است نایقین مسند ی «گرم» آن در که است جمله ای است» گرم «امروز :٢۵ . ٩ مثال
عضویت تابع با

µ(x) =



۰, x ≤ ۱۵ اگر
(x− ۱۵)/۳, ۱۵ ≤ x ≤ ۱۸ اگر
۱, ۱۸ ≤ x ≤ ۲۴ اگر
(۲۸− x)/۴, ۲۴ ≤ x ≤ ۲۸ اگر
۰, ۲۸ ≤ x اگر

(۴۵ . ٩)

شود. داده نشان
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است ن مم و است نایقین مسند ی «جوان» آن در که است جمله ای است» جوان «رضا :٢۶ . ٩ مثال
عضویت تابع با

µ(x) =



۰, x ≤ ۱۵ اگر
(x− ۱۵)/۵, ۱۵ ≤ x ≤ ۲۰ اگر
۱, ۲۰ ≤ x ≤ ۳۵ اگر
(۴۵− x)/۱۰, ۳۵ ≤ x ≤ ۴۵ اگر
۰, x ≥ ۴۵ اگر

(۴۶ . ٩)

شود. داده نشان

ن مم و است نایقین مسند ی «بلند» آن در که است جمله ای است» قامت بلند «جان :٩ . ٢٧ مثال
عضویت تابع با است

µ(x) =



۰, x ≤ ۱۸۰ اگر
(x− ۱۸۰)/۵, ۱۸۰ ≤ x ≤ ۱۸۵ اگر
۱, ۱۸۵ ≤ x ≤ ۱۹۵ اگر
(۲۰۰− x)/۵, ۱۹۵ ≤ x ≤ ۲۰۰ اگر
۰, x ≥ ۲۰۰ اگر

(۴٩ . ٧)

شود. داده نشان

شده نقیض مسند

به P مل م ¬P آن شده نقیض مسند است. نایقین مسند ی P کنید فرض [٩٢] ٩ . ٨ تعریف
یعن است، نایقین مجموعه مفهوم

¬P = P c. (۴٩ . ٨)

عضویت تابع صورت این در است. µ عضویت تابع با نایقین مسند ی P کنید فرض ٩ . ٨ قضیه
¬P شده نقیض مسند

¬µ(x) = ۱− µ(x), (۴٩ . ٩)

است.

م شود. نتیجه نایقین مجموعه عملیات قاعده و شده نقیض مسند تعریف از مستقیماً قضیه برهان:

صورت این در است. شده تعریف (۴۵ . ٩) با که است «گرم» نایقین مسند P کنید فرض :٩ . ٢٨ مثال
¬P شده نقیض مسند عضویت تابع

¬µ(x) =



۱, x ≤ ۱۵ اگر
(۱۸− x)/۳, ۱۵ ≤ x ≤ ۱۸ اگر
۰, ۱۸ ≤ x ≤ ۲۴ اگر
(x− ۲۴)/۴, ۲۴ ≤ x ≤ ۲۸ اگر
۱, ۲۸ ≤ x اگر

(۵٩ . ٠)



٢٣۵ نایقین مسند
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«گرم». شده نقیض مسند عضویت تابع :٩ . ٩ ل ش

است.

این در است. شده تعریف (۴۶ . ٩) با که است «جوان» نایقین مسند P کنید فرض :٩ . ٢٩ مثال
¬P شده نقیض مسند عضویت تابع صورت

¬µ(x) =



۱, x ≤ ۱۵ اگر
(۲۰− x)/۵, ۱۵ ≤ x ≤ ۲۰ اگر
۰, ۲۰ ≤ x ≤ ۳۵ اگر
(x− ۳۵)/۱۰, ۳۵ ≤ x ≤ ۴۵ اگر
۱, x ≥ ۴۵ اگر

(۵٩ . ١)

است.

................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................. ...............
..................
..................
..................
..................
..................
..................
..................
..................
..................
..................
..................
..................
........................................

x

µ(x)¬µ(x) ¬µ(x)................................................................................................................................................................................................................................................................................. ......................
......................
......................
......................
......................
......................
......................
......................
......................
.......................................................................

١۵yr ٢٠yr ٣۵yr ۴۵yr
.............
.............
.............
.............
.............
.............
.............
............. ............. ............. ............. ............. ............. ............. .....................................................................................................................

«جوان». شده نقیض مسند عضویت تابع :٩ . ١٠ ل ش

صورت این در است. شده تعریف (۴٩ . ٧) با که است «بلند» نایقین مسند P کنید فرض :٩ . ٣٠ مثال
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¬P شده نقیض مسند عضویت تابع

¬µ(x) =



۱, x ≤ ۱۸۰ اگر
(۱۸۵− x)/۵, ۱۸۰ ≤ x ≤ ۱۸۵ اگر
۰, ۱۸۵ ≤ x ≤ ۱۹۵ اگر
(x− ۱۹۵)/۵, ۱۹۵ ≤ x ≤ ۲۰۰ اگر
۱, x ≥ ۲۰۰ اگر

(۵٩ . ٢)

است.
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«بلند». شده نقیض مسند عضویت تابع :٩ . ١١ ل ش

.¬¬P = P صورت این در است. نایقین مسند ی P کنید فرض ٩ . ٩ قضیه

م شود. نتیجه ¬¬P = ¬P c = (P c)c = P از قضیه برهان:

نایقین گزاره ۵ . ٩

است. نایقین مسند ی P و نایقین نهاد ی S نایقین، سور ی Q کنید فرض [٩٢] ٩ . ٩ تعریف
تایی سه

(Q, S, P ) =“ دارند P خاصیت S از Qتا ” (۵٩ . ٣)

م شود. نامیده نایقین گزاره ی

نایقین گزاره ی (Q, A, P ) صورت این در یرید. ب نظر در اشخاص مرجع را A مجموعه :٩ . ٢ تذکر
است. خاص نایقین نهاد ی خودش A زیرا است خاص

و است نایقین گزاره ی (∀, A, P ) صورت این در یرید. ب نظر در را ∀ عموم سور :٩ . ٣ تذکر
م دهد. نمایش را دارند» P خاصیت ،A «همه

و است نایقین گزاره ی (∃, A, P ) صورت این در یرید. ب نظر در را ∃ وجودی سور :۴ . ٩ تذکر
م دهد. نمایش را دارد» P خاصیت ،A اعضای از ی «حداقل



٢٣٧ درست ارزش

Q نایقین سور آن در که است نایقین گزاره ی هستند» جوان دانشجویان همه «تقریباً :٩ . ٣١ مثال
است. «جوان» S نایقین مسند و مرجع) مجموعه (همان «دانشجویان» S نایقین نهاد همه»، «تقریباً

نایقین سور آن در که است نایقین گزاره ی هستند» قامت بلند جوان دانشجویان «اغلب :٩ . ٣٢ مثال
است. «بلند» S نایقین مسند و جوان» «دانشجویان S نایقین نهاد «اغلب»، Q

این در یرید. ب نظر در را (Q, S, P ) نایقین گزاره ( منطق ارزی هم قضیه ،[٩٢]) ٩ . ١٠ قضیه
صورت

(Q∗, S, P ) = (Q, S,¬P ) (۵۴ . ٩)

است. P شده نقیض نهاد ¬P و Q دوگان سور Q∗ آن در که

جمله این واقع در دارند». P خاصیت ،S از Q∗» م کند بیان (Q∗, S, P ) که کنید توجه برهان:
برعکس، .(Q, S,¬P ) پس ،Q∗∗ = Q چون ندارند». P خاصیت ،S از Q∗∗» که کند م دلالت
.(Q∗, S, P ) یعن دارند»، P خاصیت ،S از Q∗» م شود موجب ندارند» P خاصیت ،S از Q» گزاره

است. برقرار (۵۴ . ٩) پس

در متداول ارزی هم همان (۵۴ . ٩) آنگاه ،S = A اگر .Q = ∃ داریم Q∗ = ¬∀ برای :٩ . ٣٣ مثال
است، کلاسی منطق

(¬∀, A, P ) = (∃, A,¬P ). (۵۵ . ٩)

در متداول ارزی هم همان (۵۴ . ٩) آنگاه ،S = A اگر .Q = ∀ داریم Q∗ = ¬∃ برای :٣۴ . ٩ مثال
است، کلاسی منطق

(¬∃, A, P ) = (∀, A,¬P ). (۵۶ . ٩)

درست ارزش ۶ . ٩

،S از Q» نایقین اندازه باید (Q, S, P ) درست ارزش یرید. ب نظر در را (Q, S, P ) نایقین گزاره
یعن باشد. دارند» P خاصیت

T (Q, S, P ) = M{“ دارند P خاصیت S از Qتا ”}. (۵٩ . ٧)

از شده فراهم اطلاعات روی از M{“ دارند P خاصیت S از Qتا ”} ارزش آوردن دست به حال این با
P و S ،Q ترکیب برای فرمول هایی به بنابراین است. ن نامم نایقین نظریه چارچوب در P و S ،Q

داریم. نیاز

نایقین سور ی Q آن در که است نایقین گزاره ی (Q, S, P ) کنید فرض [٩٢] ٩ . ١٠ تعریف
تابع با نایقین مسند ی P و ν عضویت تابع با نایقین نهاد ی S ،λ عضویت تابع با تک مدول

از است عبارت A به نسبت (Q, S, P ) درست ارزش صورت این در است. µ عضویت

T (Q, S, P ) = sup
۰≤ω≤۱

(
ω ∧ sup

K∈Kω

inf
a∈K

µ(a) ∧ sup
K∈K∗

ω

inf
a∈K

¬µ(a)

)
(۵٩ . ٨)



نایقین منطق ٢٣٨

آن در که

Kω = {K ⊂ Sω |λ(|K|) ≥ ω} , (۵٩ . ٩)

K∗
ω = {K ⊂ Sω |λ(|Sω| − |K|) ≥ ω} , (۶٩ . ٠)

Sω = {a ∈ A | ν(a) ≥ ω} . (۶٩ . ١)

فرمول نباشد؛ دسترس در A مرجع مجموعه فردی خصیصه داده اگر که باشید داشته توجه :۵ . ٩ تذکر
است. بی معن (۵٩ . ٨) درست ارزش

است. شده استفاده K مجموعه اعضای تعداد دادن نشان برای |K| نماد :۶ . ٩ تذکر

و است P شده نقیض مسند عضویت تابع ¬µ نماد :٩ . ٧ تذکر

¬µ(a) = ۱− µ(a). (۶٩ . ٢)

م دهیم قرار باشد، ته K زیرمجموعه وقت :٩ . ٨ تذکر

inf
a∈∅

µ(a) = inf
a∈∅

¬µ(a) = ۱. (۶٩ . ٣)

آنگاه باشد، نایقین درصد مطلق مقدار جای به Q اگر :٩ . ٩ تذکر

Kω =

{
K ⊂ Sω

∣∣ λ( |K|
|Sω|

)
≥ ω

}
, (۶۴ . ٩)

K∗
ω =

{
K ⊂ Sω

∣∣ λ(۱− |K|
|Sω|

)
≥ ω

}
. (۶۵ . ٩)

آنگاه (S = A (یعن باشد سان ی A مرجع مجموعه با نایقین نهاد اگر :٩ . ١٠ تذکر

Kω = {K ⊂ A |λ(|K|) ≥ ω} , (۶۶ . ٩)

K∗
ω = {K ⊂ A |λ(|A| − |K|) ≥ ω} . (۶٩ . ٧)

داریم ω > ۰ هر برای آنگاه باشد، S = A نایقین نهاد و Q = ∀ نایقین سور اگر :٩ . ١ تمرین

Kω = {A}, K∗
ω = {∅}. (۶٩ . ٨)

دهید نشان

T (∀, A, P ) = inf
a∈A

µ(a). (۶٩ . ٩)



٢٣٩ درست ارزش

داریم ω > ۰ هر برای آنگاه باشد، S = A نایقین نهاد و Q = ∃ نایقین سور اگر :٩ . ٢ تمرین

Kω = { A ناته زیرمجموعه هر }, (٩ . ٧٠)

K∗
ω = {A محض زیرمجموعه هر }. (٩ . ٧١)

دهید نشان

T (∃, A, P ) = sup
a∈A

µ(a). (٩ . ٧٢)

داریم ω > ۰ هر برای آنگاه باشد، S = A نایقین نهاد و Q = ¬∀ نایقین سور اگر :٩ . ٣ تمرین

Kω = {A محض زیرمجموعه هر }, (٩ . ٧٣)

K∗
ω = { A ناته زیرمجموعه هر }. (٧۴ . ٩)

دهید نشان

T (¬∀, A, P ) = ۱− inf
a∈A

µ(a). (٧۵ . ٩)

داریم ω > ۰ هر برای آنگاه باشد، S = A نایقین نهاد و Q = ¬∃ نایقین سور اگر :۴ . ٩ تمرین

Kω = {∅}, K∗
ω = {A}. (٧۶ . ٩)

دهید نشان

T (¬∃, A, P ) = ۱− sup
a∈A

µ(a). (٩ . ٧٧)

ی Q آن در که یرید ب نظر در را (Q, S, P ) نایقین گزاره ( درست ارزش قضیه ،[٩٢]) ٩ . ١١ قضیه
نایقین مسند ی S و µ عضویت تابع با نایقین نهاد ی S ،λ عضویت تابع با تک مدول نایقین سور

(Q, S, P ) درست ارزش صورت این در است. µ عضویت تابع با

T (Q, S, P ) = sup
۰≤ω≤۱

(ω ∧∆(kω) ∧∆∗(k∗ω)) (٩ . ٧٨)

آن در که است

kω = min {x |λ(x) ≥ ω} , (٩ . ٧٩)

∆(kω) = kω‐max{µ(ai) | ai ∈ Sω}, (٩ . ٨٠)

k∗ω = |Sω| −max{x |λ(x) ≥ ω}, (٩ . ٨١)

∆∗(k∗ω) = k∗ω‐max{۱− µ(ai) | ai ∈ Sω}. (٩ . ٨٢)



نایقین منطق ٢۴٠

داریم م شود، مشخص عضو کمترین با زیرمجموعه ی در سوپریموم چون برهان:

sup
K∈Kω

inf
a∈K

µ(a) = sup
K⊂Sω,|K|=kω

inf
a∈K

µ(a) = ∆(kω),

sup
K∈K∗

ω

inf
a∈K

¬µ(a) = sup
K⊂Sω,|K|=k∗

ω

inf
a∈K

¬µ(a) = ∆∗(k∗ω).

.∆(۰) = ∆∗(۰) = ۱ که باشید داشته توجه است. برقرار قضیه

آنگاه باشد، نایقین درصد مطلق، مقدار جای به Q اگر :٩ . ١١ تذکر

kω = min

{
x
∣∣ λ( x

|Sω|

)
≥ ω

}
, (٩ . ٨٣)

k∗ω = |Sω| −max

{
x
∣∣ λ( x

|Sω|

)
≥ ω

}
. (٨۴ . ٩)

آنگاه باشد، سان ی A مرجع مجموعه با S نایقین نهاد اگر :٩ . ١٢ تذکر

kω = min {x |λ(x) ≥ ω} , (٨۵ . ٩)

∆(kω) = kω‐max{µ(a۱), µ(a۲), . . . , µ(an)}, (٨۶ . ٩)

k∗ω = n−max{x |λ(x) ≥ ω}, (٩ . ٨٧)

∆∗(k∗ω) = k∗ω‐max{۱− µ(a۱),۱− µ(a۲), . . . ,۱− µ(an)}. (٩ . ٨٨)

با موجودند») شخص m «حداقل (یعن Q = {m,m+ ۱, . . . , n} نایقین سور اگر :۵ . ٩ تمرین
دهید نشان .k∗ω = ۰ و kω = m داریم آنگاه باشد، m ≥ ۱

T (Q, A, P ) = m‐max{µ(a۱), µ(a۲), · · · , µ(an)}. (٩ . ٨٩)

با موجودند») شخص m «حداکثر (یعن Q = {۰,۱,۲, . . . ,m} نایقین سور اگر :۶ . ٩ تمرین
دهید نشان .k∗ω = n−m و kω = ۰ داریم آنگاه باشد، m < n

T (Q, A, P ) = (n−m)‐max{۱− µ(a۱),۱− µ(a۲), · · · ,۱− µ(an)}. (٩ . ٩٠)

صورت به که یرید ب نظر در جمعه تا شنبه از را هفته  ی روزانه دمای :٣۵ . ٩ مثال

۲۲, ۲۳, ۲۵, ۲۸, ۳۰, ۳۲, ۳۶ (٩ . ٩١)

نایقین گزاره اند. شده مشخص راد سانتی درجه حسب بر

(Q, A, P ) = است گرم روز سه یا دو (٩ . ٩٢)



٢۴١ درست ارزش

عضویت تابع م کنیم فرض همچنین است. Q = {۲,۳} نایقین سور اینجا در یرید. ب نظر در را
صورت به P = «گرم» نایقین مسند

µ(x) =



۰, x ≤ ۱۵ اگر
(x− ۱۵)/۳, ۱۵ ≤ x ≤ ۱۸ اگر
۱, ۱۸ ≤ x ≤ ۲۴ اگر
(۲۸− x)/۴, ۲۴ ≤ x ≤ ۲۸ اگر
۰, ۲۸ ≤ x اگر

(٩ . ٩٣)

ارزش با دوشنبه روز و هستند، گرم شنبه ی و شنبه روزهای ۱ درست ارزش با که است واضح است.
شهودی، ل ش به است). «داغ» واقع (در نیست گرم اصلا شنبه سه روز ول است. گرم ۰٫۷۵ درست
م کند بیان (۵٩ . ٨) درست ارزش فرمول باشد. درست کاملا باید است» گرم روز سه یا «دو گزاره

گزاره این درست ارزش که

T است) گرم روز سه یا (دو = ۱ (٩۴ . ٩)

داریم همچنین است. پذیرفتن شهودی ل ش به نتیجه این است.

T است) گرم روز (دو = ۰٫۲۵, (٩۵ . ٩)

T است) گرم روز سه ) = ۰٫۷۵. (٩۶ . ٩)

سال برحسب آنها سن و هستند کلاس ی در دانشجو ١۵ کنید فرض :٣۶ . ٩ مثال

۲۱, ۲۲, ۲۲, ۲۳, ۲۴, ۲۵, ۲۶, ۲۷, ۲۸, ۳۰, ۳۲, ۳۵, ۳۶, ۳۸, ۴۰ (٩ . ٩٧)

نایقین گزاره است.

(Q, A, P ) = هستند جوان دانشجویان همه .تقریباً (٩ . ٩٨)

صورت به Q = همه» «تقریباً نایقین سور عضویت تابع کنید فرض یرید. ب نظر در

λ(x) =


۰, ۰ ≤ x ≤ ۱۰ اگر
(x− ۱۰)/۳, ۱۰ ≤ x ≤ ۱۳ اگر
۱, ۱۳ ≤ x ≤ ۱۵ اگر

(٩ . ٩٩)

صورت به P نایقین مسند عضویت تابع و

µ(x) =



۰, x ≤ ۱۵ اگر
(x− ۱۵)/۵, ۱۵ ≤ x ≤ ۲۰ اگر
۱, ۲۰ ≤ x ≤ ۳۵ اگر
(۴۵− x)/۱۰, ۳۵ ≤ x ≤ ۴۵ اگر
۰, x ≥ ۴۵ اگر

(٩ . ١٠٠)



نایقین منطق ٢۴٢

صورت به نایقین گزاره درست ارزش که م گوید (۵٩ . ٨) درست ارزش فرمول است.

T هستند) جوان دانشجویان همه (تقریباً = ۰٫۹ (٩ . ١٠١)

است.

قدهای و ار ورزش ١۶ با ورزش تیم ی :٩ . ٣٧ مثال

۱۷۵, ۱۷۸, ۱۷۸, ۱۸۰, ۱۸۳, ۱۸۴, ۱۸۶, ۱۸۶
۱۸۸, ۱۹۰, ۱۹۲, ۱۹۲, ۱۹۳, ۱۹۴, ۱۹۵, ۱۹۶ (٩ . ١٠٢)

نایقین گزاره یرید. ب نظر در سانتیمتر) حسب (بر را

(Q, A, P ) = هستند بلند قد اران ورزش ٧٠% تقریباً (٩ . ١٠٣)

صورت به Q = « درصد هفتاد حدود » نایقین سور عضویت تابع کنید فرض یرید. ب نظر در را

λ(x) =



۰, ۰ ≤ x ≤ ۰٫۶ اگر
۲۰(x− ۰٫۶), ۰٫۶ ≤ x ≤ ۰٫۶۵ اگر
۱, ۰٫۶۵ ≤ x ≤ ۰٫۷۵ اگر
۲۰(۰٫۸− x), ۰٫۷۵ ≤ x ≤ ۰٫۸ اگر
۰, ۰٫۸ ≤ x ≤ ۱ اگر

(١٠۴ . ٩)

صورت به P = «بلند» نایقین مسند عضویت تابع و

µ(x) =



۰, x ≤ ۱۸۰ اگر
(x− ۱۸۰)/۵, ۱۸۰ ≤ x ≤ ۱۸۵ اگر
۱, ۱۸۵ ≤ x ≤ ۱۹۵ اگر
(۲۰۰− x)/۵, ۱۹۵ ≤ x ≤ ۲۰۰ اگر
۰, x ≥ ۲۰۰ اگر

(١٠۵ . ٩)

نایقین گزاره درست ارزش که کند م بیان (۵٩ . ٨) درست ارزش فرمول است.

T ( « هستند بلند قد دانشجویان درصد هفتاد حدود » ) = ۰٫۸ (١٠۶ . ٩)

است.

سانتیمتر) حسب (بر قد و سال) حسب (بر سن و دارد دانشجو ١٨ کلاس ی کنید فرض :٩ . ٣٨ مثال
صورت به آنها

(٩ . ١٠٧)
(۲۴,۱۸۵), (۲۵,۱۹۰), (۲۶,۱۸۴), (۲۶,۱۷۰), (۲۷,۱۸۷), (۲۷,۱۸۸)
(۲۸,۱۶۰), (۳۰,۱۹۰), (۳۲,۱۸۵), (۳۳,۱۷۶), (۳۵,۱۸۵), (۳۶,۱۸۸)
(۳۸,۱۶۴), (۳۸,۱۷۸), (۳۹,۱۸۲), (۴۰,۱۸۶), (۴۲,۱۶۵), (۴۴,۱۷۰)

نایقین گزاره است.

(Q, S, P ) = « هستند بلند قد جوان دانشجویان اغلب » (٩ . ١٠٨)



٢۴٣ نحوی ساز خلاصه

صورت به Q = «اغلب» (درصد) نایقین سور عضویت تابع کنید فرض یرید. ب نظر در را

λ(x) =



۰, ۰ ≤ x ≤ ۰٫۷ اگر
۲۰(x− ۰٫۷), ۰٫۷ ≤ x ≤ ۰٫۷۵ اگر
۱, ۰٫۷۵ ≤ x ≤ ۰٫۸۵ اگر
۲۰(۰٫۹− x), ۰٫۸۵ ≤ x ≤ ۰٫۹ اگر
۰, ۰٫۹ ≤ x ≤ ۱ اگر

(٩ . ١٠٩)

را قد z و سن y آن در که (y, z) م شود توصیف خصوصیت دو با شخص هر که کنید توجه است.
صورت به S = « جوان دانشجویان » نایقین نهاد عضویت تابع حالت، این در م دهد. نشان

ν(y) =



۰, y ≤ ۱۵ اگر
(y − ۱۵)/۵, ۱۵ ≤ y ≤ ۲۰ اگر
۱, ۲۰ ≤ y ≤ ۳۵ اگر
(۴۵− y)/۱۰, ۳۵ ≤ y ≤ ۴۵ اگر
۰, y ≥ ۴۵ اگر

(٩ . ١١٠)

صورت به P = « بلند قد » نایقین مسند عضویت تابع و

µ(z) =



۰, z ≤ ۱۸۰ اگر
(z − ۱۸۰)/۵, ۱۸۰ ≤ z ≤ ۱۸۵ اگر
۱, ۱۸۵ ≤ z ≤ ۱۹۵ اگر
(۲۰۰− z)/۵, ۱۹۵ ≤ z ≤ ۲۰۰ اگر
۰, z ≥ ۲۰۰ اگر

(٩ . ١١١)

صورت به را گزاره این درست ارزش ،(۵٩ . ٨) درست ارزش فرمول است.

T (« هستند بلند قد دانشجویان درصد هفتاد حدود » ) = ۰٫۸. (٩ . ١١٢)

م کند. محاسبه

نحوی ساز خلاصه ٩ . ٧

است. آسان سایرین برای آن درک و بوده مختصر که است بشری ربان جمله ی نحوی خلاصه
دانشجویان قد و سن از نحوی خلاصه ی هستند» قامت بلند جوان دانشجویان «اغلب مثال برای
نایقین مسند و نایقین نهاد نایقین، سور که است خاص نایقین گزاره ی نحوی خلاصه پس است.
توانمندی تا که م آورند فراهم را پذیری انعطاف ابزارهای نایقین منطق هستند. نحوی جملات آن

دارد. را خام داده های از ای گردایه از نحوی خلاصه استخراج
فردی)، خصیصه (داده باشیم داشته خام داده تعدادی باید دارد؟ نیاز ورودی چه به نایقین منطق

A = {a۱, a۲, . . . , an}. (٩ . ١١٣)



نایقین منطق ٢۴۴

را آنها «همه». و «اغلب» مثال برای باشیم، داشته سورها بیان برای نحوی عبارت تعدادی باید سپس
نایقین سورهای گردایه با

Q = {Q۱,Q۲, . . . ,Qm} (١١۴ . ٩)

«دانشجویان مثال برای داریم، نیاز نهادها نمایش برای نحوی عبارت تعدادی به سپس دهید. نشان
با را نایقین نهادهای گردایه مسن». «دانشجویان و جوان»

S = {S۱, S۲, . . . , Sn} (١١۵ . ٩)

«بلند». و «کوتاه» مانند دهند، نشان را مسندها که باشیم داشته نحوی عبارت باید سرانجام دهید. نشان
با را نایقین مسندهای گردایه

P = {P۱, P۲, · · · , Pk} (١١۶ . ٩)

و S ∈ S نایقین نهاد ی ،Q ∈ Q نایقین سور ی انتخاب کاوی، داده در مساله ی دهید. نشان
دارند» P خاصیت ،S از تا Q» نایقین گزاره درست ارزش که طوری است P ∈ P نایقین مسند ی

A = {a۱, a۲, . . . , an} مرجع مجموعه برای یعن باشد، β حداقل

T (Q, S, P ) ≥ β (٩ . ١١٧)

نحوی ساز خلاصه لیو مساله، این حل برای است. اطمینان سطح β آن در که

Find Q، S and P

subject to:
Q ∈ Q
S ∈ S
P ∈ P
T (Q, S, P ) ≥ β.

(٩ . ١١٨)

Q» نحوی خلاصه ی (٩ . ١١٨) نحوی ساز خلاصه از (Q, S, P ) جواب هر .[٩٢] کرد مطرح را
م کند. تولید را دارند» P خاصیت ،S از تا

آنها قد و سال حسب بر آنها سن که دارند حضور دانشجو ١٨ کلاس ی در کنید فرض :٩ . ٣٩ مثال
سانتیمتر حسب بر

(۲۴,۱۸۵), (۲۵,۱۹۰), (۲۶,۱۸۴), (۲۶,۱۷۰), (۲۷,۱۸۷), (۲۷,۱۸۸)
(۲۸,۱۶۰), (۳۰,۱۹۰), (۳۲,۱۸۵), (۳۳,۱۷۶), (۳۵,۱۸۵), (۳۶,۱۸۸)
(۳۸,۱۶۴), (۳۸,۱۷۸), (۳۹,۱۸۲), (۴۰,۱۸۶), (۴۲,۱۶۵), (۴۴,۱۷۰)

(٩ . ١١٩)

به آنها عضویت تابع که داریم «همه» و «اغلب» نصف»، «حدود نحوی عبارت سه کنید فرض است.
ترتیب

λنصف(x) =



۰, ۰ ≤ x ≤ ۰٫۴ اگر
۲۰(x− ۰٫۴), ۰٫۴ ≤ x ≤ ۰٫۴۵ اگر
۱, ۰٫۴۵ ≤ x ≤ ۰٫۵۵ اگر
۲۰(۰٫۶− x), ۰٫۵۵ ≤ x ≤ ۰٫۶ اگر
۰, ۰٫۶ ≤ x ≤ ۱ اگر

(٩ . ١٢٠)



٢۴۵ نحوی ساز خلاصه

λاغلب(x) =



۰, ۰ ≤ x ≤ ۰٫۷ اگر
۲۰(x− ۰٫۷), ۰٫۷ ≤ x ≤ ۰٫۷۵ اگر
۱, ۰٫۷۵ ≤ x ≤ ۰٫۸۵ اگر
۲۰(۰٫۹− x), ۰٫۸۵ ≤ x ≤ ۰٫۹ اگر
۰, ۰٫۹ ≤ x ≤ ۱ اگر

(٩ . ١٢١)

λهمه(x) =

{
۱, x = ۱ اگر
۰, ۰ ≤ x < ۱ اگر

(٩ . ١٢٢)

با را نایقین سورهای گردایه است.

Q = { « نصف تقریباً ،» « اغلب ،» « همه » }. (٩ . ١٢٣)

«دانشجویان و میانسال» «دانشجویان جوان»، «دانشجویان نحوی عبارت سه همچنین دهید. نشان
عضویت تابع های با ترتیب به مسن»

νجوان(y) =



۰, y ≤ ۱۵ اگر
(y − ۱۵)/۵, ۱۵ ≤ y ≤ ۲۰ اگر
۱, ۲۰ ≤ y ≤ ۳۵ اگر
(۴۵− y)/۱۰, ۳۵ ≤ y ≤ ۴۵ اگر
۰, y ≥ ۴۵ اگر

(١٢۴ . ٩)

νمیانسال(y) =



۰, y ≤ ۴۰ اگر
(y − ۴۰)/۵, ۴۰ ≤ y ≤ ۴۵ اگر
۱, ۴۵ ≤ y ≤ ۵۵ اگر
(۶۰− y)/۵, ۵۵ ≤ y ≤ ۶۰ اگر
۰, y ≥ ۶۰ اگر

(١٢۵ . ٩)

νمسن(y) =



۰, y ≤ ۵۵ اگر
(y − ۵۵)/۵, ۵۵ ≤ y ≤ ۶۰ اگر
۱, ۶۰ ≤ y ≤ ۸۰ اگر
(۸۵− y)/۵, ۸۰ ≤ y ≤ ۸۵ اگر
۱, y ≥ ۸۵ اگر

(١٢۶ . ٩)

با را نایقین نهادهای گردایه داریم.

S = { « جوان دانشجویان ،» « میانسال دانشجویان ،» « مسن دانشجویان »} (٩ . ١٢٧)



نایقین منطق ٢۴۶

به نایقین مسندهای عنوان به «بلند» و «کوتاه» نحوی عبارت دو کنید فرض سرانجام، دهید. نشان
عضویت تابع های با ترتیب

µکوتاه(z) =



۰, z ≤ ۱۴۵ اگر
(z − ۱۴۵)/۵, ۱۴۵ ≤ z ≤ ۱۵۰ اگر
۱, ۱۵۰ ≤ z ≤ ۱۵۵ اگر
(۱۶۰− z)/۵, ۱۵۵ ≤ z ≤ ۱۶۰ اگر
۰, z ≥ ۲۰۰ اگر

(٩ . ١٢٨)

µبلند(z) =



۰, z ≤ ۱۸۰ اگر
(z − ۱۸۰)/۵, ۱۸۰ ≤ z ≤ ۱۸۵ اگر
۱, ۱۸۵ ≤ z ≤ ۱۹۵ اگر
(۲۰۰− z)/۵, ۱۹۵ ≤ z ≤ ۲۰۰ اگر
۰, z ≥ ۲۰۰ اگر

(٩ . ١٢٩)

با را نایقین مسندهای گردایه داریم.

P = { « کوتاه »، « بلند »} (٩ . ١٣٠)

دهید. نشان
انتخاب چنان را P ∈ P نایقین مسند و S ∈ S نایقین نهاد ،Q ∈ Q نایقین سور م خواهیم
۰٫۸ حداقل دارند» P خاصیت ،S از تا Q» شده استخراج نحوی خلاصه درست ارزش که کنیم

یعن باشد،

T (Q, S, P ) ≥ ۰٫۸ (٩ . ١٣١)

به (٩ . ١١٨) نحوی ساز خلاصه است. مشخص اطمینان سطح ۰٫۸ آن، در که

Q = ,«اغلب» S = « جوان دانشجویان », P = «بلند»

م شود. استخراج هستند» قد بلند جوان دانشجویان «اغلب نحوی خلاصه این بنابر و م شود منجر

کتابشناس نکات ٩ . ٨

ارزش فرمول از استفاده با بشری زبان با کارکردن برای نایقین منطق نایقین، مجموعه نظریه اساس بر
از کاربرد ی عنوان به شد[٩٢]. طراح لیو توسط ۲۰۱۱ سال در نایقین گزاره های برای درست
خلاصه استخراج برای ابزاری که [٩٢] کرد ارائه را نحوی ساز خلاصه همچنین لیو نایقین، منطق

م آورد. فراهم خام داده های از ای گردایه از نحوی



١٠ فصل

نایقین استنتاج

این است. نایقین مجموعه نظریه از استفاده با بشری دانش از نتایج استخراج فرایند نایقین استنتاج
در کاربرد با همراه را نایقین کنترل و نایقین، سیستم نایقین، استنتاج قاعده های از خانواده ای فصل

م کند. ارائه معکوس آونگ سیستم

نایقین استنتاج قاعده ١٠ . ١

داریم، اگر‐آن گاه قاعده ی فقط م کنیم فرض هستند. مفهوم دو Y و X کنید فرض

“if X is ξ then Y is η” (١٠ . ١)

م کنیم. معرف را زیر قاعده ابتدا هستند. نایقین مجموعه دو η و ξ آن در که

ξ نایقین مجموعه X «اگر قاعده هستند. مفهوم دو Y و X کنید فرض [٨٩] ١٠ . ١ استنتاج قاعده
استنتاج است، a ثابت مقدار X که این از یرید. ب نظر در را است» η نایقین مجموعه Y آنگاه باشد

نایقین مجموعه Y که م کنیم

η∗ = η|a∈ξ (١٠ . ٢)

رابطه با استنتاج قاعده است. a ∈ ξ شرط با η شرط نایقین مجموعه واقع در که است

است η نایقین مجموعه Y آنگاه است ξ نایقین مجموعه X اگر قاعده:

است a ثابت مقدار X از:

است. η∗ = η|a∈ξ نایقین مجموعه Y نتیجه:

(١٠ . ٣)

م شود. بیان

تابع های با مستقل نایقین مجموعه های η و ξ اگر ،١٠ . ١ استنتاج قاعده در [٨٩] ١٠ . ١ قضیه
صورت به η∗ عضویت تابع آنگاه باشند، ν و µ ترتیب به عضویت



نایقین استنتاج ٢۴٨

ν∗(y) =



ν(y)

µ(a)
, ν(y) < µ(a)/۲ اگر

ν(y) + µ(a)− ۱
µ(a)

, ν(y) > ۱− µ(a)/۲ اگر

۰٫۵, درغیراینصورت

(۴ . ١٠)

است.

است. a ∈ ξ شرط به η شرط نایقین مجموعه η∗ که م شود نتیجه ١٠ . ١ استنتاج قاعده از برهان:
است. ν∗ همان η∗ عضویت تابع ،٣۶ . ٨ قضیه از استفاده با

نایقین مجموعه X «اگر قاعده هستند. مفهوم سه Z و Y ،X کنید فرض [۴۶] ١٠ . ٢ استنتاج قاعده
مقدار X که این از یرید. ب نظر در را است» τ نایقین مجموعه Z آنگاه باشد η نایقین مجموعه Y و ξ

نایقین مجموعه Z که م شود استنتاج است b ثابت مقدار Y و a ثابت

τ∗ = τ |(a∈ξ)∩(b∈η) (۵ . ١٠)

با استنتاج قاعده است. b ∈ η و a ∈ ξ شرط با τ شرط نایقین مجموعه همان که است

است τ مجموعه Z آنگاه باشد η مجموعه Y و ξ محموعه X اگر قاعده:

است b ثابت مقدار Y و a ثابت مقدار X از:

است. τ∗ = τ |(a∈ξ)∩(b∈η) نایقین مجموعه Z نتیجه:

(۶ . ١٠)

م شود. بیان

تابع های با مستقل نایقین مجموعه های ξ, η, τ اگر ،١٠ . ٢ استنتاج قاعده در [۴۶] ١٠ . ٢ قضیه
τ∗ عضویت تابع آنگاه باشند µ, ν, λ ترتیب به عضویت

λ∗(z) =



λ(z)

µ(a) ∧ ν(b)
, λ(z) <

µ(a) ∧ ν(b)

۲ اگر

λ(z) + µ(a) ∧ ν(b)− ۱
µ(a) ∧ ν(b)

, λ(z) > ۱− µ(a) ∧ ν(b)

۲ اگر

۰٫۵, درغیراینصورت

(١٠ . ٧)

است.

و a ∈ ξ شرط با τ شرط نایقین مجموعه τ∗ که م شود نتیجه ١٠ . ٢ استنتاج قاعده از برهان:
است. λ∗ همان τ∗ عضویت تابع ،٣۶ . ٨ قضیه از استفاده با است. b ∈ η

مجموعه X «اگر قاعده دو یرید. ب نظر در را Y و X نایقین مفهوم دو [۴۶] ١٠ . ٣ استنتاج قاعده
Y آنگاه است ξ۲ نایقین مجموعه X «اگر و است» η۱ نایقین مجموعه Y آنگاه است ξ۱ نایقین



٢۴٩ نایقین استنتاج قاعده

Y که م کنیم استنتاج است a ثابت مقدار X که این از یرید. ب نظر در را است» η۲ نایقین مجموعه
نایقین مجموعه

η∗ =
M{a ∈ ξ۱} · η۱|a∈ξ۱

M{a ∈ ξ۱}+M{a ∈ ξ۲}
+

M{a ∈ ξ۲} · η۲|a∈ξ۲

M{a ∈ ξ۱}+M{a ∈ ξ۲}
(١٠ . ٨)

صورت به قاعده این است.

است η۱ نایقین مجموعه Y آنگاه است ξ۱ نایقین مجموعه X اگر :١ قاعده

است η۲ نایقین مجموعه Y آنگاه است ξ۲ نایقین مجموعه X اگر :٢ قاعده

است a ثابت مقدار X از:

است. شده مشخص (١٠ . ٨) با که است η∗ نایقین مجموعه Y نتیجه:

(١٠ . ٩)

م شود. بیان

تابع های با مستقل مجموعه های η۲ ،ξ۱, ξ۲, η۱ اگر ،١٠ . ٣ استنتاج قاعده در [۴۶] ١٠ . ٣ قضیه
آنگاه باشند، µ۱, µ۲, ν۱, ν۲ ترتیب به عضویت

η∗ =
µ۱(a)

µ۱(a) + µ۲(a)
η∗۱ +

µ۲(a)

µ۱(a) + µ۲(a)
η∗۲ (١٠ . ١٠)

ترتیب به عضویت تابع های با نایقین مجموعه های η∗۲ و η∗۱ آن در که

ν∗۱(y) =



ν۱(y)

µ۱(a)
, ν۱(y) < µ۱(a)/۲ اگر

ν۱(y) + µ۱(a)− ۱
µ۱(a)

, ν۱(y) > ۱− µ۱(a)/۲ اگر

۰٫۵, درغیراینصورت

(١٠ . ١١)

و

ν∗۲(y) =



ν۲(y)

µ۲(a)
, ν۲(y) < µ۲(a)/۲ اگر

ν۲(y) + µ۲(a)− ۱
µ۲(a)

, ν۲(y) > ۱− µ۲(a)/۲ اگر

۰٫۵, درغیراینصورت

(١٠ . ١٢)

هستند.

همان η∗ نایقین مجموعه که م شود نتیجه ١٠ . ٣ استنتاج قاعده از برهان:

η∗ =
M{a ∈ ξ۱} · η۱|a∈ξ۱

M{a ∈ ξ۱}+M{a ∈ ξ۲}
+

M{a ∈ ξ۲} · η۲|a∈ξ۲

M{a ∈ ξ۱}+M{a ∈ ξ۲}
.

م شود. نتیجه M{a ∈ ξ۲} = µ۲(a) و M{a ∈ ξ۱} = µ۱(a) از بلافاصله قضیه است.



نایقین استنتاج ٢۵٠

برای «اگر قاعده های یرید. ب نظر در را X۱,X۲, . . . ,Xm مفاهیم [۴۶] ۴ . ١٠ استنتاج قاعده
Y آنگاه است ξim نایقین مجموعه Xm و · · · و است ξi۱ نایقین ،مجموعه X۱ i = ۱,۲, . . . , k
am ثابت مقدار Xm و · · · و a۱ مقدار X۱ که این از یرید. ب نظر در است» ηi نایقین مجموعه

نایقین مجموعه Y که م کنیم استنتاج است

η∗ =

k∑
i=۱

ci · ηi|(a۱∈ξi۱)∩(a۲∈ξi۲)∩···∩(am∈ξim)

c۱ + c۲ + · · ·+ ck
(١٠ . ١٣)

با i = ۱,۲, . . . , k برای ضرایب که است

ci = M {(a۱ ∈ ξi۱) ∩ (a۲ ∈ ξi۲) ∩ · · · ∩ (am ∈ ξim)} (١۴ . ١٠)

با استنتاج قاعده این م شوند. تعیین

است ξ۱m مجموعه Xm و · · · و است ξ۱۱ مجموعه X۱ اگر :١ قاعده

است ξ۲m مجموعه Xm و · · · و است ξ۲۱ مجموعه X۱ اگر :٢ قاعده

· · ·
است ξkm مجموعه Xm و · · · و است ξk۱ مجموعه X۱ اگر :k قاعده

است am ثابت مقدار Xm و · · · و a۱ مقدار X۱ از:

م شود. تعیین (١٠ . ١٣) با که است η∗ نایقین مجموعه Y نتیجه:

(١۵ . ١٠)

م شود. بیان

مستقل نایقین مجموعه های · · · , ξim, ηi ،ξi۱, ξi۲ اگر ،۴ . ١٠ استنتاج قاعده در [۴۶] ۴ . ١٠ قضیه
آنگاه باشند، i = ۱,۲, . . . , k ،· · · , µim, νi ،µi۱, µi۲ عضویت تابع های با ترتیب به

η∗ =

k∑
i=۱

ci · η∗i
c۱ + c۲ + · · ·+ ck

(١۶ . ١٠)

عضویت تابع با نایقین مجموعه های η∗i آن در که

ν∗i (y) =



νi(y)

ci
, νi(y) < ci/۲ اگر

νi(y) + ci − ۱
ci

, νi(y) > ۱− ci/۲ اگر

۰٫۵, درغیراینصورت

(١٠ . ١٧)

با i = ۱,۲, . . . , k برای که هستند ثابت مقادیر ci و هستند

ci = min
۱≤l≤m

µil(al) (١٠ . ١٨)

م شوند. تعیین



٢۵١ نایقین سیستم

هستند، مستقل رویدادهای {a۱ ∈ ξi۱}, {a۲ ∈ ξi۲}, . . . , {am ∈ ξim} چون ،i هر برای برهان:
داریم i = ۱,۲, . . . , k هر برای

M


m∩

j=۱
(aj ∈ ξij)

 = min
۱≤j≤m

M{aj ∈ ξij} = min
۱≤l≤m

µil(al)

م شود. نتیجه ۴ . ١٠ استنتاج قاعده از استفاده با بلافاصله قضیه درست معادلات، این از

نایقین سیستم ١٠ . ٢

قاعده پایه بر خروج هایش به ورودی هایش از تابع ی و شد[٨٩]، پیشنهاد لیو توسط نایقین سیستم
دارد: قسمت ۵ نایقین سیستم ی اغلب است. نایقین استنتاج

م شوند؛ وارد سیستم به که هستند قطع داده های ورودی ها . ١

خبره افراد توسط و است اگر‐آنگاه قاعده های از مجموعه ی شامل که قاعده‐محور ی . ٢
م شود؛ مشخص

م کند؛ استخراج نایقین مقدم های از نایقین نتایج که نایقین استنتاج قاعده ی . ٣

م کند، تبدیل قطع نتایج به را نایقین نتایج که انتظار مورد مقدار ر عمل ی . ۴

اند. شده حاصل انتظار مورد مقدار ر عمل از و هستند قطع داده های که خروج ها . ۵

قطع خروج n و α۱, α۲, . . . , αm قطع ورودی m که یرید ب نظر در را نایقین سیستم ی حال
با قطع ورودی m روی از را η∗۱, η

∗
۲, . . . , η

∗
n نایقین مجموعه n ابتدا، دارد. β۱, β۲, . . . , βn

م کنیم، استنتاج ( اگر‐آن گاه قاعده های از مجموعه ی (یعن قاعده‐محور

η۱n ·و · · و η۱۲ و η۱۱ آنگاه ξ۱m ·و · · و ξ۱۲ و ξ۱۱ اگر

η۲n ·و · · و η۲۲ و η۲۱ آنگاه ξ۲m ·و · · و ξ۲۲ و ξ۲۱ اگر

· · ·
ηkn ·و · · و ηk۲ و ηk۱ آنگاه ξkm ·و · · و ξk۲ و ξk۱ اگر

(١٠ . ١٩)

نایقین استنتاج قاعده همچنین

η∗j =
k∑

i=۱

ci · ηij |(α۱∈ξi۱)∩(α۲∈ξi۲)∩···∩(αm∈ξim)

c۱ + c۲ + · · ·+ ck
(١٠ . ٢٠)

با ضرایب i = ۱,۲, . . . , k برای آن در که م گیریم نتیجه j = ۱,۲, . . . , n برای

ci = M {(α۱ ∈ ξi۱) ∩ (α۲ ∈ ξi۲) ∩ · · · ∩ (αm ∈ ξim)} (١٠ . ٢١)

داریم انتظار، مورد مقدار ر عمل از استفاده با سپس م شوند. محاسبه

βj = E[η∗j ] (١٠ . ٢٢)



نایقین استنتاج ٢۵٢

را تابع این ساختیم. β۱, β۲, . . . , βn خروج های به تابع α۱, α۲, . . . , αm ورودی های از اکنون
یعن م دهیم، نشان f با

(β۱, β۲, . . . , βn) = f(α۱, α۲, . . . , αm). (١٠ . ٢٣)

داریم. f نایقین سیستم ی پس

αm

...

α۲

α۱

................................................... ...............
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................................................... ...............
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..................
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..................

..................

....................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................
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.............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................. استنتاج قاعده
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................................................

..................

قاعده‐محور........................................................................................................................................................................................................................................................................................................ ............................................ ...............

............................................ ...............

............................................ ...............

η∗n

...
η∗۲

..................

..................

..................

..................

..................

..................

..................

....................................................................................................................................................................................................................................................................

η∗۱

............................................ ...............

............................................ ...............

............................................ ...............

..................

..................

..................

..................

..................

..................

..................

.............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................. βn = E[η∗n]

...
β۲ = E[η∗۲]

β۱ = E[η∗۱]

................................................... ...............

................................................... ...............

................................................... ...............

βn

...
β۲

β۱

نایقین سیستم ی :١٠ . ١ ل ش

ترتیب به مستقل نایقین مجموعه های ξi۱, ξi۲, . . . , ξim, ηi۱, ηi۲, . . . , ηin کنید فرض ۵ . ١٠ قضیه
آنگاه هستند. i = ۱,۲, . . . , k برای µi۱, µi۲, . . . , µim, νi۱, νi۲, . . . , νin عضویت تابع های با

صورت به (β۱, β۲, . . . , βn) به (α۱, α۲, . . . , αm) از نایقین سیستم

βj =

k∑
i=۱

ci · E[η∗ij ]

c۱ + c۲ + · · ·+ ck
(٢۴ . ١٠)

عضویت تابع با نایقین مجموعه های η∗ij آن در که است j = ۱,۲, . . . , n برای

ν∗ij(y) =



νij(y)

ci
, νij(y) < ci/۲ اگر

νij(y) + ci − ۱
ci

, νij(y) > ۱− ci/۲ اگر

۰٫۵, درغیراینصورت

(٢۵ . ١٠)

با j = ۱,۲, . . . , n و i = ۱,۲, . . . , k برای که هستند ثابت مقادیر ci و هستند

ci = min
۱≤l≤m

µil(αl) (٢۶ . ١٠)

م شوند. محاسبه

به j = ۱,۲, . . . , n برای η∗j نایقین مجموعه های که م شود نتیجه ۴ . ١٠ استنتاج قاعده از برهان:
صورت

η∗j =

k∑
i=۱

ci · η∗ij
c۱ + c۲ + · · ·+ ck

قضیه هستند، مستقل نایقین مجموعه های η∗ij , i = ۱,۲, . . . , k, j = ۱,۲, . . . , n چون هستند.
م شود. نتیجه انتظار مورد مقدار ر عمل بودن خط از بلافاصله



٢۵٣ نایقین سیستم

قاعده‐محور در ηij نایقین مجموعه های که م آورد فراهم را ان ام این نایقین سیستم :١٠ . ١ تذکر
j = ۱,۲, . . . , n و i = ۱,۲, . . . , k برای یعن شوند، bij ثابت مقادیر (١٠ . ١٩)

ηij = bij . (١٠ . ٢٧)

صورت به j = ۱,۲, . . . , n برای (٢۴ . ١٠) نایقین سیستم حالت، این در

βj =

k∑
i=۱

ci · bij
c۱ + c۲ + · · ·+ ck

(١٠ . ٢٨)

شد. خواهد

قاعده‐محور در ηij نایقین مجموعه های که م آورد فراهم را ان ام این نایقین سیستم :١٠ . ٢ تذکر
و i = ۱,۲, . . . , k برای یعن شوند، α۱, α۲, . . . , αm ورودی های از hij تابع های (١٠ . ١٩)

j = ۱,۲, . . . , n

ηij = hij(α۱, α۲, . . . , αm) (١٠ . ٢٩)

صورت به j = ۱,۲, . . . , n برای (٢۴ . ١٠) نایقین سیستم حالت، این در

βj =

k∑
i=۱

ci · hij(α۱, α۲, . . . , αm)

c۱ + c۲ + · · ·+ ck
(١٠ . ٣٠)

شد. خواهد

هستند جامع برآوردکننده های نایقین سیستم های

کراندار) و بسته (مجموعه فشرده مجموعه ی روی پیوسته تابع هر تقریب توانمندی نایقین سیستم های
کنند. بازی را کننده کنترل ی نقش م توانند نایقین سیستم های دلیل این به دارند. دقت هر با را

م کند. مطرح را واقعیت این بعدی قضیه

مقدار هر و D ⊂ ℜm فشرده مجموعه ی روی g معلوم پیوسته تابع برای [١٣٣] ۶ . ١٠ قضیه
(α۱, α۲, . . . , αm) ∈ D هر برای که است موجود چنان f نایقین سیستم ی ،ε > ۰ معلوم

∥f(α۱, α۲, . . . , αm)− g(α۱, α۲, . . . , αm)∥ < ε (١٠ . ٣١)

α۲ و α۱ متغیر دو با مقدار حقیق تابع ی g تابع م کنیم فرض کلیت، دادن دست از بدون برهان:
است پیوسته D روی g چون است. D = [۰,۱]× [۰,۱] واحد مربع همان فشرده مجموعه و بوده
موجود چنان δ > ۰ مانند عددی ،ε > ۰ معلوم مقدار هر برای است، نواخت ی پیوسته بنابراین و

آنگاه ∥(α۱, α۲)− (α′
۱, α

′
۲)∥ < δ وقت که است

|g(α۱, α۲)− g(α′
۱, α

′
۲)| < ε (١٠ . ٣٢)

دهید قرار i, j = ۱,۲, . . . , k برای و است
√
۲/δ از بزرگتر صحیح عدد ی k کنید فرض

Dij =

{
(α۱, α۲)

∣∣ i− ۱
k

< α۱ ≤ i

k
,
j − ۱
k

< α۲ ≤ j

k

}
(١٠ . ٣٣)



نایقین استنتاج ٢۵۴

نایقین مجموعه های هستند. δ از کمتر «قطر» با مجزا مربع های از ای دنباله {Dij} که کنید توجه

ξi =

(
i− ۱
k

,
i

k

)
, i = ۱,۲, . . . , k, (٣۴ . ١٠)

ηj =

(
j − ۱
k

,
j

k

)
, j = ۱,۲, . . . , k (٣۵ . ١٠)

اگر‐آن گاه قاعده k × k با را قاعده‐محور سپس کنید. تعریف را

Rule ij: If ξi and ηj then g(i/k, j/k), i, j = ۱,۲, . . . , k (٣۶ . ١٠)

صورت به ℜ به D از متناظر نایقین سیستم نایقین، استنتاج قاعده اساس بر یرید. ب نظر در

f(α۱, α۲) = g(i/k, j/k), (α۱, α۲) ∈ Dij , i, j = ۱,۲, . . . , k (١٠ . ٣٧)

داریم (α۱, α۲) ∈ Dij ⊂ D هر برای که م شود نتیجه (١٠ . ٣٢) از است.

|f(α۱, α۲)− g(α۱, α۲)| = |g(i/k, j/k)− g(α۱, α۲)| < ε. (١٠ . ٣٨)

هستند. جامع برآوردگر نایقین سیستم های پس شد. بررس قضیه درست

نایقین کنترل ١٠ . ٣

وضعیت متغیرهای که است خاص نایقین سیستم ی لیو، توسط شده طراح نایقین، کننده کنترل
۵ نایقین کننده کنترل ی بنابراین م کند. تصویر عمل متغیرهای به را کنترل تحت فرایند ی

ی نایقین، استنتاج قاعده ی قاعده‐محور، ورودی ها، م شود: شامل را نایقین سیستم قسمت
متغیرهای کننده کنترل ورودی های که است این برجسته نکته خروج ها. و انتظار، مورد مقدار ر عمل

هستند. عمل متغیرهای آن خروج های و کنترل تحت فرایند وضعیت
م دهد. نشان را فرایند ی و کننده کنترل ی شامل نایقین کنترل سیستم ی ١٠ . ٢ ل ش
ورودی های دهنده نشان تنها نه α۱(t), α۲(t), . . . , αm(t) است، زمان دهنده نشان t که کنید توجه
تنها نه β۱(t), β۲(t), . . . , βn(t) و هستند، نیز سیستم خروج های ه بل هستند نایقین کننده کنترل

هستند. نیز فرایند ورودی های ه بل هستند نایقین کننده کنترل خروج های

معکوس آونگ ۴ . ١٠

استفاده کنترل وریتم های ال آزمون برای که است غیرخط ناپایدار سیستم ی معکوس آونگ سیستم
توانست گائو آنها، بین در دارند. وجود معکوس آونگ تعادل برای بسیاری خوب روش های م شود.
متعادل اگر‐آن گاه قاعده ۵×۵ تعداد با نایقین کننده کنترل از استفاده با را معکوس آونگ موفقیت با

کند.
هر دارد. («نیرو») خروج ی و زاویه ای») «سرعت و («زاویه» ورودی دو نایقین کننده کنترل

با که نایقین مجموعه با سه
NL بزرگ» «منف
NS « کوچ «منف
Z «صفر»
PS « کوچ «مثبت
PL بزرگ» «مثبت



٢۵۵ معکوس آونگ

αm(t)

...
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β۲(t)=E[η∗۲(t)]

β۱(t)=E[η∗۱(t)]
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β۲(t)

β۱(t)
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کننده کنترل خروج ها
فرایند ورودی ها

کننده کنترل ورودی ها
فرایند خروج ها

نایقین کنترل سیستم ی :١٠ . ٢ ل ش
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A(t)

F (t).......................................................... ...............
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..............................................

نیرویی بیانگر F (t) و زاویه ای موقعیت دهنده نشان A(t) آن در که معکوس آونگ ی :١٠ . ٣ ل ش
م راند. پیش t زمان در را ارابه که است

ل های ش در نایقین مجموعه های این عضویت تابع شد. خواهند داده نشان اند شده زده برچسب
اند. شده داده نشان ۶ . ١٠ و ۵ . ١٠ ،۴ . ١٠

باشد، داشته ساعتگرد بزرگ زاویه ای سرعت و بزرگ زاویه معکوس آونگ وقت شهودی، ل ش به
کنیم. وارد راست سمت به بزرگ نیروی باید

است بزرگ منف اگرزاویه
است، بزرگ منف زاویه ای سرعت و
است. بزرگ مثبت نیرو آنگاه

ساعتگرد خلاف زاویه ای سرعت و بزرگ ساعتگرد خلاف زاویه معکوس آونگ وقت مشابه، طور به
کنیم. وارد چپ سمت به بزرگ نیروی باید دارد، بزرگ

است مثبت بزرگ زاویه اگر
است، مثبت بزرگ زاویه ای وسرعت
است. منف بزرگ نیرو آن گاه

را نایقین مجموعه ی وضعیت هر و دارد وضعیت ۵ خروج هر و ورودی هر که کنید توجه
٢۵ معکوس، آونگ تعادل برای دارد. اگر‐آن گاه قاعده ۵ × ۵ قاعده‐محور پس م دهد. نشان

دارند. وجود است شده داده ١٠ . ١ جدول در که اگر‐آن گاه قاعده



نایقین استنتاج ٢۵۶

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................ ............... (rad)
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−π/۲ −π/۴ ٠ π/۴ π/۲

NL NS Z PS PL

«زاویه». عضویت تابع های :۴ . ١٠ ل ش
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−π/۴ −π/۸ ٠ π/۸ π/۴

NL NS Z PS PL

زاویه ای» «سرعت عضویت تابع های :۵ . ١٠ ل ش

متعادل را معکوس آونگ موفقیت با نایقین کننده کنترل م دهدکه نشان زیاد سازی های شبیه نتایج
م کند.

کتابشناس نکات ۵ . ١٠

پایه گذاری لیو توسط شرط نایقین مجموعه از استفاده با ۲۰۱۰ سال در نایقین استنتاج اساس مفهوم
قاعده های و متعدد مقدم های حالت به را نایقین استنتاج قاعده و گائو‐گائو‐رالس بعد .[٨٩] شد
نایقین سیستم مفهوم لیو نایقین، استنتاج قاعده های اساس بر .[۴۶] دادند تعمیم متعدد اگر‐آن گاه
چِن پِنگ‐ مهم؛ نتیجه ی عنوان به داد. ارائه را نایقین کننده کنترل ابزار بعد و [٨٩] کرد مطرح را
کننده های کنترل که دادند نشان سپس و هستند جامع برآوردگرهای نایقین سیستم های که کردند ثابت
کنترل از استفاده با توانست گائو موفق، کاربرد ی عنوان به .[١٣٣] هستند معقول ابزارهای نایقین
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−۶۰ −۴۰ −۲۰ ٠ ۲۰ ۴۰ ۶۰

NL NS Z PS PL

«نیرو». عضویت تابع های :۶ . ١٠ ل ش



٢۵٧ کتابشناس نکات

اگر‐آن گاه قاعده ۵× ۵ با مجور قاعده :١٠ . ١ جدول

PL PS Z NS NL
PPPPPPPPزاویه

سرعت

Z PS PL PL PL NL
NS Z PS PL PL NS
NL NS Z PS PL Z
NL NL NS Z PS PS
NL NL NL NS Z PL

.[۵١] کند متعادل را معکوس آونگ نایقین، کننده





١١ فصل

نایقین فرایند

شد شروع نایقین پدیده های تحول کردن مدل برای لیو توسط ٢٠٠٨ سال در نایقین فرایند مطالعه
مستقل، رشد فرایند ، نایقین توزیع نمونه ای، مسیر و کرده ارائه را نایقین فرایند مفهوم فصل این .[٨۵]

م کند. معرف را مانا رشد فرایند و زمان، انتگرال برخورد، اولین زمان

نایقین فرایند ١١ . ١

اند. شده گذاری اندیس زمان با که است نایقین متغیرهای از دنباله  ی نایقین فرایند ی

مرتب مجموعه ی T کنید فرض و گرفته نظر در را (Γ,L,M) نایقین فضای [٨۵] ١١ . ١ تعریف
اعداد مجموعه به T × (Γ,L,M) از Xt(γ) تابع ی نایقین فرایند ی است. زمان) (مثلا کل

ی t زمان هر در حقیق اعداد از B بورل مجموعه هر برای {Xt ∈ B} که طوری است حقیق
است. رویداد

t زمان هر برای اگر تنها و اگر است نایقین فرایند ی Xt که م کند بیان بالا تعریف :١١ . ١ تذکر
باشد. نایقین متغیر ی

و توان مجموعه با همراه {γ۱, γ۲} مجموعه (Γ,L,M) نایقین فضای کنید فرض :١١ . ١ مثال
پس است. M{γ۲} = ۰٫۴ ،M{γ۱} = ۰٫۶

Xt(γ) =

{
t, γ = γ۱ اگر
t+ ۱, γ = γ۲ اگر

(١١ . ١)

است. نایقین فرایند ی

است. لب اندازه و بورل جبر با همراه [۰,۱] بازه (Γ,L,M) نایقین فضای کنید فرض :١١ . ٢ مثال
پس

Xt(γ) = t− γ, ∀γ ∈ Γ (١١ . ٢)

است. نایقین فرایند ی



نایقین فرایند ٢۶٠

خاص نایقین فرایند ی عنوان به م توان را t زمان به نسبت f(t) مقدار حقیق تابع ی :١١ . ٣ مثال
یعن گرفت، نظر در (Γ,L,M) نایقین فضای روی

Xt(γ) = f(t), ∀γ ∈ Γ. (١١ . ٣)

نمونه ای مسیر

مسیر ی را Xt(γ) تابع ،γ ∈ Γ هر برای یرید. ب نظر در را Xt نایقین فرایند [٨۵] ١١ . ٢ تعریف
م نامند. Xt از نمونه ای

ی همچنین، است. t زمان از مقدار حقیق تابع ی نمونه ای مسیر هر که باشید داشته توجه
شود. گرفته نظر در نمونه مسیرهای گرادیه به نایقین فضای از تابع عنوان به است ن مم فرایند
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نایقین. فرایند از نمونه ای مسیر ی :١١ . ١ ل ش

t زمان به نسبت مسیرها همه تقریباً اگر گویند پیوسته‐نمونه را Xt نایقین فرایند ی ١١ . ٣ تعریف
باشند. پیوسته

نایقین توزیع ١١ . ٢

اندیس زمان با که است نایقین متغیرهای نایقین توزیع های از دنباله ای نایقین فرایند ی نایقین توزیع
در رسم تعریف است. رویه ی خم ی جای به نایقین فرایند نایقین توزیع پس اند. شده گذاری

م شود. ارائه ادامه

با x عدد هر و t زمان هر برای Xt نایقین فرایند از Φt(x) نایقین توزیع [١٠١] ۴ . ١١ تعریف

Φt(x) = M {Xt ≤ x} (۴ . ١١)

م شود. تعریف

توزیع Xt نایقین متغیر ،t زمان هر برای اگر دارد Φt(x) نایقین توزیع Xt نایقین فرایند ؛ یعن
باشد. داشته Φt(x) نایقین



٢۶١ نایقین توزیع

نایقین توزیع Xt ∼ L(at, bt) خط نایقین فرایند :۴ . ١١ مثال

Φt(x) =


۰, x ≤ at اگر
x− at

(b− a)t
, at ≤ x ≤ bt اگر

۱, x ≥ bt اگر

(۵ . ١١)

دارد.

نایقین توزیع Xt ∼ Z(at, bt, ct) زاگ زی نایقین فرایند :۵ . ١١ مثال

Φt(x) =



۰, x ≤ at اگر
x− at

۲(b− a)t
, at ≤ x ≤ bt اگر

x+ ct− ۲bt
۲(c− b)t

, bt ≤ x ≤ ct اگر

۱, x ≥ ct اگر

(۶ . ١١)

دارد.

نایقین توزیع Xt ∼ N (et, σt) نرمال نایقین فرایند :۶ . ١١ مثال

Φt(x) =

(
۱+ exp

(
π(et− x)√

۳σt

))−۱
. (١١ . ٧)

دارد.

نایقین توزیع Xt ∼ LOGN (et, σt) لوگ‐نرمال نایقین فرایند :١١ . ٧ مثال

Φt(x) =

(
۱+ exp

(
π(et− lnx)√

۳σt

))−۱
. (١١ . ٨)

دارد.

و توان مجموعه با همراه {γ۱, γ۲} مجموعه (Γ,L,M) نایقین فضای کنید فرض :١١ . ١ تمرین
نایقین فرایند نایقین توزیع است. M{γ۲} = ۰٫۴ ،M{γ۱} = ۰٫۶

Xt(γ) =

{
t, γ = γ۱ اگر
t+ ۱, γ = γ۲ اگر

(١١ . ٩)

کنید. مشخص را

لب اندازه و بورل جبر با همراه [۰,۱] بازه (Γ,L,M) نایقین فضای کنید فرض :١١ . ٢ تمرین
نایقین فرایند نایقین توزیع است.

Xt(γ) = t− γ, ∀γ ∈ Γ (١١ . ١٠)



نایقین فرایند ٢۶٢

کنید. مشخص را

نایقین توزیع است. خاص نایقین فرایند ی t زمان به نسبت ‐مقدار حقیق تابع :١١ . ٣ تمرین
چیست؟ f(t)

حقیق عدد دو b و a و است Φt(x) نایقین توزیع با نایقین فرایند ی Xt کنید فرض :۴ . ١١ تمرین
نایقین توزیع aXt + b دهید نشان است. a > ۰ با

Ψt(x) = Φt((x− b)/a) (١١ . ١١)

دارد.

حقیق عدد دو b و a و است Φt(x) نایقین توزیع با نایقین فرایند ی Xt کنید فرض :۵ . ١١ تمرین
نایقین توزیع aXt + b دهید نشان است. a < ۰ با

Ψt(x) = ۱− Φt((x− b)/a) (١١ . ١٢)

دارد.

تابع ی f(x) و است Φt(x) نایقین توزیع با نایقین فرایند ی Xt کنید فرض :۶ . ١١ تمرین
نایقین توزیع f(Xt) دهید نشان است. اکید افزایش و پیوسته

Ψt(x) = Φt(f
−۱(x)) (١١ . ١٣)

دارد.

تابع ی f(x) و است Φt(x) نایقین توزیع با نایقین فرایند ی Xt کنید فرض :١١ . ٧ تمرین
نایقین توزیع f(Xt) دهید نشان است. اکید کاهش و پیوسته

Ψt(x) = ۱− Φt(f
−۱(x)) (١۴ . ١١)

دارد.

ی نایقین توزیع Φt(x) : T × ℜ → [۰,۱] تابع ( کاف و لازم شرط ،[١٠١]) ١١ . ١ قضیه
که آن ر م باشد x به نسبت نوا ی افزایش تابع ی ،t زمان هر در اگر تنها و اگر است نایقین فرایند

.Φt(x) ≡ ۱ و Φt(x) : T ×ℜ → [۰,۱]

ی Φt(x) ،t زمان هر در آنگاه باشد، Xt مانند نایقین فرایند ی نایقین توزیع Φt(x) اگر برهان:
به نسبت Φt(x) که م شود نتیجه پِنگ‐ایوامورا قضیه از است. Xt نایقین متغیر برای نایقین توزیع
Φt(x) ،t زمان هر در اگر برعکس، .Φt(x) ̸≡ ۱ ،Φt(x) ̸≡ ۰ و است نوا ی افزایش تابع ی x
م شود نتیجه پِنگ‐ایوامورا قضیه از ،Φt(x) ≡ ۱ و Φt(x) ≡ ۰ بجز بوده نوا ی افزایش تابع ی

کنید تعریف است. Φt(x) آن نایقین توزیع که است موجود ξt نایقین متغیر ی که

Xt = ξt, ∀t ∈ T.

م شود. ثابت قضیه است. Φt(x) آن نایقین توزیع و است نایقین فرایند ی Xt پس



٢۶٣ نایقین توزیع

منظم نایقین توزیع

و پیوسته تابع ی ،t زمان هر در اگر گویند منظم را Φt(x) نایقین توزیع [١٠١] ۵ . ١١ تعریف
و ،۰ < Φt(x) < ۱ که طوری باشد x به نسبت اکید افزایش

lim
x→−∞

Φt(x) = ۰, lim
x→+∞

Φt(x) = ۱. (١۵ . ١١)

منظم نایقین فرایندهای لوگ‐نرمال و نرمال زاک، زی ، خط نایقین توزیع های که است واضح
هستند.

معکوس نایقین توزیع

تابع یرید. ب نظر در Φt(x) منظم نایقین توزیع با را Xt نایقین فرایند [١٠١] ۶ . ١١ تعریف
گویند. Xt معکوس نایقین توزیع را Φ−۱

t (α) معکوس

تعریف خوش (۰,۱) باز بازه روی Φ−۱
t (α) معکوس نایقین توزیع ،t زمان هر در که کنید توجه

تعریف با م توان باشد لازم اگر است.

Φ−۱
t (۰) = lim

α↓۰
Φ−۱

t (α), Φ−۱
t (۱) = lim

α↑۱
Φ−۱

t (α) (١۶ . ١١)

داد. توسیع [۰,۱] به را دامنه
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Φ−۱
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نایقین. فرایند معکوس نایقین توزیع :١١ . ٢ ل ش

معکوس نایقین توزیع Xt ∼ L(at, bt) خط نایقین فرایند :١١ . ٨ مثال

Φ−۱
t (α) = (۱− α)at+ αbt, (١١ . ١٧)

دارد.



نایقین فرایند ٢۶۴

معکوس نایقین توزیع Xt ∼ Z(at, bt, ct) زاگ زی نایقین فرایند :١١ . ٩ مثال

Φ−۱
t (α) =

{
(۱− ۲α)at+ ۲αbt, α < ۰٫۵ اگر
(۲− ۲α)bt+ (۲α− ۱)ct, α ≥ ۰٫۵ اگر

(١١ . ١٨)

دارد.

معکوس نایقین توزیع Xt ∼ N (et, σt) نرمال نایقین فرایند :١١ . ١٠ مثال

Φ−۱
t (α) = et+

σt
√
۳

π
ln

α

۱− α
, (١١ . ١٩)

دارد.

معکوس نایقین توزیع Xt ∼ LOGN (et, σt) نایقین لوگ‐نرمال فرایند :١١ . ١١ مثال

Φ−۱
t (α) = exp

(
et+

σt
√
۳

π
ln

α

۱− α

)
, (١١ . ٢٠)

دارد.

لب اندازه و بورل جبر با همراه [۰,۱] بازه (Γ,L,M) نایقین فضای کنید فرض :١١ . ٨ تمرین
نایقین فرایند معکوس نایقین توزیع است.

Xt(γ) = t− γ, ∀γ ∈ Γ, (١١ . ٢١)

کنید. مشخص را

دو را b و a و است Φt(x) منظم نایقین توزیع با نایقین فرایند ی Xt کنید فرض :١١ . ٩ تمرین
معکوس نایقین توزیغ aXt + b آنگاه ،a > ۰ اگر (١) یرید. ب نظر در حقیق عدد

Ψ−۱
t (α) = aΦ−۱

t (α) + b, (١١ . ٢٢)

معکوس نایقین توزیع aXt + b آنگاه a < ۰ اگر (٢) و دارد

Ψ−۱
t (α) = aΦ−۱

t (۱− α) + b, (١١ . ٢٣)

دارد.

ی f(x) و است Φt(x) منظم نایقین توزیع با نایقین فرایند ی Xt کنید فرض :١١ . ١٠ تمرین
معکوس نایقین توزیع f(Xt) دهید نشان است. اکید افزایش تابع

Ψ−۱
t (α) = f(Φ−۱

t (α)), (٢۴ . ١١)

دارد.

ی f(x) و است Φt(x) منظم نایقین توزیع با نایقین فرایند ی Xt کنید فرض :١١ . ١١ تمرین
معکوس نایقین توزیع f(Xt) دهید نشان است. اکید کاهش تابع

Ψ−۱
t (α) = f(Φ−۱

t (۱− α)), (٢۵ . ١١)

دارد.



٢۶۵ عملیات قانون و استقلال

فرایند ی برای معکوس نایقین توزیع Φ−۱
t (α) : T × (۰,۱) → ℜ تابع [١٠١] ١١ . ٢ قضیه

باشد. اکید افزایش α به نسبت و پیوسته ،t نقطه هر در اگر است نایقین

۶ . ٢ قضیه از است، α به نسبت اکید افزایش و پیوسته تابع ی Φ−۱
t (α) چون ،t زمان هر در برهان:

کنید تعریف دارد. وجود Φ−۱
t (α) معکوس نایقین توزیع ξt نایقین متغیر که م شود نتیجه

Xt = ξt, ∀t ∈ T.

م شود. ثابت قضیه است. Φ−۱
t (α) معکوس نایقین توزیع با نایقین فرایند ی Xt پس

عملیات قانون و استقلال ١١ . ٣

عدد هر برای اگر گویند مستقل را X۱t, X۲t, . . . , Xnt نایقین فرایندهای [١٠١] ١١ . ٧ تعریف
نایقین بردارهای ،t۱, t۲, . . . , tk زمان هر و k مثبت صحیح

ξi = (Xit۱ , Xit۲ , . . . , Xitk), i = ۱,۲, . . . , n (٢۶ . ١١)

داشته k‐بعدی، حقیق بردارهای از B۱, B۲, . . . , Bn بورل مجموعه های برای یعن باشند، مستقل
باشیم

M

{
n∩

i=۱
(ξi ∈ Bi)

}
=

n∧
i=۱

M{ξi ∈ Bi}. (١١ . ٢٧)

t۱, t۲, . . . , tn و هستند مستقل نایقین فرایندهای X۱t, X۲t, . . . , Xnt کنید فرض :١١ . ١٢ تمرین
دهید نشان هستند. دلخواه زمان های

X۱t۱ , X۲t۲ , . . . , Xntn (١١ . ٢٨)

هستند. مستقل نایقین متغیرهای

زمان هر برای دهید نشان هستند. مستقل نایقین فرایندهای Yt و Xt کنید فرض :١١ . ١٣ تمرین
،s۱, s۲, . . . , sm و t۱, t۲, . . . , tk

(Xt۱ , Xt۲ , . . . , Xtk) و (Ys۱ , Ys۲ , . . . , Ysm) (١١ . ٢٩)

هستند. مستقل نایقین بردارهای

هر برای اگر تنها و اگر هستند مستقل X۱t, X۲t, . . . , Xnt نایقین فرایندهای [١٠١] ١١ . ٣ قضیه
B۱, B۲, . . . , Bn دلخواه بورل مجموعه های و ،t۱, t۲, . . . , tk دلخواه زمان های ،k مثبت صحیح عدد

باشیم داشته حقیق k‐بعدی بردارهای از

M

{
n∪

i=۱
(ξi ∈ Bi)

}
=

n∨
i=۱

M{ξi ∈ Bi} (١١ . ٣٠)

.ξi = (Xit۱ , Xit۲ , . . . , Xitk) ،i = ۱,۲, . . . , n هر برای آن در که



نایقین فرایند ٢۶۶

تنها و اگر هستند مستقل نایقین فرایندهای ξ۱, ξ۲, . . . , ξn که م شود نتیجه ۶٢ . ١ قضیه از برهان:
م شود. ثابت قضیه ترتیب این به باشد. برقرار (١١ . ٣٠) اگر

مستقل نایقین فرایندهای X۱t, X۲t, . . . , Xnt کنید فرض ( عملیات قانون ،[١٠١]) ۴ . ١١ قضیه
f(x۱, x۲, . . . , xn) تابع اگر هستند. Φ۱t,Φ۲t, · · · ,Φnt منظم نایقین توزیع های با ترتیب به
باشد، اکید کاهش xm+۲, . . . , xn ،xm+۱ به نسبت و اکید افزایش x۱, x۲, . . . , xm به نسبت

آنگاه

Xt = f(X۱t, X۲t, . . . , Xnt) (١١ . ٣١)

معکوس نایقین توزیع

Φ−۱
t (α) = f(Φ−۱

۱t (α), . . . ,Φ
−۱
mt(α),Φ

−۱
m+۱,t(۱− α), . . . ,Φ−۱

nt (۱− α)), (١١ . ٣٢)

دارد.

ترتیب به مستقل نایقین متغیرهای X۱t, X۲t, . . . , Xnt که است واضح ،t زمان هر در برهان:
عملیات قانون از بلافاصله قضیه هستند. Φ−۱

nt (α) ،Φ−۱
۱t (α),Φ

−۱
۲t (α), . . . نایقین توزیع های با
م شود. نتیجه نایقین متغیرهای

ترتیب به مستقل نایقین فرایندهای X۱t, X۲t, . . . , Xnt کنید فرض ( عملیات (قانون ۵ . ١١ قضیه
پیوسته، f(x۱, x۲, . . . , xn) تابع اگر هستند. Φ۱t,Φ۲t, · · · ,Φnt پیوسته نایقین توزیع های با
باشد، اکید کاهش xm+۲, . . . , xn ،xm+۱ به نسبت و اکید افزایش x۱, x۲, . . . , xm به نسبت

آنگاه

Xt = f(X۱t, X۲t, . . . , Xnt) (١١ . ٣٣)

معکوس نایقین توزیع

Φt(x) = sup
f(x۱,x۲,...,xn)=x

(
min

۱≤i≤m
Φit(xi) ∧ min

m+۱≤i≤n
(۱− Φit(xi))

)
. (٣۴ . ١١)

دارد.

قضیه هستند. مستقل نایقین متغیرهای X۱t, X۲t, . . . , Xnt که است واضح ،t زمان هر در برهان:
م شود. نتیجه نایقین متغیرهای عملیات قانون از بلافاصله

مستقل نمو فرایند ۴ . ١١

بیان ادامه در رسم تعریف دارد. مستقل نموهای که است نایقین فرایند ی مستقل رشد فرایند
م شود.

اگر دارد مستقل نموهای Xt نایقین فرایند [٨۵] ١١ . ٨ تعریف

Xt۱ , Xt۲ −Xt۱ , Xt۳ −Xt۲ , . . . , Xtk −Xtk−۱ (٣۵ . ١١)

.t۱ < t۲ < · · · < tk با دلخواه زمان های t۱, t۲, . . . , tk و باشند مستقل نایقین متغیرهای



٢۶٧ مستقل نمو فرایند

نداشته تلاق زمان های بازه که زمان تا که است معن این به مستقل نمو فرایند ر، دی عبارت به
نیز آغازین وضعیت از مستقل نموها که کنید توجه هستند. مستقل نایقین متغیرهای نموها باشند؛

هستند.

پس است. مستقل نمو فرایند ی معکوس نایقین توزیع Φ−۱
t (α) کنید فرض [١٠١] ۶ . ١١ قضیه

Φ−۱
t (α)− (٢) است، اکید افزایش تابع ی t زمان هر در α به نسبت و است پیوسته Φ−۱

t (α) (١)
است. s < t زمان هر برای α به نسبت نوا ی افزایش تابع ی Φ−۱

s (α)

نتیجه ١١ . ٢ قضیه از است، Xt مستقل نمو فرایند معکوس نایقین توزیع Φ−۱
t (α) چون برهان:

،α < β هر برای چون است. اکید افزایش تابع ی α به نسبت و است پیوسته Φ−۱
t (α) که م شود

داریم بلافاصله ،Xt = Xs + (Xt −Xs)

Φ−۱
t (β)− Φ−۱

t (α) ≥ Φ−۱
s (β)− Φ−۱

s (α).

یعن
Φ−۱

t (β)− Φ−۱
s (β) ≥ Φ−۱

t (α)− Φ−۱
s (α).

ثابت قضیه ترتیب این به است. α به نسبت نوا ی افزایش تابع ی Φ−۱
t (α) − Φ−۱

s (α) پس
م شود.

دارد. شاخ شبیه ل ش مستقل نمو فرایند نایقین توزیع که م شود نتیجه ۶ . ١١ قضیه از :١١ . ٢ تذکر
کنید. نگاه را ١١ . ٣ ل ش
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متغیر از شاخ‐مانند تابع های از خانواده ی مستقل: نمو فرایند معکوس نایقین توزیع :١١ . ٣ ل ش
.α با شده اندیس t

Φ−۱
t (α) (١) اگر یرید. ب نظر در را Φ−۱

t (α) : T × (۰,۱) → ℜ تابع [١٠١] ١١ . ٧ قضیه
برای Φ−۱

t (α) − Φ−۱
s (α) (٢) و باشد اکید افزایش تابع ی t زمان هر در α به نسبت و پیوسته

که دارد موجود مستقل نمو فرایند ی آنگاه باشد، نوا ی افزایش تابع ی α نسبت ،s < t زمان هر
است. Φ−۱

t (α) آن معکوس نایقین توزیع



نایقین فرایند ٢۶٨

عدد ی n کنید فرض م گیریم. نظر در را t ∈ [۰,۱] فقط کلیت، دادن دست از بدون برهان:
Φ−۱

t (α)−Φ−۱
s (α) و است اکید افزایش و پیوسته تابع ی Φ−۱

t (α) چون است. مثبت صحیح
طوری موجودند ξ۰n, ξ۱n, . . . , ξnn مستقل نایقین متغیرهای است، α به نسبت نوا ی افزایش تابع

معکوس نایقین توزیع ξ۰n که
Υ−۱

۰n (α) = Φ−۱
۰ (α)

نایقین توزیع های i = ۱,۲, . . . , n برای ξin و

Υin(x) = sup
{
α |Φ−۱

i/n(α)− Φ−۱
(i−۱)/n(α) = x

}
,

نایقین فرایند دارند.

Xn
t =


k∑

i=۰
ξin, t =

k

n
(k = ۰,۱, . . . , n) اگر

خط , درغیراینصورت

م توان آن بر علاوه است. را هم n → ∞ با توزیع در Xn
t که کرد ثابت م توان کنید. تعریف را

این به است. Φ−۱
t (α) معکوس نایقین توزیع با مستقل نمو فرایند ی حتما حد این که کرد تحقیق

م شود. ثابت قضیه ترتیب

Φt(x) منظم نایقین توزیع با نمونه‐پیوسته مستقل نمو فرایند ی Xt کنید فرض ١١ . ٨ قضیه
داریم α ∈ (۰,۱) هر برای پس است.

M{Xt ≤ Φ−۱
t (α),∀t} = α, (٣۶ . ١١)

M{Xt > Φ−۱
t (α),∀t} = ۱− α. (١١ . ٣٧)

است. حدس ی هنوز قضیه این برهان:

هستند درست زیر رابطه دو α ∈ (۰,۱) هر برای که م شود داده نشان همچنین :١١ . ٣ تذکر

M{Xt < Φ−۱
t (α),∀t} = α, (١١ . ٣٨)

M{Xt ≥ Φ−۱
t (α),∀t} = ۱− α. (١١ . ٣٩)

ول هستند مجزا رویدادهای {Xt ≥ Φ−۱
t (α),∀t} و {Xt < Φ−۱

t (α),∀t} که م کنیم یادآوری
که است درست همواره هرچند نیستند. متقابل رویدادهای

M{Xt < Φ−۱
t (α),∀t}+M{Xt ≥ Φ−۱

t (α),∀t} ≡ ۱, (۴١١ . ٠)

و نم کند، تولید را مرجع مجموعه {Xt ≥ Φ−۱
t (α),∀t} و {Xt < Φ−۱

t (α),∀t} اجتماع ول
که است ن مم

M{(Xt < Φ−۱
t (α), ∀t) ∪ (Xt ≥ Φ−۱

t (α), ∀t)} < ۱. (۴١١ . ١)



٢۶٩ فرین مقدار قضیه

فرین مقدار قضیه ۵ . ١١

م کند. ارائه نمونه‐پیوسته مستقل نمو فرایندهای برای فرین مقدار قضیه تعدادی بخش این

توزیع با نمونه‐پیوسته مستقل نمو فرایند ی Xt کنید فرض فرین) مقدار قضیه ،[٩٧]) ١١ . ٩ قضیه
سوپریمم پس است. Φt(x) نایقین

sup
۰≤t≤s

Xt (۴١١ . ٢)

نایقین توزیع

Ψ(x) = inf
۰≤t≤s

Φt(x); (۴١١ . ٣)

اینفیموم و دارد

inf
۰≤t≤s

Xt (۴۴ . ١١)

نایقین توزیع

Ψ(x) = sup
۰≤t≤s

Φt(x) (۴۵ . ١١)

دارد.

واضح است. [۰, s] بسته بازه برای افرازی ۰ = t۱ < t۲ < · · · < tn = s کنید فرض برهان:
i = ۱,۲, . . . , n هر برای که است

Xti = Xt۱ + (Xt۲ −Xt۱) + · · ·+ (Xti −Xti−۱)

نموهای چون
Xt۱ , Xt۲ −Xt۱ , . . . , Xtn −Xtn−۱

بیشینه که م شود نتیجه ٢ . ١٨ قضیه از هستند، مستقل نایقین متغیرهای

max
۱≤i≤n

Xti

نایقین توزیع
min

۱≤i≤n
Φti(x)

داریم است، نمونه‐پیوسته Xt چون دارد.

max
۱≤i≤n

Xti → sup
۰≤t≤s

Xt

n → ∞ وقت و
min

۱≤i≤n
Φti(x) → inf

۰≤t≤s
Φt(x).

کمینه که م شود نتیجه ٢ . ١٨ قضیه از مشابه طور به شد. ثابت (۴١١ . ٣) ترتیب این به

min
۱≤i≤n

Xti



نایقین فرایند ٢٧٠

نایقین توزیع
max
۱≤i≤n

Φti(x)

داریم است نمونه‐پیوسته Xt چون دارد.

min
۱≤i≤n

Xti → inf
۰≤t≤s

Xt

n → ∞ وقت و
max
۱≤i≤n

Φti(x) → sup
۰≤t≤s

Φt(x)

است. برقرار (۴۵ . ١١) ترتیب این به

کنید فرض مثال برای کرد. حذف نم توان را ١١ . ٩ قضیه در نمونه‐پیوستگ شرط :١١ . ١٢ مثال
نمونه‐ نایقین فرایند است. لب اندازه و بورل جبر با همراه [۰,۱] بازه (Γ,L,M) نایقین فضای

ناپیوسته

Xt(γ) =

{
۰, γ ̸= t اگر
۱, γ = t اگر

(۴۶ . ١١)

طرف از است. مستقل نمو فرایند ی Xt هستند، ۰ قطع تقریباً نموها تمام چون کنید. تعریف را
نایقین توزیع Xt ر، دی

Φt(x) =

{
۰, x < ۰ اگر
۱, x ≥ ۰ اگر

(۴١١ . ٧)

سوپریموم همچنین، دارد.

sup
۰≤t≤۱

Xt(γ) ≡ ۱ (۴١١ . ٨)

نایقین توزیع

Ψ(x) =

{
۰, x < ۱ اگر
۱, x ≥ ۱ اگر

(۴١١ . ٩)

پس دارد.

Ψ(x) ̸= inf
۰≤t≤۱

Φt(x). (۵١١ . ٠)

کرد. حذف را نمونه‐پیوستگ شرط نم توان بنابراین

است. Φt(x) نایقین توزیع با نمونه‐پیوسته مستقل نمو فرایند ی Xt کنید فرض :١۴ . ١١ تمرین
سوپریموم دهید نشان است. پیوسته و اکید افزایش تابع ی f کنید فرض

sup
۰≤t≤s

f(Xt) (۵١١ . ١)



٢٧١ برخورد اولین زمان

نایقین توزیع

Ψ(x) = inf
۰≤t≤s

Φt(f
−۱(x)); (۵١١ . ٢)

اینفیموم و دارد

inf
۰≤t≤s

f(Xt) (۵١١ . ٣)

نایقین توزیع

Ψ(x) = sup
۰≤t≤s

Φt(f
−۱(x)) (۵۴ . ١١)

دارد.

Φt(x) پیوسته نایقین توزیع با نمونه‐مستقل مستقل نمو فرایند ی Xt کنید فرض :١۵ . ١١ تمرین
سوپریموم دهید نشان است. پیوسته و اکید کاهش تابع ی f کنید فرض است.

sup
۰≤t≤s

f(Xt) (۵۵ . ١١)

نایقین توریع

Ψ(x) = ۱− sup
۰≤t≤s

Φt(f
−۱(x)); (۵۶ . ١١)

ایفیموم و دارد

inf
۰≤t≤s

f(Xt) (۵١١ . ٧)

نایقین توریع

Ψ(x) = ۱− inf
۰≤t≤s

Φt(f
−۱(x)) (۵١١ . ٨)

دارد.

برخورد اولین زمان ۶ . ١١

نایقین متغیر پس است. معلوم سطح ی z و نایقین فرایند ی Xt کنید فرض [٩٧] ١١ . ٩ تعریف

τz = inf
{
t ≥ ۰

∣∣ Xt = z
}

(۵١١ . ٩)

م رسد. z سطح به Xt که م شود نامیده برخورد اولین زمان



نایقین فرایند ٢٧٢
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برخورد اولین زمان :۴ . ١١ ل ش

پیوسته نایقین توزیع با نمونه‐پیوسته مستقل نمو فرایند ی Xt کنید فرض [٩٧] ١١ . ١٠ قضیه
پیوسته نایقین توزیع م رسد z سطح به Xt که τz برخورد اولین زمان پس است. Φt(x)

Υ(s) =


۱− inf

۰≤t≤s
Φt(z), z > X۰ اگر

sup
۰≤t≤s

Φt(z), z < X۰ اگر
(۶١١ . ٠)

است.

که م شود نتیجه برخورد اولین زمان تعریف از ،X۰ < z وقت برهان:

τz ≤ s اگر تنها و اگر sup
۰≤t≤s

Xt ≥ z.

τz نایقین توزیع پس

Υ(s) = M{τz ≤ s} = M

{
sup

۰≤t≤s
Xt ≥ z

}
,

داریم فرین، مقدار قضیه از استفاده با است.

Υ(s) = ۱− inf
۰≤t≤s

Φt(z).

که م شود نتیجه برخورد اولین زمان تعریف از ،X۰ > z وقت

τz ≤ s اگر تنها و اگر inf
۰≤t≤s

Xt ≤ z.

τz نایقین توزیع پس

Υ(s) = M{τz ≤ s} = M

{
inf

۰≤t≤s
Xt ≤ z

}
= sup

۰≤t≤s
Φt(z),



٢٧٣ زمان انتگرال

م شود. ثابت قضیه است.

است. Φt(x) نایقین توزیع با نمونه‐پیوسته مستقل نمو فرایند ی Xt کنید فرض :١۶ . ١١ تمرین
f(Xt) که τz برخورد اولین زمان دهید نشان است. اکید افزایش و پیوسته تابع ی f کنید فرض

نایقین توزیع م رسد، z سطح به

Υ(s) =


۱− inf

۰≤t≤s
Φt(f

−۱(z)), z > f(X۰) اگر

sup
۰≤t≤s

Φt(f
−۱(z)), z < f(X۰) اگر

(۶١١ . ١)

دارد.

است. Φt(x) نایقین توزیع با نمونه‐پیوسته مستقل نمو فرایند ی Xt کنید فرض :١١ . ١٧ تمرین
به f(Xt) که τz برخورد اولین زمان دهید نشان است. اکید کاهش و پیوسته تابع ی f کنید فرض

نایقین توزیع م رسد، z سطح

Υ(s) =


sup

۰≤t≤s
Φt(f

−۱(z)), z > f(X۰) اگر

۱− inf
۰≤t≤s

Φt(f
−۱(z)), z < f(X۰) اگر

(۶١١ . ٢)

دارد.

کرد. حذف نم توان را ١١ . ١٠ قضیه در نمونه‐پیوستگ شرط دهید نشان :١١ . ١٨ تمرین

زمان انتگرال ١١ . ٧

م کند. ارائه را است زمان به نسبت نایقین فرایند انتگرال همان که زمان انتگرال تعریف بخش این

با [a, b] بسته بازه افراز هر برای یرید. ب نظر در را Xt نایقین فرایند [٨۵] ١١ . ١٠ تعریف

a = t۱ < t۲ < · · · < tk+۱ = b

صورت به ه شب

∆ = max
۱≤i≤k

|ti+۱ − ti|. (۶١١ . ٣)

از است عبارت t به نسبت Xt زمان انتگرال پس م شود. نوشته

∫ b

a

Xtdt = lim
∆→۰

k∑
i=۱

Xti · (ti+۱ − ti) (۶۴ . ١١)

انتگرال پذیر Xt نایقین فرایند حالت این در باشد. متناه و بوده موجود قطع تقریباً حد که آن شرط به
گویند.
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است نایقین متغیر ی نیز (۶۴ . ١١) در حد است، نایقین متغیر ی t زمان هر در Xt چون
زمان به نسبت Xt نایقین فرایند پس باشد. متناه و بوده موجود قطع تقریباً حد که آن شرط به

باشد. نایقین متغیر (۶۴ . ١١) در حد اگر تنها و اگر است انتگرال پذیر

روی زمان به نسبت آنگاه باشد، [a, b] روی نمونه‐پیوسته نایقین فرایند ی Xt اگر ١١ . ١١ قضیه
است. انتگرال پذیر [a, b]

چون است. [a, b] بسته بازه از افرازی a = t۱ < t۲ < · · · < tk+۱ = b کنید فرض برهان:
t زمان به نسبت پیوسته تابع های نمونه مسیرهای همه تقریباً است، نمونه‐پیوسته Xt نایقین فرایند

حد پس هستند.

lim
∆→۰

k∑
i=۱

Xti(ti+۱ − ti)

فوق حد است، نایقین متغیر ی t زمان هر در Xt چون ر، دی طرف از است. موجود قطع تقریباً
است. انتگرال پذیر زمان به نسبت Xt و است نایقین متغیر ی حد بنابراین، است. اندازه پذیر تابع ی

روی آنگاه باشد، [a, b] بازه روی زمان به نسبت انتگرال پذیر نایقین فرایند ی Xt اگر ١١ . ١٢ قضیه
آنگاه ،c ∈ [a, b] اگر همچنین، است. انتگرال پذیر زمان به نسبت نیز [a, b] زیربازه ∫هر b

a

Xtdt =

∫ c

a

Xtdt+

∫ b

c

Xtdt. (۶۵ . ١١)

نسبت انتگرال پذیر نایقین فرایند ی Xt چون است. [a, b] از زیربازه ای [a′, b′] کنید فرض برهان:
افراز هر برای است، [a, b] روی زمان به

a = t۱ < · · · < tm = a′ < tm+۱ < · · · < tn = b′ < tn+۱ < · · · < tk+۱ = b,

حد

lim
∆→۰

k∑
i=۱

Xti(ti+۱ − ti)

حد پس است. متناه و موجود قطع تقریباً

lim
∆→۰

n−۱∑
i=m

Xti(ti+۱ − ti)

انتگرال پذیر زمان به نسبت [a′, b′] زیربازه روی Xt بنابراین است. متناه و موجود قطع تقریباً
افراز برای حال است.

a = t۱ < · · · < tm = c < tm+۱ < · · · < tk+۱ = b,

داریم

k∑
i=۱

Xti(ti+۱ − ti) =

m−۱∑
i=۱

Xti(ti+۱ − ti) +

k∑
i=m

Xti(ti+۱ − ti).
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که کنید ∫توجه b

a

Xtdt = lim
∆→۰

k∑
i=۱

Xti(ti+۱ − ti),

∫ c

a

Xtdt = lim
∆→۰

m−۱∑
i=۱

Xti(ti+۱ − ti),

∫ b

c

Xtdt = lim
∆→۰

k∑
i=m

Xti(ti+۱ − ti).

م شود. ثابت (۶۵ . ١١) رابطه بنابراین

انتگرال پذیر زمان نایقین فرایندهای Yt و Xt کنید فرض زمان) انتگرال بودن (خط ١١ . ١٣ قضیه
پس هستند. حقیق عدد دو β و α کنید فرض و هستند [a, b] ∫روی b

a

(αXt + βYt)dt = α

∫ b

a

Xtdt+ β

∫ b

a

Ytdt. (۶۶ . ١١)

از است. [a, b] بسته بازه از افراز ی a = t۱ < t۲ < · · · < tk+۱ = b کنید فرض برهان:
که م شود نتیجه انتگرال پذیر زمان تعریف

∫ b

a

(αXt + βYt)dt = lim
∆→۰

k∑
i=۱

(αXti + βYti)(ti+۱ − ti)

= lim
∆→۰

α

k∑
i=۱

Xti(ti+۱ − ti) + lim
∆→۰

β

k∑
i=۱

Yti(ti+۱ − ti)

= α

∫ b

a

Xtdt+ β

∫ b

a

Ytdt.

است. برقرار (۶۶ . ١١) رابطه پس

منظم نایقین توزیع با نمونه‐پیوسته مستقل نمو فرایند ی Xt کنید فرض [٢٠٠] ١۴ . ١١ قضیه
زمان انتگرال پس است. Φt(x)

Ys =

∫ s

۰
Xtdt (۶١١ . ٧)

معکوس نایقین توزیع

Ψ−۱
s (α) =

∫ s

۰
Φ−۱

t (α)dt (۶١١ . ٨)

دارد.
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که م شود نتیجه زمان انتگرال اساس خاصیت از شده، داده s > ۰ زمان هر برای ∫}برهان: s

۰
Xtdt ≤

∫ s

۰
Φ−۱

t (α)dt

}
⊃ {Xt ≤ Φ−۱

t (α), ∀t}.

داریم ١١ . ٨ قضیه از استفاده با

M

{∫ s

۰
Xtdt ≤

∫ s

۰
Φ−۱

t (α)dt

}
≥ M{Xt ≤ Φ−۱

t (α), ∀t} = α.

چون مشابه، طور ∫}به s

۰
Xtdt >

∫ s

۰
Φ−۱

t (α)dt

}
⊃ {Xt > Φ−۱

t (α), ∀t},

داریم

M

{∫ s

۰
Xtdt >

∫ s

۰
Φ−۱

t (α)dt

}
≥ M{Xt > Φ−۱

t (α), ∀t} = ۱− α.

که م شود نتیجه دوگان موضوعه اصل و فوق نابرابری دو از

M

{∫ s

۰
Xtdt ≤

∫ s

۰
Φ−۱

t (α)dt

}
= α.

دارد. Ψ−۱
s (α) معکوس نایقین توزیع Ys زمان انتگرال پس

Φt(x) منظم نایقین توزیع با نمونه‐پیوسته مستقل نمو فرایند ی Xt کنید فرض :١١ . ١٩ تمرین
زمان انتگرال دهید نشان است. اکید افزایش تابع ی J(x) و است،

Ys =

∫ s

۰
J(Xt)dt (۶١١ . ٩)

معکوس نایقین توزیع

Ψ−۱
s (α) =

∫ s

۰
J(Φ−۱

t (α))dt (١١ . ٧٠)

دارد.

Φt(x) منظم نایقین توزیع با نمونه‐پیوسته مستقل نمو فرایند ی Xt کنید فرض :١١ . ٢٠ تمرین
زمان انتگرال دهید نشان است. اکید کاهش تابع ی J(x) و است،

Ys =

∫ s

۰
J(Xt)dt (١١ . ٧١)

معکوس نایقین توزیع

Ψ−۱
s (α) =

∫ s

۰
J(Φ−۱

t (۱− α))dt (١١ . ٧٢)

دارد.
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مانا نمو فرایند ١١ . ٨

فرایند نموهای سان، ی طول با زمان بازه های برای هرگاه دارد مانا» «نموهای Xt نایقین فرایند ی
برای Xs+t −Xs نموهای معلوم، t > ۰ برای یعن باشند، سان ی توزیع های با نایقین متغیرهای

باشند. سان ی توزیع با نایقین متغیرهای s > ۰ هر

دارد مانا نموهای تنها نه وقت گویند مانا مستقل نمو فرایند را نایقین فرایند ی [٨۵] ١١ . ١١ تعریف
هستند. هم مستقل نموها ه بل

است. خاص مستقل نمو فرایند ی مانا مستقل نمو فرایند که است واضح

فرایند ،b و a حقیق اعداد برای پس است. مانا مستقل نمو فرایند ی Xt کنید فرض ١۵ . ١١ قضیه
نایقین

Yt = aXt + b (١١ . ٧٣)

است. مانا مستقل نمو فرایند ی نیز

نایقین متغیرهای است، مستقل نمو فرایند ی Xt چون برهان:

Xt۱ , Xt۲ −Xt۱ , Xt۳ −Xt۲ , . . . , Xtk −Xtk−۱

که م شود نتیجه ٢ . ٨ قضیه و Yt = aXt + b از هستند. مستقل

Yt۱ , Yt۲ − Yt۱ , Yt۳ − Yt۲ , . . . , Ytk − Ytk−۱

مانا نمو فرایند ی Xt چون ر، دی طرف از است. مستقل نمو فرایند ی Yt یعن هستند. مستقل نیز
بنابراین هستند. سان ی توزیع های با نایقین متغیرهای s > ۰ هر برای Xs+t −Xs نموهای است،

Ys+t − Ys = a(Xs+t −Xs)

پس است. مانا نمو فرایند ی Yt و هستند، سان ی توریع با نایقین متغیرهای ،s > ۰ هر برای نیز
است. مانا مستقل نمو فرایند ی Yt

مستقل نمو فرایند ی الزاماً مانا مستقل نمو فرایند از غیرخط تابع ی ، کل حالت در :۴ . ١١ تذکر
است. مانا مستقل نمو فرایند ی مربع نوع مثال ی نیست. مانا

(۱−t)X۰+tX۱ و Xt پس است. مانا مستقل نمو فرایند ی Xt کنید فرض [١١] ١۶ . ١١ قضیه
هستند. سان ی توزیع با نایقین متغیرهای t ≥ ۰ هر برای

آن در که t = q/p کنید فرض م کنیم. ثابت است گویا عدد ی t که حالت برای را قضیه برهان:
نموهای مشترک نایقین توزیع Φ کنید فرض هستند. تحویل ناپذیر صحیح اعداد q pو

X۱/p −X۰/p, X۲/p −X۱/p, X۳/p −X۲/p, . . .

پس است.

Xt −X۰ = (X۱/p −X۰/p) + (X۲/p −X۱/p) + · · ·+ (Xq/p −X(q−۱)/p)
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نایقین توزیع

Ψ(x) = Φ(x/q) (٧۴ . ١١)

همچنین دارد.

t(X۱ −X۰) = t((X۱/p −X۰/p) + (X۲/p −X۱/p) + · · ·+ (Xp/p −X(p−۱)/p))

نایقین توزیع

Υ(x) = Φ(x/p/t) = Φ(x/p/(q/p)) = Φ(x/q) (٧۵ . ١١)

دارند سان ی توزیع های t(X۱−X۰) و Xt−X۰ که م شود نتیجه (٧۵ . ١١) و (٧۴ . ١١) از دارد.
دارند. سان ی توزیع های نیز (۱− t)X۰ + tX۱ و Xt بنابراین و

متغیرهای X۱ و Xt/t آنگاه باشد X۰ = ۰ با مانا مستقل نمو فرایند ی Xt اگر :۵ . ١١ تذکر
که است موجود چنان Φ نایقین توزیع ر، دی بیان به هستند. سان ی توزیع با نایقین

Xt

t
∼ Φ(x) (٧۶ . ١١)

t > ۰ هر برای معادل طور به یا

Xt ∼ Φ
(x
t

)
. (١١ . ٧٧)

است. X۱ نایقین توزیع همان Φ که کنید توجه

نموهای و آن آغازین مقدار که است مانا مستقل نمو توزیع ی Xt کنید فرض [١٠١] ١١ . ١٧ قضیه
که موجودند چنان ν و µ پیوسته و اکید افزایش تابع دو پس دارند. معکوس نایقین توزیع های آن

معکوس نایقین توزیع Xt

Φ−۱
t (α) = µ(α) + ν(α)t (١١ . ٧٨)

دارد.

معکوس نایقین توزیع های که هستند مستقل نایقین متغیرهای X۱−X۰ و X۰ که کنید توجه برهان:
و پیوسته تابع ها این که است واضح م شوند. داده نشان ν(α) و µ(α) با ترتیب به و دارد وجود آنها
متغیرهای X۰+(X۱−X۰)t و Xt که م شود نتیجه ١۶ . ١١ قضیه از همچنین هستند. اکید افزایش
Φ−۱

t (α) = µ(α) + ν(α)t معکوس نایقین توزیع Xt پس هستند. سان ی توزیع های با نایقین
شد. ثابت قضیه ترتیب این به دارد.

اندیس t از خط تابع های از خانواده ی مانا مستقل نمو فرایند معکوس نایقین توزیع :۶ . ١١ تذکر
کنید. نگاه را ۵ . ١١ ل ش است. α با شده

پس هستند. (۰,۱) روی اکید افزایش و پیوسته تابع های ν و µ کنید فرض [١٠١] ١١ . ١٨ قضیه
آن معکوس نایقین توزیع که دارد وجود Xt مانا مستقل نمو فرایند

Φ−۱
t (α) = µ(α) + ν(α)t (١١ . ٧٩)

دارد. لیپشیتز پیوسته نمونه ی Xt همچنین، است.
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مانا. مستقل نمو فرایند معکوس نایقین توزیع :۵ . ١١ ل ش

کنید فرض م گیریم. نظر در را t ∈ [۰,۱] فقط کلیت، دادن دست از بدون }برهان:
ξ(r)

∣∣ است بازه[۰,۱] در گویا عدد ی r
}

ξ(r) و دارد µ(α) معکوس نایقین توزیع ξ(۰) که است مستقل نایقین متغیرهای از شمارا دنباله ی
صحیح عدد هر برای دارند. (۰,۱] روی ν(α) مشترک معکوس نایقین توزیع r گویای اعداد برای

فرایند n مثبت

Xn
t =


ξ(۰) + ۱

n

k∑
i=۱

ξ

(
i

n

)
, t =

k

n
(k = ۱,۲, . . . , n) اگر

,خط درغیراینصورت

همچنین است. را هم توزیع در n → ∞ وقت Xn
t که کرد تحقیق م توان م کنیم. تعریف را

Φ−۱
t (α) معکوس نایقین توزیع و است مانا مستقل نمو فرایند ی آن حد که کرد تحقیق م توان

شد. ثابت قضیه دارد.

b و a حقیق عدد دو پس است. مانا مستقل نمو فرایند ی Xt کنید فرض [٩١] ١١ . ١٩ قضیه
t ≥ ۰ زمان هر برای که موجودند چنان

E[Xt] = a+ bt. (١١ . ٨٠)

توزیع با نایقین متغیرهای X۰ + (X۱ − X۰)t و Xt که م شود نتیجه ١۶ . ١١ قضیه از برهان:
داریم پس هستند. سان ی

E[Xt] = E[X۰ + (X۱ −X۰)t].

داریم هستند، مستقل نایقین متغیرهای X۱ −X۰ و X۰ چون

E[Xt] = E[X۰] + E[X۱ −X۰]t.

است. برقرار b = E[X۱ −X۰] و a = E[X۰] برای (١١ . ٨٠) پس
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برای پس است. ۰ آغازین مقدار با مانا مستقل نمو فرایند ی Xt کنید فرض [٩١] ١١ . ٢٠ قضیه
داریم ،t و s زمان هر

E[Xs+t] = E[Xs] + E[Xt]. (١١ . ٨١)

،t ≥ ۰ زمان هر برای که است موجود چنان b حقیق عدد که م شود نتیجه ١١ . ١٩ قضیه از برهان:
پس . E[Xt] = bt

E[Xs+t] = b(s+ t) = bs+ bt = E[Xs] + E[Xt].

است. X۰ قطع آغازین مقدار با مانا مستقل نمو فرایند ی Xt کنید فرض [١١] ١١ . ٢١ قضیه
t ≥ ۰ هر برای که است موجود چنان b حقیق عدد پس

V [Xt] = bt۲. (١١ . ٨٢)

سان ی توزیع با نایقین متغیرهای (۱−t)X۰+tX۱ و Xt که م شود نتیجه ١۶ . ١١ قضیه از برهان:
داریم است، ثابت مقدار ی X۰ چون هستند.

V [Xt] = V [(۱− t)X۰ + tX۱] = t۲V [X۱].

است. برقرار b = V [X۱] برای (١١ . ٨٢) پس

است. X۰ قطع آغازین مقدار با مانا مستقل نمو فرایند ی Xt کنید فرض [١١] ١١ . ٢٢ قضیه
داریم t و s دلخواه های زمان برای √پس

V [Xs+t] =
√

V [Xs] +
√
V [Xt]. (١١ . ٨٣)

،t ≥ ۰ زمان هر برای که است موجود چنان b حقیق عدد که م شود نتیجه ١١ . ٢١ قضیه از برهان:
پس .V [Xt] = bt۲√

V [Xs+t] =
√
b(s+ t) =

√
bs+

√
bt =

√
V [Xs] +

√
V [Xt].

است. X۰ قطع آغازین مقدار با مانا مستقل نمو فرایند ی Xt کنید فرض [۴٠] :١١ . ٢١ تمرین
صورت به t ≥ ۰ زمان هر برای kام مرکزی گشتاور که است موجود چنان b حقیق عدد دهید نشان

E[(Xt − E[Xt])
k] = btk (٨۴ . ١١)

است.

[۴٠] :١١ . ٢٢ تمرین

k

√
E[(Xs+t − E[Xs+t])k] =

k

√
E[(Xs − E[Xs])k] +

k

√
E[(Xt − E[Xt])k].



٢٨١ کتابشناس نکات

کتابشناس نکات ١١ . ٩

شد شروع لیو توسط نایقین پدیده های تحول کردن مدل برای ٢٠٠٨ سال در نایقین فرایند مطالعه
.[١٠١] کرد مطرح را معکوس نایقین توزیع و نایقین توزیع لیو نایقین، فرایند توصیف برای .[٨۵]

.[١٠١] شد مطرح لیو توسط نیز نایقین فرایندهای استقلال مفهوم
معکوس نایقین توزیع برای کاف و لازم شرط و [٨۵] شد گذاری پایه لیو توسط مستقل نمو فرایند

فرمول یائو و [٩٧] داد ارائه را فرین مقدار قضیه لیو این، بر علاوه .[١٠١] شد ثابت لیو توسط آن
.[٢٠٠] کرد ارائه مستقل نمو فرایند برای زمان انتگرال معکوس نایقین توزیع محاسبه برای

لیو توسط نیز آن معکوس نایقین توزیع و [٨۵] شد مطرح لیو توسط مانا مستقل نمو فرایند
چِن و [٩١] است زمان از خط تابع انتظار مورد مقدار که داد نشان همچنین لیو .[١٠١] شد بررس

.[١١] کرد ثابت را زمان به نسبت واریانس دو درجه تناسب نیز





١٢ فصل

نایقین تجدید فرایند

زمان در ر دی ی از مستقل و مداوم طور به رویدادها آن در که است نایقین فرایندی نایقین تجدید فرایند
را متناوب تجدید فرایند و پاداش تجدید فرایند نایقین، تجدید فرایند فصل این م دهند. رخ نامعلوم
مدل و فرسوده تعویض سیاست ، زین جای بلوک سیاست های فصل این همچنین کرد. خواهد معرف

م  کند. ارائه را نایقین بیمه

نایقین تجدید فرایند ١٢ . ١

هستند. ورودی نایقین زمان های از همتوزیع و مستقل ξ۱, ξ۲, . . . کنید فرض [٨۵] ١٢ . ١ تعریف
نایقین فرایند پس .Sn = ξ۱ + ξ۲ + · · ·+ ξn و S۰ = ۰ م کنیم nتعریف ≥ برای۱

Nt = max
n≥۰

{n |Sn ≤ t} (١٢ . ١)

م شود. نامیده نایقین تجدید فرایند
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نایقین تجدید فرایند نمونه ای مسیر ی :١٢ . ١ ل ش



نایقین تجدید فرایند ٢٨۴

زمان های ξ۱, ξ۲, . . . چون است. n به نسبت مستقل ایستای نموهای با فرایند ی Sn که است واضح
گرفته نظر در nام رویداد وقوع تا انتظار زمان عنوان به م تواند Sn م دهد، نشان را متوال رویدادهای
نمونه Nt که باشید داشته توجه است. (۰, t] در تجدید تعداد Nt تجدید فرایند حالت، این در شود.
عددی مقادیر با افزایش پله ای تابع و پیوسته راست از Nt از نمونه ای مسیر هر اما نیست، پیوسته
اندازه م شوند، فرض نایقین مثبت متغیرهای همیشه ورود زمان های چون این، بر علاوه است. نامنف
درحالت دارد. زمان هر در تجدید ی حداکثر Nt ر، دی عبارت به است. ۱ همواره Nt پرش هر

ندارد. جهش ۰ زمان در Nt خاص،

،ξ۱, ξ۲, . . . وروردی  نایقین زمان  های با تجدید فرایند Ntی کنید فرض ( اساس (رابطه ١٢ . ١ قضیه
داریم n صحیح عدد و t زمان هر برای پس است. Sn = ξ۱ + ξ۲ + · · ·+ ξn و

Nt ≥ n ⇔ Sn ≤ t (١٢ . ٢)

داریم این بر علاوه

Nt ≤ n ⇔ Sn+۱ > t. (١٢ . ٣)

،Nt ≥ n اگر .SNt
≤ t < SNt+۱ داریم ،Sn ≤ t که است ای n بزرگترین Nt چون برهان:

Ntاست. ≥ n معنای به که Sn < SNt+۱ آنگاه ،Sn ≤ t اگر برعکس، .Sn ≤ SNt ≤ t آنگاه
و Nt + ۱ ≤ n + ۱ آنگاه ،Nt ≤ n اگر مشابه، طور به است. شده ثابت (١٢ . ٢) بنابراین
نشان را Nt ≤ n که Sn+۱ > SNt

آنگاه ،Sn+۱ > t اگر برعکس، .Sn+۱ ≥ SNt+۱ > t
است. برقرار (١٢ . ٣) بنابراین م دهد.

و است ،ξ۱, ξ۲, . . . نایقین ورودی زمان های با تجدید فرایند ی Nt کنید فرض :١٢ . ١ تمرین
دهید نشان .Sn = ξ۱ + ξ۲ + · · ·+ ξn

M{Nt ≥ n} = M{Sn ≤ t}, (۴ . ١٢)

M{Nt ≤ n} = ۱−M{Sn+۱ ≤ t}. (۵ . ١٢)

ξ۱, ξ۲, . . . مستقل نایقین ورودی زمان های با تجدید فرایند ی Nt کنید فرض [٩١] ١٢ . ٢ قضیه
نایقین توزیع Nt آنگاه باشد. ورودی زمان های مشترک نایقین توزیع Φ اگر است.

Υt(x) = ۱− Φ

(
t

⌊x⌋+ ۱

)
, ∀x ≥ ۰ (۶ . ١٢)

است. سقف) (تابع x با مساوی یا تر کوچ صحیح عدد بزرگترین دهنده نشان ⌊x⌋ آن در که دارد

م شود نتیجه (۵ . ١٢) از دارد. Φ(x/(n+ ۱)) نایقین توزیع Sn+۱ که باشید داشته توجه برهان:
که

M{Nt ≤ n} = ۱−M{Sn+۱ ≤ t} = ۱− Φ

(
t

n+ ۱

)
.

داریم ،x ≥ ۰ هر برای م گیرد، را صحیح عددی مقادیر Nt چون

Υt(x) = M{Nt ≤ x} = M{Nt ≤ ⌊x⌋} = ۱− Φ

(
t

⌊x⌋+ ۱

)
.

شد. ثابت قضیه



٢٨۵ نایقین تجدید فرایند
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.Nt تجدید فرایند از Υt(x) نایقین توزیع :١٢ . ٢ ل ش

مستقل نایقین زمان با تجدید فرایند ی Nt کنید فرض ( اساس تجدید قضیه ،[٩١]) ١٢ . ٣ قضیه
t → ∞ هرگاه تجدیدها تعداد میانگین پس است. ξ۱, ξ۲, . . . همتوزیع و

Nt

t
→ ۱

ξ۱
(١٢ . ٧)

است. را هم توزیع در

صورت به ١٢ . ٢ قضیه از Nt برای Υt نایقین توزیع برهان:

Υt(x) = ۱− Φ

(
t

⌊x⌋+ ۱

)
به Nt/t نایقین توزیع که م شود نتیجه عملیات قانون از است. ξ۱ نایقین توزیع Φ آن در که است

صورت

Ψt(x) = ۱− Φ

(
t

⌊tx⌋+ ۱

)
بنابراین سقف). (تابع است tx مساوی یا کمتر صحیح عدد بزرگترین دهنده نشان ⌊tx⌋ آن در که

داریم ،۱− Φ(۱/x) از x پیوسته نقطه هر در

lim
t→∞

Ψt(x) = ۱− Φ

(
۱
x

)
م شود. را هم t → ∞ برای ۱/ξ۱ به توزیع در Nt/t پس است. ۱/ξ۱ نایقین توزیع که

ورودی زمان های با تجدید فرایند ی Nt که کنید فرض ( مقدمات تجدید قضیه ،[٩١]) ۴ . ١٢ قضیه
آنگاه هستند. ξ۱, ξ۲, . . . نایقین

lim
t→∞

E[Nt]

t
= E

[
۱
ξ۱

]
. (١٢ . ٨)



نایقین تجدید فرایند ٢٨۶

آنگاه باشد، ورود زمان های از مشترک نایقین توزیع Φ اگر

lim
t→∞

E[Nt]

t
=

∫ +∞

۰
Φ

(
۱
x

)
dx. (١٢ . ٩)

آنگاه باشد، منظم Φ نایقین توزیع اگر

lim
t→∞

E[Nt]

t
=

∫ ۱

۰

۱
Φ−۱(α)

dα. (١٢ . ١٠)

بیان ١٢ . ٣ قضیه یرید. ب ۱/ξ۱ Nt/tو نایقین توزیع های ترتیب به را G(x) و Ψt(x) برهان:
که باشید داشته توجه .Ψt(x) → G(x) ،G(x) از x پیوسته نقطه هر در t → ∞ وقت م کند

که م شود نتیجه E[۱/ξ۱] وجود و لب تسلط رایی هم قضیه از .Ψt(x) ≥ G(x)

lim
t→∞

E[Nt]

t
= lim

t→∞

∫ +∞

۰
(۱−Ψt(x))dx =

∫ +∞

۰
(۱−G(x))dx = E

[
۱
ξ۱

]
.

داریم: دارد، ۱− Φ(۱/x) نایقین توزیع ۱/ξ۱ چون

lim
t→∞

E[Nt]

t
= E

[
۱
ξ۱

]
=

∫ +∞

۰
Φ

(
۱
x

)
dx.

معکوس نایقین توزیع ۱/ξ۱ چون این، بر علاوه

G−۱(α) =
۱

Φ−۱(۱− α)
,

داریم دارد،

E

[
۱
ξ۱

]
=

∫ ۱

۰

۱
Φ−۱(۱− α)

dα =

∫ ۱

۰

۱
Φ−۱(α)

dα.

م شود. ثابت قضیه

نایقین مستقل متغیر های ξ۱, ξ۲, . . . هرگاه م شود نامیده خط Nt تجدید فرایند ی :١٢ . ٢ تمرین
که دهید نشان باشند. a > ۰ با L(a, b) خط

lim
t→∞

E[Nt]

t
=

ln b− ln a

b− a
. (١٢ . ١١)

زاگ زی مستقل متغیرهای ξ۱, ξ۲, . . . اگر م شود نامیده زاگ Ntزی تجدید فرایند ی :١٢ . ٣ تمرین
دهید نشان باشند. a > ۰ با Z(a, b, c) نایقین

lim
t→∞

E[Nt]

t
=

۱
۲

(
ln b− ln a

b− a
+

ln c− ln b

c− b

)
. (١٢ . ١٢)

نایقین مستقل متغیرهای ξ۱, ξ۲, . . . اگر م شود نامیده لوگ‐نرمال Nt تجدید فرایند :۴ . ١٢ تمرین
دهید نشان باشند. LOGN (e, σ) لوگ‐نرمال

lim
t→∞

E[Nt]

t
=

{ √
۳σ exp(−e) csc(

√
۳σ), σ < π/

√
۳ اگر

+∞, σ ≥ π/
√
۳ اگر .

(١٢ . ١٣)



٢٨٧ تجدید پاداش فرایند

بلوک تعویض سیاست ١٢ . ٢

s زمان در دوره ای صورت به یا خرابی با همیشه قطعه که است معن این به بلوک تعویض سیاست
نایقین توزیع با ξ۱, ξ۲, . . . نایقین متغیرهای قطعه ها، عمر طول که کنید فرض م شود. تعویض

کنید فرض م آورند. وجود به را نایقین تجدید فرایند ی تعویض زمان های پس هستند. Φ مشترک
b و دهد نشان را م شود، خراب s زمان از قبل وقت قطعه تعویض برای معیوب» «تعویض هزینه a
که کنید توجه باشد. شده ریزی برنامه زمان در قطعه تعویض برای شده» ریزی برنامه «تعویض هزینه
به متوسط هزینه و aNs + b دوره ی هزینه که است واضح .a > b > ۰ م شود فرض همواره

صورت

aNs + b

s
(١۴ . ١٢)

است.

توزیع با ξ۱, ξ۲, . . . نایقین مستقل متغیرهای قطعه ها، عمر طول که کنید فرض [٧۴] ۵ . ١٢ قضیه
مقدار پس است. تعویض زمان دهنده نشان که است نایقین تجدید فرایند Nt و Φ مشترک نایقین

از است عبارت هزینه انتظار مورد

E

[
aNs + b

s

]
=

۱
s

(
a

∞∑
n=۱

Φ
( s
n

)
+ b

)
. (١۵ . ١٢)

که شود نتیجه ١٢ . ٢ قضیه از است. پله ای تابع ی Nt نایقین توزیع که باشید داشته توجه برهان:

E[Ns] =

∫ +∞

۰
Φ

(
s

⌊x⌋+ ۱

)
dx =

∞∑
n=۱

Φ
( s
n

)
.

با (١۵ . ١٢) بنابراین

E

[
aNs + b

s

]
=

aE[Ns] + b

s
(١۶ . ١٢)

م شود. برقرار

چیست؟ s بهینه تعویض زمان

متوسط کاهش منظور به s بهینه زمان کردن پیدا اصل مساله بلوک، تعویض سیاست پذیرفتن با
یعن است، هزینه ها

min
s

۱
s

(
a

∞∑
n=۱

Φ
( s
n

)
+ b

)
. (١٢ . ١٧)

تجدید پاداش فرایند ١٢ . ٣

به را ηi اینجا در هستند. نایقین متغیرهای جفت از دنباله ای (ξ۱, η۱), (ξ۲, η۲), . . . کنید فرض
i = ۱,۲, . . . برای ξi نایقین متغیر دو اتفاق زمان فاصله امین i با مرتبط هزینه) (یا پاداش عنوان

م گیریم. نظر در



نایقین تجدید فرایند ٢٨٨

ورودی، زمان های نایقین متغیرهای از همتوزیع و مستقل ξ۱, ξ۲, . . . کنید فرض [٩١] ١٢ . ٢ تعریف
آنگاه هستند. نایقین پاداش های همتوزیع و مستقل متغیرهای η۱, η۲, . . . و

Rt =

Nt∑
i=۱

ηi (١٢ . ١٨)

ξ۱, ξ۲, . . . نایقین ورودی زمان های با تجدید فرایند Nt آن در که م شود، نامیده تجدید پاداش فرایند
هستند.

اگر این، بر علاوه است. t زمان تا آمده دست به کل پاداش دهنده نشان Rt تجدید پاداش فرایند
که هرگاه Rt = ۰ که کنید توجه م شود. تباهیده Nt تجدید فرایند ی به Rt آنگاه ،ηi ≡ ۱

.Nt = ۰

همتوزیع و مستقل متوال زمان های با تجدید پاداش فرایند ی Rt کنید فرض [٩١] ۶ . ١٢ قضیه
(ξ۱, ξ۲, . . .) کنید فرض هستند. η۱, η۲, . . . نایقین همتوزیع و مستقل پاداش های و ξ۱, ξ۲, . . . نایقین
توزیع های با ترتیب به پاداش ها و ورودی زمان ها و هستند، نایقین مستقل بردارهای (η۱, η۲, . . .) و

نایقین توزیع Rt صورت این در هستند. Ψ و Φ نایقین

Υt(x) = max
k≥۰

(
۱− Φ

(
t

k + ۱

))
∧Ψ

(x
k

)
(١٢ . ١٩)

.Ψ(x/k) = ۱ و x/k = +∞ م دهیم قرار ،k = ۰ وقت اینجا در دارد.

پاداش های از مستقل Nt تجدید فرایند که م گیریم نتیجه تجدید پاداش فرایند تعریف از برهان:
صورت به نایقین توزیع Rt و ،η۱, η۲, . . . نایقین

Υt(x) = M

{
Nt∑
i=۱

ηi ≤ x

}
= M

{ ∞∪
k=۰

(Nt = k) ∩
k∑

i=۱
ηi ≤ x

}

= M

{ ∞∪
k=۰

(Nt ≤ k) ∩
k∑

i=۱
ηi ≤ x

}
( است مستطیل چند ی این )

= max
k≥۰

M

{
(Nt ≤ k) ∩

k∑
i=۱

ηi ≤ x

}
( مستطیل چند قضیه )

= max
k≥۰

M {Nt ≤ k} ∧M

{
k∑

i=۱
ηi ≤ x

}
(استقلال)

= max
k≥۰

(
۱− Φ

(
t

k + ۱

))
∧Ψ

(x
k

)
شد. ثابت قضیه و دارد

مستقل ورودی زمان با پاداش تجدید فرایند Rt کنید فرض تجدید) پاداش قضیه ،[٩١]) ١٢ . ٧ قضیه
فرض هستند. η۱, η۲, . . . نایقین همتوزیع و مستقل پاداش های و ξ۱, ξ۲, . . . نایقین همتوزیع و



٢٨٩ تجدید پاداش فرایند

......................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................... ...............
..................
..................
..................
..................
..................
..................
..................
..................
..................
..................
..................
..................
..................
..................
..................
..................
..................
..................
..................................

٠ x

Υt(x)

........................................
....................
..................
....................
..............................................................

.....................
......................
.......................
............................................................................................

................................
..................................................................................................................................

......................................................................
....................

.............................................

................................................................................

............................................................................................................................................................

................
............
............
............
............
............
............
............
............
............
............
................

............................
..................................................................................................................................................

........................
............
............
............
............
............
............
............
............
.............

...............
.................

.......................
..............................................

..................................................................

..........................
..............

.............
............
............
............
............
.............

..............
................

................
....................

............................
............................................

............................

....................................
.................

...............
...............

.............
...............

.............
................

................
..................

....................
.........................

.................................
................

۱ − افق خطوط آن در که Rt تجدید پاداش فرایند Υt(x) نایقین توزیع :١٢ . ٣ ل ش
هستند. k = ۰,۱,۲, . . . برای Ψ(x/k) منحن ها و Φ(t/(k + ۱))

وقت پاداش نرخ صورت این در است. نایقین مستقل ,η۱)بردارهای η۲, . . .) و (ξ۱, ξ۲, . . .) کنید
t → ∞

Rt

t
→ η۱

ξ۱
(١٢ . ٢٠)

است. توزیع در رایی هم مفهوم به

از دارند. Ψ و Φ نایقین توزیع های ترتیب به پاداش ها و ورودی زمان های که کنید فرض برهان:
م شود: نتیجه Rt نایقین توزیع ،۶ . ١٢ قضیه

Υt(x) = max
k≥۰

(
۱− Φ

(
t

k + ۱

))
∧Ψ

(x
k

)
.

نایقین توزیع Rt/t پس

Ψt(x) = max
k≥۰

(
۱− Φ

(
t

k + ۱

))
∧Ψ

(
tx

k

)
داریم ،t → ∞ وقت دارد.

Ψt(x) → sup
y≥۰

(۱− Φ(y)) ∧Ψ(xy)

است. را هم η۱/ξ۱ به توزیع در Rt/t ،t → ∞ وقت پس است. η۱/ξ۱ نایقین توزیع همان که

زمان های با تجدید پاداش فرایند ی Rt کنید فرض تجدید) پاداش قضیه ،[٩١]) ١٢ . ٨ قضیه
η۱, η۲, . . . نایقین همتوزیع و مستقل پاداش های و ξ۱, ξ۲, . . . نایقین همتوزیع و مستقل ورودی

پس است. نایقین مستقل بردارهای (η۱, η۲, . . .) و (ξ۱, ξ۲, . . .) کنید فرض هستند.

lim
t→∞

E[Rt]

t
= E

[
η۱
ξ۱

]
. (١٢ . ٢١)



نایقین تجدید فرایند ٢٩٠

آنگاه باشند، داشته Ψ و Φ منظم نایقین توزیع های ترتیب، به پاداش های و ورودی زمان های آن در اگر

lim
t→∞

E[Rt]

t
=

∫ ۱

۰

Ψ−۱(α)

Φ−۱(۱− α)
dα. (١٢ . ٢٢)

نایقین توزیع Rt/t که م شود نتیجه ۶ . ١٢ قضیه از برهان:

Ft(x) = max
k≥۰

(
۱− Φ

(
t

k + ۱

))
∧Ψ

(
tx

k

)
نایقین توزیع η۱/ξ۱ و

G(x) = sup
y≥۰

(۱− Φ(y)) ∧Ψ(xy)

لب تسلط رایی هم قضیه از .Ft(x) ≥ G(x) و Ft(x) → G(x) که باشید داشته توجه دارد.
م گیریم نتیجه E[η۱/ξ۱] وجود و

lim
t→∞

E[Rt]

t
= lim

t→∞

∫ +∞

۰
(۱− Ft(x))dx =

∫ +∞

۰
(۱−G(x))dx = E

[
η۱
ξ۱

]
.

معکوس نایقین توزیع η۱/ξ۱ چون نهایت، در

G−۱(α) =
Ψ−۱(α)

Φ−۱(۱− α)
,

داریم دارد،

E

[
η۱
ξ۱

]
=

∫ ۱

۰

Ψ−۱(α)

Φ−۱(۱− α)
dα.

م شود. ثابت قضیه لذا

نایقین بیمه مدل ۴ . ١٢

t زمان تا درآمد کل bt بیمه، حق نرخ b بیمه، شرکت ی اولیه سرمایه a که کرد فرض [٩٧] لیو
پاداش تجدید فرایند نایقین خسارت فرایند و است،

Rt =

Nt∑
i=۱

ηi (١٢ . ٢٣)

همتوزیع و مستقل خسارت های مقادیر و ξ۱, ξ۲, . . . نایقین همتوزیع و مستقل ورودی زمان های با
صورت به t زمان در بیمه شرکت سرمایه صورت این در است. η۱, η۲, . . . نایقین

Zt = a+ bt−Rt (٢۴ . ١٢)

م شود. نامیده بیمه ریس فرایند Zt و است



٢٩١ نایقین بیمه مدل

..................

..................

..................

..................

..................

..................

..................

..................

..................

..................

..................

..................

..................

..................

..................

..................

..................

.............................................

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................ ............... t

Zt

۰

a

S۱ S۲ S۳ S۴

.............................
.............................

......................................................................................................
.............................

.............................
.............................

...................................................................
..............................

..............................
..............................

..............................
...........................................................................................

.............................
.........................................................................................................................................

.............................
.......................................................................................................................................................................................................................

.............................

......................

....................................

......................

............. .....
........ ..........

... .............
.............

بیمه ریس فرایند ی :۴ . ١٢ ل ش

خرابی شاخص

م شود. منف که است بیمه شرکت نایقین سرمایه گیری اندازه خرابی شاخص

خرابی شاخص صورت این در است. بیمه ریس فرایند ی Zt کنید فرض [٩٧] ١٢ . ٣ تعریف
يعن شود، م منف نهايت در که است Zt شده تعريف نایقین اندازه

خرابی = M

{
inf
t≥۰

Zt < ۰
}
. (٢۵ . ١٢)

است. [٩٠] لیو ریس شاخص از خاص حالت ی خرابی شاخص که است واضح

بیمه ریس فرایند ی Zt = a+ bt−Rt کنید فرض ( خرابی شاخص قضیه ،[٩٧]) ١٢ . ٩ قضیه
همتوزیع و مستقل ورودی زمان های با تجدید پاداش فرایند ی Rt و است b و a مثبت مقادیر با ای
کنید فرض است. η۱, η۲, . . . نایقین همتوزیع و مستقل خسارت های مقادیر و ξ۱, ξ۲, . . . نایقین
به خسارت ها مقادیر و زمان ها این و هستند، مستقل نایقین بردارهای (η۱, η۲, . . .) و (ξ۱, ξ۲, . . .)

صورت به خرابی شاخص صورت این در دارند. Ψ و Φ نایقین توزیع های ترتیب

خرابی = max
k≥۱

sup
x≥۰

Φ

(
x− a

kb

)
∧
(
۱−Ψ

(x
k

))
(٢۶ . ١٢)

است.

خسارت امین k ورود زمان که است واضح ،k مثبت صحیح عدد هر برای برهان:

Sk = ξ۱ + ξ۲ + · · ·+ ξk

به اندیس امین k از استفاده با را نایقین فرایند ی است. Φ(s/k) نایقین توزیع آن در که است
صورت

Yk = a+ bSk − (η۱ + η۲ + · · ·+ ηk)



نایقین تجدید فرایند ٢٩٢

علاوه است. k برحسب مستقل افزایش فرایند ی Yk که داد نشان م توان آسان به کنید. تعریف
نایقین توزیع و است Sk ورود زمان در سرمایه Yk این، بر

Fk(z) = sup
x≥۰

Φ

(
z + x− a

kb

)
∧
(
۱−Ψ

(x
k

))
داریم م دهد، رخ ورود زمان در تنها شدن خراب چون است.

خرابی = M

{
inf
t≥۰

Zt < ۰
}

= M

{
min
k≥۱

Yk < ۰
}
.

م شود نتیجه فرین مقدار قضیه از

خرابی = max
k≥۱

Fk(۰) = max
k≥۱

sup
x≥۰

Φ

(
x− a

kb

)
∧
(
۱−Ψ

(x
k

))
.

م شود. ثابت قضیه

خرابی زمان

اولین عنوان به خرابی زمان پس است. بیمه ریس فرایند ی Zt کنید فرض [٩٧] ۴ . ١٢ تعریف
یعن شود، م منف Zt سرمایه کل وقت

τ = inf
{
t ≥ ۰

∣∣ Zt < ۰
}
. (١٢ . ٢٧)

مثبت مقادیر با ای بیمه ریس فرایند ی Zt = a + bt − Rt کنید فرض [١٩۵] ١٢ . ١٠ قضیه
ξ۱, ξ۲, . . . نایقین همتوزیع و مستقل ورودی زمان های با تجدید پاداش فرایند R− t و است b و a
و (ξ۱, ξ۲, . . .) کنید فرض هستند. η۱, η۲, . . . نایقین همتوزیع و مستقل خسارت های مقادیر و
توزیع های ترتیب به خسارت ها مقادیر و زمان ها این و هستند، مستقل نایقین بردارهای (η۱, η۲, . . .)

نایقین توزیع خرابی زمان پس دارند. Ψ و Φ نایقین

Υ(t) = max
k≥۱

sup
x≤t

Φ
(x
k

)
∧
(
۱−Ψ

(
a+ bx

k

))
(١٢ . ٢٨)

دارد.

،Sk = ξ۱ + ξ۲ + · · ·+ ξk کنید فرض ،k مثبت صحیح عدد هر برای برهان:

Yk = a+ bSk − (η۱ + η۲ + · · ·+ ηk)

و

αk = sup
x≤t

Φ
(x
k

)
∧
(
۱−Ψ

(
a+ bx

k

))
.

پس

αk = sup
{
α | kΦ−۱(α) ≤ t

}
∧ sup

{
α | a+ bkΦ−۱(α)− kΨ−۱(۱− α) < ۰

}
.



٢٩٣ نایقین بیمه مدل

.inf۰≤s≤t Zs < ۰ اگر تنها و اگر τ ≤ t داریم t هر برای T خرابی زمان تعریف از ، طرف از
بنابراین

M{τ ≤ t} = M

{
inf

۰≤s≤t
Zs < ۰

}
= M

{ ∞∪
k=۱

(Sk ≤ t, Yk < ۰)
}

= M

{ ∞∪
k=۱

(
k∑

i=۱
ξi ≤ t, a+ b

k∑
i=۱

ξi −
k∑

i=۱
ηi < ۰

)}

≥ M

{ ∞∪
k=۱

k∩
i=۱

(ξi ≤ Φ−۱(αk)) ∩ (ηi > Ψ−۱(۱− αk))

}

≥
∞∨
k=۱

M

{
k∩

i=۱
(ξi ≤ Φ−۱(αk)) ∩ (ηi > Ψ−۱(۱− αk))

}

=

∞∨
k=۱

k∧
i=۱

M
{
(ξi ≤ Φ−۱(αk)) ∩ (ηi > Ψ−۱(۱− αk))

}
=

∞∨
k=۱

k∧
i=۱

M
{
ξi ≤ Φ−۱(αk)

}
∧M

{
ηi > Ψ−۱(۱− αk)

}
=

∞∨
k=۱

k∧
i=۱

αk ∧ αk =

∞∨
k=۱

αk.

داریم ر، دی سوی از

M{τ ≤ t} = M

{ ∞∪
k=۱

(
k∑

i=۱
ξi ≤ t, a+ b

k∑
i=۱

ξi −
k∑

i=۱
ηi < ۰

)}

≤ M

{ ∞∪
k=۱

k∪
i=۱

(ξi ≤ Φ−۱(αk)) ∪ (ηi > Ψ−۱(۱− αk))

}

= M

{ ∞∪
i=۱

∞∪
k=i

(ξi ≤ Φ−۱(αk)) ∪ (ηi > Ψ−۱(۱− αk))

}

≤ M

{ ∞∪
i=۱

(
ξi ≤

∞∨
k=i

Φ−۱(αk)

)
∪

(
ηi >

∞∧
k=i

Ψ−۱(۱− αk)

)}

=

∞∨
i=۱

M

{
ξi ≤

∞∨
k=i

Φ−۱(αk)

}
∨M

{
ηi >

∞∧
k=i

Ψ−۱(۱− αk)

}

=

∞∨
i=۱

∞∨
k=i

αk ∨

(
۱−

∞∧
k=i

(۱− αk)

)
=

∞∨
k=۱

αk.



نایقین تجدید فرایند ٢٩۴

م گیریم نتیجه لذا

M{τ ≤ t} =

∞∨
k=۱

αk

م شود. ثابت قضیه و

ای دوره تعویض سیاست ۵ . ١٢

م شود. زین جای s دوره در یا خرابی لحظه عنصردر ی که است آن معن به ای دوره راری جای
در هستند. Φ مشترک نایقین توزیع با ξ۱, ξ۲, . . . نایقین متغیرهای عناصر، عمر طول که کنید فرض

نایقین همتوزیع مستقل متغیرهای عناصر عمر واقع زمان صورت این

ξ۱ ∧ s, ξ۲ ∧ s, . . . (١٢ . ٢٩)

نایقین تجدید فرایند ی که هستند

Nt = max
n≥۰

{
n
∣∣ n∑
i=۱

(ξi ∧ s) ≤ t

}
. (١٢ . ٣٠)

s از زودتر آن خرابی زمان که وقت معیوب عنصر تعویض هزینه a کنید فرض م دهد. یل تش را
که کنید توجه است. s عمر در عنصری تعویض برای شده» ریزی برنامه «تعویض هزینه را b و است

کنید تعریف .a > b > ۰ م شود فرض همیشه

f(x) =

{
a, x < s اگر
b, x = s اگر

(١٢ . ٣١)

t زمان از قبل تعویض هزینه میانگین و است ام i عنصر تعویض هزینه همان f(ξi ∧ s) پس

۱
t

Nt∑
i=۱

f(ξi ∧ s). (١٢ . ٣٢)

است.
طول نایقین زمان های از همتوزیع و مستقل متغیر های ξ۱, ξ۲, . . . کنید فرض [١٨١] ١٢ . ١١ قضیه

،t → ∞ وقت پس است. مثبت عدد ی s و هستند عمر

۱
t

Nt∑
i=۱

f(ξi ∧ s) → f(ξ۱ ∧ s)

ξ۱ ∧ s
(١٢ . ٣٣)

است. توزیع در رایی هم مفهوم به

م شود زیربازنویس صورت به t زمان از قبل تعویض هزینه میانگین ابتدا، برهان:

۱
t

Nt∑
i=۱

f(ξi ∧ s) =

Nt∑
i=۱

f(ξi ∧ s)

Nt∑
i=۱

(ξi ∧ s)

×

Nt∑
i=۱

(ξi ∧ s)

t
. (٣۴ . ١٢)



٢٩۵ ای دوره تعویض سیاست

داریم x حقیق عدد هر برای ، طرف از

{
Nt∑
i=۱

f(ξi ∧ s)/

Nt∑
i=۱

(ξi ∧ s) ≤ x

}

=

∞∪
n=۱

{
(Nt = n) ∩

(
n∑

i=۱
f(ξi ∧ s)/

n∑
i=۱

(ξi ∧ s) ≤ x

)}

⊃
∞∪

n=۱

{
(Nt = n) ∩

n∩
i=۱

(f(ξi ∧ s)/(ξi ∧ s) ≤ x)

}

⊃
∞∪

n=۱

{
(Nt = n) ∩

∞∩
i=۱

(f(ξi ∧ s)/(ξi ∧ s) ≤ x)

}

⊃
∞∩
i=۱

(f(ξi ∧ s)/(ξi ∧ s) ≤ x)

و

M



Nt∑
i=۱

f(ξi ∧ s)

Nt∑
i=۱

(ξi ∧ s)

≤ x


≥ M

{ ∞∩
i=۱

(
f(ξi ∧ s)

ξi ∧ s
≤ x

)}
= M

{
f(ξ۱ ∧ s)

ξ۱ ∧ s
≤ x

}
.

داریم طرف از

{
Nt∑
i=۱

f(ξi ∧ s)/

Nt∑
i=۱

(ξi ∧ s) ≤ x

}

=

∞∪
n=۱

{
(Nt = n) ∩

(
n∑

i=۱
f(ξi ∧ s)/

n∑
i=۱

(ξi ∧ s) ≤ x

)}

⊂
∞∪

n=۱

{
(Nt = n) ∩

n∪
i=۱

(f(ξi ∧ s)/(ξi ∧ s) ≤ x)

}

⊂
∞∪

n=۱

{
(Nt = n) ∩

∞∪
i=۱

(f(ξi ∧ s)/(ξi ∧ s) ≤ x)

}

⊂
∞∪
i=۱

(f(ξi ∧ s)/(ξi ∧ s) ≤ x)



نایقین تجدید فرایند ٢٩۶

و

M



Nt∑
i=۱

f(ξi ∧ s)

Nt∑
i=۱

(ξi ∧ s)

≤ x


≤ M

{ ∞∪
i=۱

(
f(ξi ∧ s)

ξi ∧ s
≤ x

)}
= M

{
f(ξ۱ ∧ s)

ξ۱ ∧ s
≤ x

}
.

داریم x حقیق عدد هر برای بنابراین

M



Nt∑
i=۱

f(ξi ∧ s)

Nt∑
i=۱

(ξi ∧ s)

≤ x


= M

{
f(ξ۱ ∧ s)

ξ۱ ∧ s
≤ x

}
.

پس
Nt∑
i=۱

f(ξi ∧ s)

Nt∑
i=۱

(ξi ∧ s)

و f(ξ۱ ∧ s)

ξ۱ ∧ s

t → ∞ وقت چون سانند. ی توزیع با نایقین متغیرهای

Nt∑
i=۱

(ξi ∧ s)

t
→ ۱

م شود. ثابت قضیه م شود. برقرار (١٢ . ٣٣) رابطه (٣۴ . ١٢) از

توزیع با عمر طول از همتوزیع و مستقل متغیرهای ξ۱, ξ۲, . . . کنید فرض [١٨١] ١٢ . ١٢ قضیه
به مدت طولان تعویض هزینه متوسط پس است. مثبت عدد ی s و Φ پیوسته مشترک نایقین

صورت

lim
t→∞

E

[
۱
t

Nt∑
i=۱

f(ξi ∧ s)

]
=

b

s
+

a− b

s
Φ(s) + a

∫ s

۰

Φ(x)

x۲ dx (٣۵ . ١٢)

است.

f(ξ۱ ∧ برقراری (١٢ . ٣١) از است. f(ξ۱ ∧ s)/(ξ۱ ∧ s) نایقین توزیع Ψ(x) کنید فرض برهان:
قطع تقریباً پس م شود. نتیجه ξ۱ ∧ s ≤ s و s) ≥ b

f(ξ۱ ∧ s)

ξ۱ ∧ s
≥ b

s
.



٢٩٧ ای دوره تعویض سیاست

آنگاه ،x < b/s اگر

Ψ(x) = M

{
f(ξ۱ ∧ s)

ξ۱ ∧ s
≤ x

}
= ۰.

آنگاه ،b/s ≤ x < a/s اگر

Ψ(x) = M

{
f(ξ۱ ∧ s)

ξ۱ ∧ s
≤ x

}
= M{ξ۱ ≥ s} = ۱− Φ(s).

آنگاه ،x ≥ a/s اگر

Ψ(x) = M

{
f(ξ۱ ∧ s)

ξ۱ ∧ s
≤ x

}
= M

{
a

ξ۱
≤ x

}
= M

{
ξ۱ ≥ a

x

}
= ۱− Φ

(a
x

)
.

بنابراین

Ψ(x) =


۰, x < b/s اگر

۱− Φ(s), b/s ≤ x < a/s اگر

۱− Φ(a/x), x ≥ a/s اگر
و

E

[
f(ξ۱ ∧ s)

ξ۱ ∧ s

]
=

∫ +∞

۰
(۱−Ψ(x))dx =

b

s
+

a− b

s
Φ(s) + a

∫ s

۰

Φ(x)

x۲ dx.

چون
Nt∑
i=۱

(ξi ∧ s)

t
≤ ۱,

x حقیق هرعدد برای که م شود نتیجه (٣۴ . ١٢) از

M

{
۱
t

Nt∑
i=۱

f(ξi ∧ s) ≤ x

}
≥ M

{
f(ξ۱ ∧ s)

ξ ∧ s
≤ x

}
.

داریم لب تسلط رایی هم قضیه از استفاده با

lim
t→∞

E

[
۱
t

Nt∑
i=۱

f(ξi ∧ s)

]
= lim

t→∞

∫ +∞

۰

(
۱−M

{
۱
t

Nt∑
i=۱

f(ξi ∧ s) ≤ x

})
dx

=

∫ +∞

۰

(
۱−M

{
f(ξ۱ ∧ s)

ξ۱ ∧ s
≤ x

})
dx

= E

[
f(ξ۱ ∧ s)

ξ۱ ∧ s

]
.

است. شده ثابت قضیه ترتیب این به



نایقین تجدید فرایند ٢٩٨

چیست؟ s بهینه عمر

هزینه های که طوری است s بهینه دوره عمر کردن پیدا مساله دوره ای، تعویض سیاست پذیرش فرض با
مساله ،s دوره بهینه عمر برای که است معن این به شود. کمینه تعویض

min
s≥۰

(
b

s
+

a− b

s
Φ(s) + a

∫ s

۰

Φ(x)

x۲ dx

)
. (٣۶ . ١٢)

شود. حل باید

متناوب تجدید فرایند ۶ . ١٢

به را ξi متغیرهای است. نایقین متغیرهای جفت از دنباله ی (ξ۱, η۱), (ξ۲, η۲), . . . کنید فرض
این در م گیریم. درنظر i = ۱,۲, . . . برای ترتیب به «بی موقع» عنوان به ηi و «به موقع» صورت

م گیرد. قرار بی موقع زمان ηi آن دنبال به که است ξi زمان ی شامل iام دوره حالت،

به موقع، زمان های از نایقین همتوزیع مستقل متغیرهای ξ۱, ξ۲, . . . کنید فرض [١٧٨] ۵ . ١٢ تعریف
آنگاه هستند. بی موقع زمان های از نایقین همتوزیع مستقل متغیرهای η۱, η۲, . . . و

At =


t−

Nt∑
i=۱

ηi,

Nt∑
i=۱

(ξi + ηi) ≤ t <

Nt∑
i=۱

(ξi + ηi) + ξNt+۱ اگر

Nt+۱∑
i=۱

ξi,

Nt∑
i=۱

(ξi + ηi) + ξNt+۱ ≤ t <

Nt+۱∑
i=۱

(ξi + ηi) اگر

(١٢ . ٣٧)

نایقین ورود زمان های با تجدید فرایند ی Nt آن در که م شود، نامیده متناوب تجدید فرایند

ξ۱ + η۱, ξ۲ + η۲, . . .

است.

قرار کردن کار حال در t لحظه تا سیستم که زمان کل At متناوب تجدید فرایند که باشید داشته توجه
t هر برای که است واضح است. دارد،

Nt∑
i=۱

ξi ≤ At ≤
Nt+۱∑
i=۱

ξi (١٢ . ٣٨)

است. کردن کار حال در سیستم که هستیم علاقمند نرخ حدی خاصیت به ما

زمان های با متناوب تجدید فرایند ی At کنید فرض متناوب) تجدید قضیه ،[١٧٨]) ١٢ . ١٣ قضیه
،η۱, η۲ نایقین همتوزیع مستقل بی موقع زمان های و ξ۱, ξ۲, . . . نایقین همتوزیع مستقل به موقع
در نرخ پس هستند. مستقل نایقین بردارهای (η۱, η۲, . . .) و (ξ۱, ξ۲, . . .) کنید فرض است. , . . .

صورت به بودن دسترس

At

t
→ ξ۱

ξ۱ + η۱
(١٢ . ٣٩)

است. توزیع در رایی هم مفهوم به t → ∞ برای حد آن در که است



٢٩٩ متناوب تجدید فرایند

به ξ۱/(ξ۱ + η۱) نایقین توزیع پس یرید. ب Ψ و Φ ترتیب به را η۱ و ξ۱ نایقین توزیع های برهان:
صورت

Υ(x) = sup
y>۰

Φ(xy) ∧ (۱−Ψ(y − xy)) (۴١٢ . ٠)

داریم ر، دی طرف از است.

M

{
۱
t

Nt∑
i=۱

ξi ≤ x

}

= M

{ ∞∪
k=۰

(Nt = k) ∩

(
۱
t

k∑
i=۱

ξi ≤ x

)}

≤ M

{ ∞∪
k=۰

(
k+۱∑
i=۱

(ξi + ηi) > t

)
∩

(
۱
t

k∑
i=۱

ξi ≤ x

)}

≤ M

{ ∞∪
k=۰

(
tx+ ξk+۱ +

k+۱∑
i=۱

ηi > t

)
∩

(
۱
t

k∑
i=۱

ξi ≤ x

)}

= M

{ ∞∪
k=۰

(
ξk+۱
t

+
۱
t

k+۱∑
i=۱

ηi > ۱− x

)
∩

(
۱
t

k∑
i=۱

ξi ≤ x

)}
.

چون
ξk+۱
t

→ ۰, وقت t → ∞

و
k+۱∑
i=۱

ηi ∼ (k + ۱)η۱,
k∑

i=۱
ξi ∼ kξ۱,

داریم

lim
t→∞

M

{
۱
t

Nt∑
i=۱

ξi ≤ x

}

≤ lim
t→∞

M

{ ∞∪
k=۰

(
η۱ >

t(۱− x)

k + ۱

)
∩
(
ξ۱ ≤ tx

k

)}

= lim
t→∞

sup
k≥۰

M

{
η۱ >

t(۱− x)

k + ۱

}
∧M

{
ξ۱ ≤ tx

k

}
= lim

t→∞
sup
k≥۰

(
۱−Ψ

(
t(۱− x)

k + ۱

))
∧ Φ

(
tx

k

)
= sup

y>۰
Φ(xy) ∧ (۱−Ψ(y − xy)) = Υ(x).



نایقین تجدید فرایند ٣٠٠

، یعن

lim
t→∞

M

{
۱
t

Nt∑
i=۱

ξi ≤ x

}
≤ Υ(x). (۴١٢ . ١)

داریم ر دی طرف از

M

{
۱
t

Nt+۱∑
i=۱

ξi > x

}

= M

{ ∞∪
k=۰

(Nt = k) ∩

(
۱
t

k+۱∑
i=۱

ξi > x

)}

≤ M

{ ∞∪
k=۰

(
k∑

i=۱
(ξi + ηi) ≤ t

)
∩

(
۱
t

k+۱∑
i=۱

ξi > x

)}

≤ M

{ ∞∪
k=۰

(
tx− ξk+۱ +

k∑
i=۱

ηi ≤ t

)
∩

(
۱
t

k+۱∑
i=۱

ξi > x

)}

= M

{ ∞∪
k=۰

(
۱
t

k∑
i=۱

ηi −
ξk+۱
t

≤ ۱− x

)
∩

(
۱
t

k+۱∑
i=۱

ξi > x

)}
.

چون
ξk+۱
t

→ ۰, وقت t → ∞

و
k∑

i=۱
ηi ∼ kη۱,

k+۱∑
i=۱

ξi ∼ (k + ۱)ξ۱,

داریم

lim
t→∞

M

{
۱
t

Nt+۱∑
i=۱

ξi > x

}

≤ lim
t→∞

M

{ ∞∪
k=۰

(
η۱ ≤ t(۱− x)

k

)
∩
(
ξ۱ >

tx

k + ۱

)}

= lim
t→∞

sup
k≥۰

M

{
η۱ ≤ t(۱− x)

k

}
∧M

{
ξ۱ >

tx

k + ۱

}
= lim

t→∞
sup
k≥۰

Ψ

(
t(۱− x)

k + ۱

)
∧
(
۱− Φ

(
tx

k + ۱

))
= sup

y>۰
(۱− Φ(xy)) ∧Ψ(y − xy).



٣٠١ متناوب تجدید فرایند

داریم ، دوگان موضوعه اصل از استفاده با

lim
t→∞

M

{
۱
t

Nt+۱∑
i=۱

ξi ≤ x

}
≥ ۱− sup

y>۰
(۱− Φ(xy)) ∧Ψ(y − xy)

= inf
y>۰

Φ(xy) ∨ (۱−Ψ(y − xy)) = Υ(x).

یعن

lim
t→∞

M

{
۱
t

Nt+۱∑
i=۱

ξi ≤ x

}
≥ Υ(x). (۴١٢ . ٢)

چون
۱
t

Nt∑
i=۱

ξi ≤
At

t
≤ ۱

t

Nt+۱∑
i=۱

ξi,

داریم

M

{
۱
t

Nt∑
i=۱

ξi ≤ x

}
≥ M

{
At

t
≤ x

}
≥ M

{
۱
t

Nt+۱∑
i=۱

ξi ≤ x

}
.

داریم x حقیق عدد هر برای ،(۴١٢ . ٢) و (۴١٢ . ١) از

lim
t→∞

{
At

t
≤ x

}
= Υ(x).

است. شده ثابت قضیه م شود. را هم ξ۱/(ξ۱ + η۱) به توزیع در At/t پذیری دسترس نرخ پس

زمان های با متناوب تجدید فرایند ی At کنید فرض متناوب) تجدید قضیه ،[١٧٨]) ١۴ . ١٢ قضیه
کنید فرض هستند. η۱, η۲, . . . نایقین مستقل بی موقع زمان های و ξ۱, ξ۲, . . . نایقین مستقل به موقع

آنگاه هستند. مستقل نایقین بردارهای (η۱, η۲, . . .) و (ξ۱, ξ۲, . . .)

lim
t→∞

E[At]

t
= E

[
ξ۱

ξ۱ + η۱

]
. (۴١٢ . ٣)

آنگاه باشند، Ψ و Φ منظم نایقین توزیع های با ترتیب به بی موقع و به موقع زمان های اگر

lim
t→∞

E[At]

t
=

∫ ۱

۰

Φ−۱(α)

Φ−۱(α) + Ψ−۱(۱− α)
dα. (۴۴ . ١٢)

At/t چون یرید. ب G(x) و Ft(x) ترتیب به را ξ۱/(ξ۱ + η۱) و At/t نایقین توزیع های برهان:
قضیه از .Ft(x) → G(x) داریم t → ∞ که وقت است، را هم ξ۱/(ξ۱ + η۱) به توزیع در

داریم لب تسلط رایی هم

lim
t→∞

E[At]

t
= lim

t→∞

∫ ۱

۰
(۱− Ft(x))dx =

∫ ۱

۰
(۱−G(x))dx = E

[
ξ۱

ξ۱ + η۱

]
.



نایقین تجدید فرایند ٣٠٢

کاهش η۱ برحسب و است اکید افزایش ξ۱ برحسب ξ۱/(ξ۱ + η۱) نایقین متغیر چون نهایت، در
صورت به معکوس نایقین توزیع است، اکید

G−۱(α) =
Φ−۱(α)

Φ−۱(α) + Ψ(۱− α)

م شود. نتیجه (۴۴ . ١٢) رابطه است.

کتابشناس نکات ١٢ . ٧

برخ [٩١] لیو بعد، سال دو شد. مطرح [٨۵] لیو توسط ٢٠٠٨ سال در بار اولین نایقین تجدید فرایند
همچنین [٩١] لیو کرد. ثابت تجدیدها تعداد میانگین تعیین برای را مقدمات تجدید قضیه های از
پاداش نرخ تعیین برای را تجدید پاداش قضیه های از برخ و داد ارائه را نایقین تجدید پاداش فرایند
دادند ارائه را نایقین تجدید فرایند ی [١٧٨] ل یائو‐ این، بر علاوه کرد. بررس و ثابت مدت بلند
قضیه اساس بر کردند. ثابت دسترس پذیری نرخ تعیین برای را متناوب تجدید قضیه های از بعض و
از پس کرد. ارائه خرابی شاخص فرمول ی با نایقین بیمه مدل ی [٩٧] لیو نایقین، تجدید فرایند
‐یائو ک این، بر علاوه شد. بررس [١٩۵] یائو‐ژو و [١٩١] گین یائو‐ توسط نایقین بیمه مدل آن،
[١٨١] و یائو‐رالس و کردند بحث نایقین بلوک تعویض سیاست درباره [٢١١] گو ژانگ‐ و [٧۴]
آوردند. دست به را مدت دراز تعویض هزینه متوسط و کردند بررس را نایقین دوره ای تعویض سیاست



١٣ فصل

نایقین حسابان

نایقین فرایندهای انتگرال و دیفرانسیل حساب به که است ریاضیات از شاخه ای نایقین حسابان
انتگرال و متغیرها تغییر ، زنجیری قاعده ، اساس قضیه لیو، انتگرال لیو، فرایند فصل این م پردازد.

م کند. معرف را جزء به جزء

لیو فرایند ١٣ . ١

آن نموهای که کرد بررس را مانا و مستقل نموهای با فرایند نوع ی [٨٧] لیو ،٢٠٠٩ سال در
جامعه طرف از آن، سودمندی و اهمیت دلیل به فرایندها این بعدها، هستند. نایقین نرمال متغیرهای

است. آمده زیر در آن رسم تعریف شد. گذاری نام لیو فرایند عنوان به اه دانش علم و

هرگاه م شود نامیده لیو فرایند Ct نایقین فرایند ی ([٨٧] (لیو ١٣ . ١ تعریف

باشند. شیتز لیپ پیوسته آن نمونه ای مسیرهای تمام تقریباً و C۰ = ۰ . ١

باشد. داشته مستقل و مانا نموهای و Ct . ٢

باشد. t۲ واریانس و ۰ امید با نرمال نایقین متغیر ی Cs+t − Cs نمو هر . ٣

امید با نایقین نرمال توزیع با مانا مستقل، نموهای با فرایند ی Ct لیو فرایند ی که است واضح
Ct نایقین توزیع است. t۲ واریانس و ۰ ریاض

Φt(x) =

(
۱+ exp

(
− πx√

۳t

))−۱
(١٣ . ١)

آن معکوس نایقین توزیع و است

Φ−۱
t (α) =

t
√
۳

π
ln

α

۱− α
(١٣ . ٢)

با لیو فرایند ببینید. را ١٣ . ١ ل ش است. α مقدار هر برای t زمان از ن هم خط تابع های که است
سوال این به زیر قضیه دارد؟ وجود نایقین فرایند چنین آیا شد. توصیف فوق تعریف در ویژگ سه

م دهد. پاسخ



نایقین حسابان ٣٠۴
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t

۰

Φ−۱
t (α)

...............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................α = ۰٫۱

...............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................α = ۰٫۲

........................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................α = ۰٫۳

.....................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................α = ۰٫۴

....................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................α = ۰٫۵....................................................................................................................................................................................................................................................
.................................................................................................................α = ۰٫۶

......................................................................................................................
......................................................................................................................

......................................................................................................................
......α = ۰٫۷
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..........................................................................

..........................................................................
..........................................................................

.......................................................................α = ۰٫۸

.................................................
.................................................

.................................................
.................................................

.................................................
.................................................

.................................................
........................................α = ۰٫۹

لیو. فرایند معکوس نایقین توزیع :١٣ . ١ ل ش

دارد. وجود لیو فرایند وجودی) [٩١]،قضیه (لیو ١٣ . ١ قضیه

توزیع که دارد وجود Ct ثابت مستقل نموهای با فرایند ی که م شود نتیجه ١١ . ١٨ قضیه از برهان:
صورت به آن معکوس نایقین

Φ−۱
t (α) =

σ
√
۳

π
ln

α

۱− α
t

Cs+t−Cs نمو هر که کرد ثابت م توان آسان به دارد. شیتز لیپ پیوسته نسخه Ct همچنین، است.
دارد. وجود لیو فرایند پس است. t۲ واریانس و ۰ انتظار مورد مقدار با نرمال نایقین متغیر ی

متغیر ی Ct/t نسبت ،t > ۰ بار هر برای پس است. لیو فرایند ی Ct کنید فرض ١٣ . ٢ قضیه
داریم: t > ۰ هر برای یعن است. ۱ واریانس و ۰ انتظار مورد مقدار با نرمال نایقین

Ct

t
∼ N (۰,۱). (١٣ . ٣)

نایقین توزیع Ct/t عملیات قانون طبق است، N (۰, t) نرمال نایفین متغیر ی Ct چون برهان:

Ψ(x) = Φt(tx) =

(
۱+ exp

(
− πx√

۳

))−۱
.

است. شده ثابت قضیه است. ۱ واریانس و ۰ امید با نرمال نایقین متغیر ی Ct/t پس دارد.

داریم ،t زمان هر برای پس است. لیو فرایند ی Ct کنید فرض ([٩١] (لیو ١٣ . ٣ قضیه

t۲

۲ ≤ E[C۲
t ] ≤ t۲. (۴ . ١٣)



٣٠۵ لیو فرایند

بیان (١٣ . ١) با Φt(x) نایقین توزیع و است نرمال نایقین متغیر ی Ct که کنید توجه برهان:
م شود: نتیجه انتظار مورد مقدار تعریف از م شود.

E[C۲
t ] =

∫ +∞

۰
M{C۲

t ≥ x}dx =

∫ +∞

۰
M{(Ct ≥

√
x) ∪ (Ct ≤ −

√
x)}dx.

داریم: ر دی طرف از

E[C۲
t ] ≤

∫ +∞

۰
(M{Ct ≥

√
x}+M{Ct ≤ −

√
x})dx

=

∫ +∞

۰
(۱− Φt(

√
x) + Φt(−

√
x))dx = t۲.

داریم: همچنین

E[C۲
t ] ≥

∫ +∞

۰
M{Ct ≥

√
x}dx =

∫ +∞

۰
(۱− Φt(

√
x))dx =

t۲

۲ .

است. شده ثابت (۴ . ١٣) پس

داریم ،t زمان هر برای است. لیو فرایند Ct کنید فرض ([۶۵] (ایومورا‐زو ۴ . ١٣ قضیه

۱٫۲۴t۴ < V [C۲
t ] < ۴٫۳۱t۴. (۵ . ١٣)

که م کند ایجاب واریانس تعریف طرف، ی از است. C۲
t انتظار مورد مقدار q کنید فرض برهان:

V [C۲
t ] =

∫ +∞

۰
M{(C۲

t − q)۲ ≥ x}dx

≤
∫ +∞

۰
M

{
Ct ≥

√
q +

√
x

}
dx

+

∫ +∞

۰
M

{
Ct ≤ −

√
q +

√
x

}
dx

+

∫ +∞

۰
M

{
−
√
q −

√
x ≤ Ct ≤

√
q −

√
x

}
dx.

داریم ،t۲/۲ ≤ q ≤ t۲ چون

اول جمله =

∫ +∞

۰
M

{
Ct ≥

√
q +

√
x

}
dx

≤
∫ +∞

۰
M

{
Ct ≥

√
t۲/۲+

√
x

}
dx

=

∫ +∞

۰

۱−

(
۱+ exp

(
−π
√

t۲/۲+
√
x√

۳t

))−۱
dx

≤ ۱٫۷۲۵t۴,



نایقین حسابان ٣٠۶

دوم جمله =

∫ +∞

۰
M

{
Ct ≤ −

√
q +

√
x

}
dx

≤
∫ +∞

۰
M

{
Ct ≤ −

√
t۲/۲+

√
x

}
dx

=

∫ +∞

۰

(
۱+ exp

(
π
√

t۲/۲+
√
x√

۳t

))−۱

dx

≤ ۱٫۷۲۵t۴,

سوم جمله =

∫ +∞

۰
M

{
−
√
q −

√
x ≤ Ct ≤

√
q −

√
x

}
dx

≤
∫ +∞

۰
M

{
Ct ≤

√
q −

√
x

}
dx

≤
∫ +∞

۰
M

{
Ct ≤

√
t۲ −

√
x

}
dx

=

∫ +∞

۰

(
۱+ exp

(
−π
√

t۲ +
√
x√

۳t

))−۱

dx

< ۰٫۸۶t۴.

که م شود نتیجه بالایی کران سه از

V [C۲
t ] < ۱٫۷۲۵t۴ + ۱٫۷۲۵t۴ + ۰٫۸۶t۴ = ۴٫۳۱t۴.

داریم ر دی سوی از

V [C۲
t ] =

∫ +∞

۰
M{(C۲

t − q)۲ ≥ x}dx

≥
∫ +∞

۰
M

{
Ct ≥

√
q +

√
x

}
dx

≥
∫ +∞

۰
M

{
Ct ≥

√
t۲ +

√
x

}
dx

=

∫ +∞

۰

۱−

(
۱+ exp

(
−π
√

t۲ +
√
x√

۳t

))−۱
 dx

> ۱٫۲۴t۴.

مربع واریانس کران که است این نشده) (حل باز مسئله ی م شود. نتیجه قضیه درست بنابراین
بخشیم. بهبود را لیو فرایند



٣٠٧ لیو انتگرال

نایقین فرایند ،σ > ۰ و e حقیق عدد هر برای است. لیو فرایند ی Ct کنید فرض ١٣ . ٢ تعریف

At = et+ σCt (۶ . ١٣)

م شود. اطلاق انتشار σ و رانش e آن در که م شود، نامیده لیو حسابی فرایند

این، بر علاوه است. مانا و مستقل نموهای با فرایند ی ،At لیو حسابی فرایند که است واضح
یعن دارد، σ۲t۲ واریانس و et انتظار مورد مقدار با نرمال نایقین توزیع ،At لیو حسابی فرایند

At ∼ N (et, σt) (١٣ . ٧)

صورت به آن نایقین توزیع که

Φt(x) =

(
۱+ exp

(
π(et− x)√

۳σt

))−۱
(١٣ . ٨)

صورت به آن معکوس نایقین توزیع و است

Φ−۱
t (α) = et+

σt
√
۳

π
ln

α

۱− α
. (١٣ . ٩)

است.

نایقین فرایند ،σ > ۰ و e حقیق عدد هر برای است. لیو فرایند ی Ct کنید فرض ١٣ . ٣ تعریف

Gt = exp(et+ σCt) (١٣ . ١٠)

لوگ‐ ضریب σ و لوگ‐رانش ضریب عنوان به e آن در که م شود، نامیده لیو هندس فرایند ی
هستند. انتشار

یعن دارد، لوگ‐نرمال نایقین توزیع Gt لیو هندس فرایند که باشید داشته توجه

Gt ∼ LOGN (et, σt) (١٣ . ١١)

آن معکوس نایقین توزیع و

Φt(x) =

(
۱+ exp

(
π(et− lnx)√

۳σt

))−۱
(١٣ . ١٢)

Gt لیو هندس فرایند انتظار مورد مقدار این، بر علاوه است.

E[Gt] =

{
σt
√
۳ exp(et) csc(σt

√
۳), t < π/(σ

√
۳) اگر

+∞, t ≥ π/(σ
√
۳) اگر

(١٣ . ١٣)

است.



نایقین حسابان ٣٠٨

لیو انتگرال ١٣ . ٢

(انتگرال لیو فرایند به نسبت زیرانتگرال) (تابع نایقین فرایند به تا م کند فراهم را ان ام این لیو انتگرال
خود نیز لیو انتگرال از حاصل نتیجه بپردازیم. نایقین، انتگرال موضوع پرطرفدارترین عنوان به گیر)،

است. نایقین فرایند ی

بازه افراز هر برای است. لیو فرایند ی Ct و نایقین فرایند ی Xt کنید فرض [٨٧] ۴ . ١٣ تعریف
صورت به تظریف a = t۱ < t۲ < · · · < tk+۱ = b صورت به [a, b] بسته

∆ = max
۱≤i≤k

|ti+۱ − ti| (١۴ . ١٣)

صورت به Ct به نسبت Xt لیو انتگرال صورت این در م شود. نوشته

∫ b

a

XtdCt = lim
∆→۰

k∑
i=۱

Xti · (Cti+۱ − Cti) (١۵ . ١٣)

نایقین فرایند حالت، این در باشد. متناه و موجود قطع تقریباً حد این که آن شرط به م شود تعریف
م شود. نامیده انتگرال پذیر Xt

ی نیز (١۵ . ١٣) در شده تعریف حد هستند، نایقین متغیرهای t لحظه هر در Ct و Xt چون
Xt نایقین فرایند رو این از باشد. متناه و قطع موجود تقریباً حد که آن شرط به است، نایقین متغیر
باشد. نایقین متغیر ی (١۵ . ١٣) در شده تعریف حد اگر تنها و اگر است انتگرال پذیر Ct به نسبت

داریم (١۵ . ١٣) از ،۰ = t۱ < t۲ < · · · < tk+۱ = s افراز هر برای :١٣ . ١ مثال

∫ s

۰
dCt = lim

∆→۰

k∑
i=۱

(Cti+۱ − Cti) ≡ Cs − C۰ = Cs.

∫یعن s

۰
dCt = Cs. (١۶ . ١٣)

داریم (١۵ . ١٣) از ∆ → ۰ وقت ،۰ = t۱ < t۲ < · · · < tk+۱ = s افراز هر برای :١٣ . ٢ مثال

C۲
s =

k∑
i=۱

(
C۲

ti+۱ − C۲
ti

)

=

k∑
i=۱

(
Cti+۱ − Cti

)۲
+ ۲

k∑
i=۱

Cti

(
Cti+۱ − Cti

)
→ ۰+ ۲

∫ s

۰
CtdCt



٣٠٩ لیو انتگرال

∫یعن s

۰
CtdCt =

۱
۲C

۲
s . (١٣ . ١٧)

داریم (١۵ . ١٣) از ∆ → ۰ وقت ،۰ = t۱ < t۲ < · · · < tk+۱ = s افراز هر برای :١٣ . ٣ مثال

sCs =

k∑
i=۱

(
ti+۱Cti+۱ − tiCti

)
=

k∑
i=۱

Cti+۱(ti+۱ − ti) +

k∑
i=۱

ti(Cti+۱ − Cti)

→
∫ s

۰
Ctdt+

∫ s

۰
tdCt

∫یعن s

۰
Ctdt+

∫ s

۰
tdCt = sCs. (١٣ . ١٨)

به نسبت [a, b] بر آن آنگاه باشد، [a, b] بر پیوسته نمونه ای نایقین فرایند ی Xt اگر ۵ . ١٣ قضیه
است. انتگرال پذیر Ct

فرایند چون است. [a, b] بسته بازه افراز ی a = t۱ < t۲ < · · · < tk+۱ = b کنیم فرض برهان:
هستند. پیوسته تابع های t حسب بر نمونه، مسیرهای تمام تقریباً است، پیوسته نمونه ای Xt نایقین

حد پس

lim
∆→۰

k∑
i=۱

Xti(Cti+۱ − Cti)

نایقین متغیرهای t زمان هر در Ct و Xt چون ر، دی سوی از است. متناه و موجود قطع تقریباً
Xt لذا و است نایقین متغیر ی نیز حد این بنابراین است. اندازه پذیر تابع ی نیز فوق حد هستند،

است. انتگرال پذیر Ct برحسب

[a, b] از زیربازه هر بر پس است. [a, b] بر انتگرال پذیر نایقین فرایند ی Xt کنید فرض ۶ . ١٣ قضیه
آنگاه c ∈ [a, b] اگر این، بر علاوه است. انتگرال پذیر ∫نیز b

a

XtdCt =

∫ c

a

XtdCt +

∫ b

c

XtdCt. (١٣ . ١٩)

[a, b] بر انتگرال پذیر نایقین فرایند ی Xt چون است. [a, b] زیربازه ی [a′, b′] کنید فرض برهان:
افراز هر برای است،

a = t۱ < · · · < tm = a′ < tm+۱ < · · · < tn = b′ < tn+۱ < · · · < tk+۱ = b,



نایقین حسابان ٣١٠

حد

lim
∆→۰

k∑
i=۱

Xti(Cti+۱ − Cti)

حد بنابراین است. متناه و موجود قطع تقریباً

lim
∆→۰

n−۱∑
i=m

Xti(Cti+۱ − Cti)

افراز برای حال، است. انتگرال پذیر [a′, b′] زیربازه بر Xt پس است. متناه و موجود قطع تقریباً

a = t۱ < · · · < tm = c < tm+۱ < · · · < tk+۱ = b,

داریم

k∑
i=۱

Xti(Cti+۱ − Cti) =

m−۱∑
i=۱

Xti(Cti+۱ − Cti) +

k∑
i=m

Xti(Cti+۱ − Cti).

که کنید ∫توجه b

a

XtdCt = lim
∆→۰

k∑
i=۱

Xti(Cti+۱ − Cti),

∫ c

a

XtdCt = lim
∆→۰

m−۱∑
i=۱

Xti(Cti+۱ − Cti),

∫ b

c

XtdCt = lim
∆→۰

k∑
i=m

Xti(Cti+۱ − Cti).

شد. داده نشان (١٣ . ١٩) معادله برقراری پس

[a, b] بر انتگرال پذیر نایقین فرایندهای Yt و Xt کنید فرض لیو) انتگرال بودن (خط ١٣ . ٧ قضیه
صورت این در هستند. حقیق اعداد β و α ∫و b

a

(αXt + βYt)dCt = α

∫ b

a

XtdCt + β

∫ b

a

YtdCt. (١٣ . ٢٠)

از است. [a, b] بسته بازه از افراز ی a = t۱ < t۲ < · · · < tk+۱ = b کنید فرض برهان:
م شود نتیجه لیو انتگرال ∫تعریف b

a

(αXt + βYt)dCt = lim
∆→۰

k∑
i=۱

(αXti + βYti)(Cti+۱ − Cti)

= lim
∆→۰

α

k∑
i=۱

Xti(Cti+۱ − Cti) + lim
∆→۰

β

k∑
i=۱

Yti(Cti+۱ − Cti)

= α

∫ b

a

XtdCt + β

∫ b

a

YtdCt.

است. شده ثابت (١٣ . ٢٠) معادله پس



٣١١ لیو انتگرال

لیو انتگرال پس است. t برحسب انتگرال پذیر تابع ی f(t) کنید فرض ١٣ . ٨ ∫قضیه s

۰
f(t)dCt (١٣ . ٢١)

و است نرمال نایقین متغیر ی s لحظه هر ∫در s

۰
f(t)dCt ∼ N

(
۰,
∫ s

۰
|f(t)|dt

)
. (١٣ . ٢٢)

با [۰, s] بازه افراز هر برای هستند، مستقل و مانا نایقین متغیرهای Ct نموهای چون برهان:

۰ = t۱ < t۲ < · · · < tk+۱ = s

که م شود نتیجه ٢ . ١٢ قضیه از

k∑
i=۱

f(ti)(Cti+۱ − Cti) ∼ N

(
۰,

k∑
i=۱

|f(ti)|(ti+۱ − ti)

)
.

تظریف که زمان است، انتگرال پذیر تابع ی f چون است. نایقین متغیر ی نیز مجموع یعن
داریم ،∆ → ۰

k∑
i=۱

|f(ti)|(ti+۱ − ti) →
∫ s

۰
|f(t)|dt

∫پس s

۰
f(t)dCt = lim

∆→۰

k∑
i=۱

f(ti)(Cti+۱ − Cti) ∼ N
(
۰,
∫ s

۰
|f(t)|dt

)
.

است. شده ثابت قضیه

لیو انتگرال دهید نشان است. s > ۰ با شده داده زمان ی s کنید فرض :١٣ . ١ ∫تمرین s

۰
tdCt (١٣ . ٢٣)

نایقین توزیع و است N (۰, s۲/۲) نرمال نایقین متغیر ی

Φs(x) =

(
۱+ exp

(
− ۲πx√

۳s۲

))−۱
(٢۴ . ١٣)

دارد.

نایقین فرایند ،۰ < α < ۱ با α حقیق عدد هر برای :١٣ . ٢ تمرین

Fs =

∫ s

۰
(s− t)−αdCt (٢۵ . ١٣)



نایقین حسابان ٣١٢

و است نرمال نایقین متغیر ی Fs دهید نشان م شود. نامیده α شاخص با لیو کسری فرایند

Fs ∼ N
(
۰, s۱−α

۱− α

)
(٢۶ . ١٣)

صورت به آن نایقین توزیع که

Φs(x) =

(
۱+ exp

(
−π(۱− α)x√

۳s۱−α

))−۱
(١٣ . ٢٧)

است.

فرایندهای اگر است. نایقین فرایند ی Zt و لیو فرایند ی Ct کنید فرض [١۴] ۵ . ١٣ تعریف
t ≥ ۰ هر برای که طوری باشند داشته وجود σt و µt نایقین

Zt = Z۰ +

∫ t

۰
µsds+

∫ t

۰
σsdCs (١٣ . ٢٨)

نایقین دیفرانسیل Zt براین، علاوه است. σt انتشار و µt رانش با لیو عموم فرایند ی Zt آنگاه

dZt = µtdt+ σtdCt (١٣ . ٢٩)

دارد.

صورت به م توان را Ct لیو فرایند که م شود نتیجه (١۶ . ١٣) ازمعادله :۴ . ١٣ مثال

Ct =

∫ t

۰
dCs.

است. dCt آن نامعین دیفرانسیل و ۱ انتشار و ۰ رانش با لیو عموم فرایند ی Ct بنابراین نوشت.

صورت به م توان را C۲
t که م شود نتیجه (١٣ . ١٧) معادله از :۵ . ١٣ مثال

C۲
t = ۲

∫ t

۰
CsdCs

نایقین دیفرانسیل و ۲Ct انتشار و ۰ رانش با لیو عموم فرایند C۲ی
t بنابراین نوشت.

d(C۲
t ) = ۲CtdCt

است.

صورت به م توان را tCt که م شود نتیجه (١٣ . ١٨) معادله از :۶ . ١٣ مثال

tCt =

∫ t

۰
Csds+

∫ t

۰
sdCs

نایقین دیفرانسیل و t انتشار ، Ct رانش با لیو عموم فرایند ی tCt بنابراین نوشت.

d(tCt) = Ctdt+ tdCt

است.



٣١٣ اساس قضیه

است. نمونه‐پیوسته نایقین فرایند ی لیو، عموم فرایند هر [١۴] ١٣ . ٩ قضیه

داریم پس است. σt انتشار و µt رانش با لیو عموم فرایند ی Zt کنید فرض برهان:

Zt = Z۰ +

∫ t

۰
µsds+

∫ t

۰
σsdCs.

r → t وقت است واضح ،γ ∈ Γ هر برای

|Zt(γ)− Zr(γ)| =
∣∣∣∣∫ t

r

µs(γ)ds+

∫ t

r

σs(γ)dCs(γ)

∣∣∣∣→ ۰.

است. شده ثابت قضیه و است نمونه‐پیوسته Zt پس

اساس قضیه ١٣ . ٣

پیوسته مشتق با تابع ی h(t, c) کنید فرض نایقین) حسابان اساس قضیه ،[٨٧]) ١٣ . ١٠ قضیه
صورت به نایقین دیفرانسیل و است لیو عموم فرایند ی ، Zt = h(t, Ct) پس است.

dZt =
∂h

∂t
(t, Ct)dt+

∂h

∂c
(t, Ct)dCt (١٣ . ٣٠)

دارد.

که م شود نتیجه ۴ . ١٣ و ١٣ . ٣ قضیه های از .∆Ct = Ct+∆t − Ct = C∆t قراردهید برهان:
استفاده با است، مشتق پذیر پیوسته طور به h تابع چون هستند. مرتبه هم کوچ بینهایت ∆Ct و ∆t

اول مرتبه تقریب ،Zt کوچ بینهایت نمو تیلور، سری بسط از

∆Zt =
∂h

∂t
(t, Ct)∆t+

∂h

∂c
(t, Ct)∆Ct

رابطه به زیرا م آوریم، دست به را (١٣ . ٣٠) نایقین دیفرانسیل پس دارد.

Zs = Z۰ +

∫ s

۰

∂h

∂t
(t, Ct)dt+

∫ s

۰

∂h

∂c
(t, Ct)dCt. (١٣ . ٣١)

است. اساس قضیه از انتگرال فرم ی فرمول این که م شود تبدیل

داریم حالت این در کنیم. محاسبه را tCt نایقین دیفرانسیل بخواهیم کنید فرض :١٣ . ٧ مثال
آن جزئ مشتقات که h(t, c) = tc

∂h

∂t
(t, c) = c,

∂h

∂c
(t, c) = t

م شود نتیجه نایقین حسابان اساس قضیه از است.

d(tCt) = Ctdt+ tdCt. (١٣ . ٣٢)



نایقین حسابان ٣١۴

است. t انتشار و Ct رانش با لیو عموم فرایند ی tCt بنابراین

این در م کنیم. حساب را At = et+ σCt لیو حسابی فرایند نایقین دیفرانسیل حال :١٣ . ٨ مثال
آن جزئ مشتقات که ،h(t, c) = et+ σc حالت

∂h

∂t
(t, c) = e,

∂h

∂c
(t, c) = σ

م شود نتیجه نایقین حسابان اساس قضیه از است.

dAt = edt+ σdCt. (١٣ . ٣٣)

است. σ انتشار و e رانش با لیو عموم فرایند ی At بنابراین

عمل چنین Gt = exp(et+ σCt) لیو هندس فرایند نایقین دیفرانسیل محاسبه برای :١٣ . ٩ مثال
صورت به آن جزئ مشتقات که h(t, c) = exp(et+ σc) داریم حالت این در م کنیم.

∂h

∂t
(t, c) = eh(t, c),

∂h

∂c
(t, c) = σh(t, c)

داریم نایقین حسابان اساس قضیه از است.

dGt = eGtdt+ σGtdCt. (٣۴ . ١٣)

است. σGt انتشار و eGt رانش با لیو عموم فرایند ی Gt بنابراین

زنجیری قاعده ۴ . ١٣

است. نایقین حسابان اساس قضیه از خاص حالت ی زنجیری قاعده

پس است. پیوسته مشتق پذیر تابع ی f(c) کنید فرض زنجیری) قاعده ،[٨٧]) ١٣ . ١١ قضیه
نایقین دیفرانسیل f(Ct)

df(Ct) = f ′(Ct)dCt. (٣۵ . ١٣)

دارد.

داریم است، مشتق پذیر پیوسته طور به تابع ی f(c) چون برهان:

∂

∂t
f(c) = ۰, ∂

∂c
f(c) = f ′(c).

م شود. برقرار (٣۵ . ١٣) معادله نایقین حسابان اساس قضیه از

از .f ′(c) = ۲c و f(c) = c۲ داریم م کنیم. محاسبه را C۲
t نایقین دیفرانسیل حال :١٣ . ١٠ مثال

که م شود نتیجه زنجیری قاعده

dC۲
t = ۲CtdCt. (٣۶ . ١٣)



٣١۵ جزء به جزء انتگرال گیری

و f(c) = sin(c) حالت این در م کنیم. محاسبه را sin(Ct) نایقین دیفرانسیل :١٣ . ١١ مثال
که م شود نتیجه زنجیری قاعده از است. f ′(c) = cos(c)

d sin(Ct) = cos(Ct)dCt. (١٣ . ٣٧)

و f(c) = exp(c) حالت این در م کنیم. محاسبه را exp(Ct) نایقین دیفرانسیل :١٣ . ١٢ مثال
داریم زنجیری قاعده از است. f ′(c) = exp(c)

d exp(Ct) = exp(Ct)dCt. (١٣ . ٣٨)

تغییرمتغیرها ۵ . ١٣

پس است. مشتق پذیر پیوسته طور به تابع ی f کنید فرض تغییرمتغیرها) ،[٨٧]) ١٣ . ١٢ قضیه
داریم s > ۰ هر ∫برای s

۰
f ′(Ct)dCt =

∫ Cs

C۰

f ′(c)dc. (١٣ . ٣٩)

∫یعن s

۰
f ′(Ct)dCt = f(Cs)− f(C۰). (۴١٣ . ٠)

داریم زنجیری قاعده از است، مشتق پذیر پیوسته طور به تابع ی f چون برهان:

df(Ct) = f ′(Ct)dCt.

که م دهد نتیجه فرمول این

f(Cs) = f(C۰) +

∫ s

۰
f ′(Ct)dCt.

م شود. نتیجه قضیه برقراری ترتیب این به

نتيجه انتگرال متغيرهای تغيير از دارد، f(c) = c۲/۲ پادمشتق f ′(c) = c تابع چون :١٣ . ١٣ مثال
كه ∫م شود s

۰
CtdCt =

۱
۲C

۲
s − ۱

۲C
۲
۰ =

۱
۲C

۲
s .

انتگرال متغیرهای تغییر از دارد، f(c) = c۳/۳ پادمشتق ی f ′(c) = c۲ تابع چون :١۴ . ١٣ مثال
که م شود ∫نتیجه s

۰
C۲

t dCt =
۱
۳C

۳
s − ۱

۳C
۳
۰ =

۱
۳C

۳
s .

متغيرهای تغيير از دارد، f(c) = exp(c) پادمشتق ی f ′(c) = exp(c) تابع چون :١۵ . ١٣ مثال
كه م شود نتيجه ∫انتگرال s

۰
exp(Ct)dCt = exp(Cs)− exp(C۰) = exp(Cs)− ۱.



نایقین حسابان ٣١۶

جزء به جزء انتگرال گیری ۶ . ١٣

پس هستند. لیو فرایندهای Yt و Xt کنید فرض ( جزء به جزء ([٨٧]،انتگرال گیری ١٣ . ١٣ قضیه

d(XtYt) = YtdXt +XtdYt. (۴١٣ . ١)

به تابع ی xy تابع چون هستند. هم مرتبه و کوچ بینهایت ∆Yt و ∆Xt که کنید توجه برهان:
کوچ بینهایت نمو تیلور، سری بسط از استفاده با است، y و x به نسبت مشتق پذیر پیوسته طور

اول مرتبه تقریب XtYt

∆(XtYt) = Yt∆Xt +Xt∆Yt

م شود موجب زیرا م آوریم دست به را (۴١٣ . ١) نایقین دیفرانسیل دارد.

XsYs = X۰Y۰ +

∫ s

۰
YtdXt +

∫ s

۰
XtdYt. (۴١٣ . ٢)

است. شده ثابت قضیه بنابراین

نایقین دیفرانسیل نایقین، جزء به جزء انتگرال گیری تشریح برای :١۶ . ١٣ مثال

Zt = exp(t)C۲
t

م کنیم تعریف حالت، این در م کنیم. محاسبه را

Xt = exp(t), Yt = C۲
t .

پس
dXt = exp(t)dt, dYt = ۲CtdCt.

که م شود نتیجه جزء به جزء انتگرال گیری از

dZt = exp(t)C۲
t dt+ ۲ exp(t)CtdCt.

نایقین دیفرانسیل محاسبه برای م توان جزء به جزء انتگرال گیری :١٣ . ١٧ مثال

Zt = sin(t+ ۱)
∫ t

۰
sdCs

م کنیم تعریف حالت این در کرد. استفاده

Xt = sin(t+ ۱), Yt =

∫ t

۰
sdCs.

پس،

dXt = cos(t+ ۱)dt, dYt = tdCt.



٣١٧ کتابشناس نکات

که م شود نتیجه جزء به جزء انتگرال از

dZt =

(∫ t

۰
sdCs

)
cos(t+ ۱)dt+ sin(t+ ۱)tdCt.

که است واضح هستند. مشتق پذیر پیوسته طور به تابع های g و f کنید فرض :١٣ . ١٨ مثال

Zt = f(t)g(Ct)

م کنیم تعریف ،Zt نایقین دیفرانسیل محاسبه برای است. نایقین فرایند ی

Xt = f(t), Yt = g(Ct).

پس،
dXt = f ′(t)dt, dYt = g′(Ct)dCt.

که م شود نتیجه جزء به جزء انتگرال گیری از

dZt = f ′(t)g(Ct)dt+ f(t)g′(Ct)dCt.

کتابشناس نکات ١٣ . ٧

٢٠٠٨ سال در لیو توسط لیو، فرایند به نسبت نایقین فرایندهای از انتگرال منظور به نایقین انتگرال
تکنی های آن از که داد ارائه را نایقین حسابان اساس قضیه [٨٧] لیو بعد، سال ی شد. معرف [٨۵]

شدند. استنتاج جزء به جزء انتگرال گیری و تغییرمتغیرها زنجیری، قاعده
عنوان به شود. تعریف انتگرال ها ر دی به توجه با م تواند نیز نایقین انتگرال که باشید داشته توجه

ی [١٧] چن و کرد تعریف نایقین تجدید فرایند به نسبت را نایقین انتگرال ی [١٧٧] یائو مثال،
حسابان تئوری زمان، آن از کرد. بررس متناه تغییرپذیری با فرایندهای به توجه با را نایقین انتگرال

است. یافته توسعه خوبی به نایقین





١۴ فصل

نایقین دیفرانسیل معادله

وجود، به فصل این است. نایقین فرایندهای شامل دیفرانسیل معادله نوع نایقین دیفرانسیل معادله
یائو‐چِن فرمول و است شده داده اختصاص نایقین دیفرانسیل معادلات جواب های پایداری و تایی ی
دیفرانسیل معادلات جواب های از خانواده ی با نایقین دیفرانسیل معادله ی جواب نمایش برای را
اولین زمان ، فرین مقدار محاسبه برای فرمول ها چند فرمول، این اساس بر م کند. پیشنهاد معمول
معادلات حل برای عددی روش های این، بر علاوه است. شده فراهم نیز جواب زمان انتگرال و مشاهده

است. شده طراح نیز عموم نایقین دیفرانسیل

نایقین دیفرانسیل معادله ١ . ١۴

پس هستند. تابع دو g و f و است لیو فرایند ی Ct کنید فرض [٨۵] ١ . ١۴ تعریف

dXt = f(t,Xt)dt+ g(t,Xt)dCt (١ . ١۴)

برای (١ . ١۴) در که است نایقین فرایند ی Xt جواب ی م شود. نامیده نایقین دیفرانسیل معادله
م کند. صدق t هر

نایقین انتگرال معادله با (١ . ١۴) نایقین دیفرانسیل معادله :١ . ١۴ تذکر

Xs = X۰ +

∫ s

۰
f(t,Xt)dt+

∫ s

۰
g(t,Xt)dCt. (١ . ٢۴)

است. معادل

نایقین دیفرانسیل معادله پس هستند. انتگرال پذیر نایقین فرایند دو vt و ut کنید فرض ١ . ١۴ قضیه

dXt = utdt+ vtdCt (١ . ٣۴)

صورت به جواب ی

Xt = X۰ +

∫ t

۰
usds+

∫ t

۰
vsdCs (۴ . ١۴)

دارد.



نایقین دیفرانسیل معادله ٣٢٠

حسابان اساس قضیه مستقیم نتیجه یا و نایقین دیفرانسیل تعریف همان واقع در قضیه این برهان:
است. نایقین

نایقین دیفرانسیل معادله هستند. حقیق اعداد b و a کنید فرض :١ . ١۴ مثال

dXt = adt+ bdCt (۵ . ١۴)

آن جواب که م شود نتیجه ١ . ١۴ قضیه از یرید. ب نظر در را

Xt = X۰ +

∫ t

۰
ads+

∫ t

۰
bdCs

، یعن است.

Xt = X۰ + at+ bCt. (۶ . ١۴)

نایقین دیفرانسیل معادله پس هستند. انتگرال پذیر نایقین فرایند دو vt و ut کنید فرض ١ . ٢۴ قضیه

dXt = utXtdt+ vtXtdCt (١ . ٧۴)

صورت به جواب ی

Xt = X۰ exp

(∫ t

۰
usds+

∫ t

۰
vsdCs

)
(١ . ٨۴)

دارد.

معادله با اصل نایقین دیفرانسیل معادله ابتدا، برهان:

dXt

Xt
= utdt+ vtdCt

که م شود نتیجه نایقین حسابان اساس قضیه از است. معادل

d lnXt =
dXt

Xt
= utdt+ vtdCt

لذا و

lnXt = lnX۰ +

∫ t

۰
usds+

∫ t

۰
vsdCs.

دارد. (١ . ٨۴) صورت به جواب ی نایقین دیفرانسیل معادله پس

نایقین دیفرانسیل معادله هستند. حقیق اعداد b و a کنید فرض :١ . ٢۴ مثال

dXt = aXtdt+ bXtdCt (١ . ٩۴)

صورت به آن جواب که م شود نتیجه ١ . ٢۴ قضیه از یرید. ب نظر در

Xt = X۰ exp

(∫ t

۰
ads+

∫ t

۰
bdCs

)
یعن است.

Xt = X۰ exp (at+ bCt) . (١ . ١٠۴)



٣٢١ نایقین دیفرانسیل معادله

خط نایقین دیفرانسیل معادله

معادله پس هستند. انتگرال پذیر نایقین فرایندهای u۱t, u۲t, v۱t, v۲t کنید فرض [۶] ١ . ٣۴ قضیه
خط نایقین دیفرانسیل

dXt = (u۱tXt + u۲t)dt+ (v۱tXt + v۲t)dCt (١ . ١١۴)

صورت به جواب ی

Xt = Ut

(
X۰ +

∫ t

۰

u۲s
Us

ds+

∫ t

۰

v۲s
Us

dCs

)
(١ . ١٢۴)

آن در که دارد

Ut = exp

(∫ t

۰
u۱sds+

∫ t

۰
v۱sdCs

)
. (١ . ١٣۴)

م کنیم. تعریف نایقین دیفرانسیل معادلات از استفاده با را Vt و Ut فرایندهای ابتدا، برهان:

dUt = u۱tUtdt+ v۱tUtdCt, dVt =
u۲t
Ut

dt+
v۲t
Ut

dCt.

که م شود نتیجه جزء به جزء انتگرال گیری از

d(UtVt) = VtdUt + UtdVt = (u۱tUtVt + u۲t)dt+ (v۱tUtVt + v۲t)dCt.

که کنید توجه است. (١ . ١١۴) نایقین دیفرانسیل معادله جواب Xt = UtVt نایقین فرایند ، یعن

Ut = U۰ exp

(∫ t

۰
u۱sds+

∫ t

۰
v۱sdCs

)
,

Vt = V۰ +

∫ t

۰

u۲s
Us

ds+

∫ t

۰

v۲s
Us

dCs.

م شود. ثابت قضیه داریم. را (١ . ١٢۴) جواب ،V۰ = X۰ و U۰ = ۱ گرفتن نظر در با

خط نایقین دیفرانسیل معادله هستند. حقیق اعداد m, a, σ کنید فرض :١ . ٣۴ مثال

dXt = (m− aXt)dt+ σdCt (١۴ . ١۴)

داریم ابتدا، یرید. ب نظر در را

Ut = exp

(∫ t

۰
(−a)ds+

∫ t

۰
۰dCs

)
= exp(−at).

صورت به جواب که م شود نتیجه ١ . ٣۴ قضیه از

Xt = exp(−at)

(
X۰ +

∫ t

۰
m exp(as)ds+

∫ t

۰
σ exp(as)dCs

)



نایقین دیفرانسیل معادله ٣٢٢

یعن است.

Xt =
m

a
+ exp(−at)

(
X۰ −

m

a

)
+ σ exp(−at)

∫ t

۰
exp(as)dCs (١۵ . ١۴)

یعن است، نرمال نایقین متغیر ی Xt که کنید توجه .a ̸= ۰ که آن شرط به

Xt ∼ N
(m
a

+ exp(−at)
(
X۰ −

m

a

)
,
σ

a
− exp(−at)

σ

a

)
. (١۶ . ١۴)

خط نایقین دیفرانسیل معادله هستند. حقیق اعداد σ و m کنید فرض :۴ . ١۴ مثال

dXt = mdt+ σXtdCt (١ . ١٧۴)

داریم ابتدا، یرید. ب نظر در را

Ut = exp

(∫ t

۰
۰ds+

∫ t

۰
σdCs

)
= exp(σCt).

صورت به جواب که م شود نتیجه ١ . ٣۴ قضیه از

Xt = exp(σCt)

(
X۰ +

∫ t

۰
m exp(−σCs)ds+

∫ t

۰
۰dCs

)
یعن است.

Xt = exp(σCt)

(
X۰ +m

∫ t

۰
exp(−σCs)ds

)
. (١ . ١٨۴)

تحلیل روش های ١ . ٢۴

م شود. مطرح غیرخط نایقین دیفرانسیل معادلات برخ حل برای تحلیل روش دو بخش این در

اول تحلیل روش

مانند غیرخط نایقین دیفرانسیل معادلات حل برای تحلیل روش ی اینجا در

dXt = f(t,Xt)dt+ σtXtdCt (١ . ١٩۴)

و

dXt = αtXtdt+ g(t,Xt)dCt (١ . ٢٠۴)

م شود. پیشنهاد



٣٢٣ تحلیل روش های

است. انتگرال پذیر نایقین فرایند ی σt و است متغیره دو تابع ی f کنید فرض [١١٢] ۴ . ١۴ قضیه
نایقین دیفرانسیل معادله پس

dXt = f(t,Xt)dt+ σtXtdCt (١ . ٢١۴)

صورت به جواب ی

Xt = Y −۱
t Zt (١ . ٢٢۴)

آن در که دارد

Yt = exp

(
−
∫ t

۰
σsdCs

)
(١ . ٢٣۴)

نایقین دیفرانسیل معادله جواب Zt و

dZt = Ytf(t, Y
−۱
t Zt)dt (٢۴ . ١۴)

است. Z۰ = X۰ اولیه مقدار با

نایقین دیفرانسیل معادله Yt نایقین فرایند زنجیری، قاعده از استفاده با ابتدا برهان:

dYt = − exp

(
−
∫ t

۰
σsdCs

)
σtdCt = −YtσtdCt

که م شود نتیجه جزء به جزء گیری انتگرال از دارد.

d(XtYt) = XtdYt + YtdXt = −XtYtσtdCt + Ytf(t,Xt)dt+ YtσtXtdCt.

، یعن
d(XtYt) = Ytf(t,Xt)dt.

چون همچنین .dZt = Ytf(t, Y
−۱
t Zt)dt و Xt = Y −۱

t Zt داریم Zt = XtYt تعریف با
شد. بررس قضیه درست است. X۰ همان Z۰ اولیه مقدار ، Y۰ = ۱

نایقین دیفرانسیل معادله هستند. α ̸= ۱ با حقیق اعداد σ و α کنید فرض :۵ . ١۴ مثال

dXt = Xα
t dt+ σXtdCt (٢۵ . ١۴)

نایقین دیفرانسیل معادله در Zt و Yt = exp(−σCt) داریم ابتدا، یرید. ب نظر در را

dZt = exp(−σCt)(exp(σCt)Zt)
αdt = exp((α− ۱)σCt)Z

α
t dt

داریم ،α ̸= ۱ چون م کند. صدق

dZ۱−α
t = (۱− α) exp((α− ۱)σCt)dt.

که م شود نتیجه نایقین حسابان اساس قضیه از

Z۱−α
t = Z۱−α

۰ + (۱− α)

∫ t

۰
exp((α− ۱)σCs)ds.



نایقین دیفرانسیل معادله ٣٢۴

داریم است؛ X۰ همان Z۰ اولیه مقدار چون

Zt =

(
X۱−α

۰ + (۱− α)

∫ t

۰
exp((α− ۱)σCs)ds

)۱/(۱−α)

.

یعن دارد. را Xt = Y −۱
t Zt جواب (٢۵ . ١۴) نایقین دیفرانسیل معادله که م گوید ۴ . ١۴ قضیه

Xt = exp(σCt)

(
X۱−α

۰ + (۱− α)

∫ t

۰
exp((α− ۱)σCs)ds

)۱/(۱−α)

.

در است. انتگرال پذیر نایقین فرایند ی αt و متغیره دو تابع ی g کنید فرض [١١٢] ۵ . ١۴ قضیه
نایقین دیفرانسیل معادله صورت این

dXt = αtXtdt+ g(t,Xt)dCt (٢۶ . ١۴)

صورت به جواب ی

Xt = Y −۱
t Zt (١ . ٢٧۴)

آن در که دارد

Yt = exp

(
−
∫ t

۰
αsds

)
(١ . ٢٨۴)

نایقین دیفرانسیل معادله جواب Zt و

dZt = Ytg(t, Y
−۱
t Zt)dCt (١ . ٢٩۴)

است. Z۰ = X۰ اولیه مقدار با

نایقین معادله Yt نایقین فرایند زنجیری، قاعده از استفاده با ابتدا برهان:

dYt = − exp

(
−
∫ t

۰
αsds

)
αtdt = −Ytαtdt

که م شود نتیجه جزء به جزء انتگرال گیری از دارد.

d(XtYt) = XtdYt + YtdXt = −XtYtαtdt+ YtαtXtdt+ Ytg(t,Xt)dCt.

یعن
d(XtYt) = Ytg(t,Xt)dCt.

چون همچنین، .dZt = Ytg(t, Y
−۱
t Zt)dCt و Xt = Y −۱

t Zt داریم Zt = XtYt تعریف با
شد. بررس قضیه درست است. X۰ همان Z۰ اولیه مقدار ،Y۰ = ۱

نایقین دیفرانسیل معادله هستند. β ̸= ۱ با حقیق اعداد β و α کنید فرض :۶ . ١۴ مثال

dXt = αXtdt+Xβ
t dCt (١ . ٣٠۴)



٣٢۵ تحلیل روش های

نایقین دیفرانسیل معادله در Zt و Yt = exp(−αt) داریم ابتدا، یرید. ب نظر در را

dZt = exp(−αt)(exp(αt)Zt)
βdCt = exp((β − ۱)αt)Zβ

t dCt

داریم ،β ̸= ۱ چون م کند. صدق

dZ۱−β
t = (۱− β) exp((β − ۱)αt)dCt.

که م شود نتیجه نایقین حسابان اساس قضیه از

Z۱−β
t = Z۱−β

۰ + (۱− β)

∫ t

۰
exp((β − ۱)αs)dCs.

داریم است، X۰ همان Z۰ اولیه مقدار چون

Zt =

(
X۱−β

۰ + (۱− β)

∫ t

۰
exp((β − ۱)αs)dCs

)۱/(۱−β)

.

یعن دارد، Xt = Y −۱
t Zt جواب (١ . ٣٠۴) نایقین دیفرانسیل معادله که م گوید ۵ . ١۴ قضیه

Xt = exp(αt)

(
X۱−β

۰ + (۱− β)

∫ t

۰
exp((β − ۱)αs)dCs

)۱/(۱−β)

.

دوم تحلیل روش

مانند غیرخط نایقین دیفرانسیل معادلات حل برای تحلیل روش ی قسمت این در

dXt = f(t,Xt)dt+ σtdCt (١ . ٣١۴)

و

dXt = αtdt+ g(t,Xt)dCt. (١ . ٣٢۴)

م کنیم. ارائه

در است. انتگرال پذیر نایقین فرایند ی σt و متغیره دو تابع ی f کنید فرض [١٨٣] ۶ . ١۴ قضیه
نایقین دیفرانسیل معادله صورت این

dXt = f(t,Xt)dt+ σtdCt (١ . ٣٣۴)

صورت به جواب ی

Xt = Yt + Zt (٣۴ . ١۴)

آن در که دارد

Yt =

∫ t

۰
σsdCs (٣۵ . ١۴)

نایقین دیفرانسیل معادله جواب Zt و

dZt = f(t, Yt + Zt)dt (٣۶ . ١۴)

است. Z۰ = X۰ اولیه مقدار با



نایقین دیفرانسیل معادله ٣٢۶

پس دارد. dYt = σtdCt نایقین دیفرانسیل Yt ابتدا، برهان:

d(Xt − Yt) = dXt − dYt = f(t,Xt)dt+ σtdCt − σtdCt.

یعن
d(Xt − Yt) = f(t,Xt)dt.

از همچنین، .dZt = f(t, Yt + Zt)dt و Xt = Yt + Zt داریم ،Zt = Xt − Yt تعریف با
شد. بررس قضیه برقراری است. X۰ همان Z۰ اولیه مقدار که م شود نتیجه Y۰ = ۰

نایقین دیفرانسیل معادله هستند. α ̸= ۰ با حقیق اعداد σ و α کنید فرض :١ . ٧۴ مثال

dXt = α exp(Xt)dt+ σdCt (١ . ٣٧۴)

نایقین دیفرانسیل معادله در Zt و Yt = σCt داریم ابتدا یرید. ب نظر در را

dZt = α exp(σCt + Zt)dt

داریم α ̸= ۰ از م کند. صدق

d exp(−Zt) = −α exp(σCt)dt.

م شود نتیجه نایقین حسابان اساس قضیه از

exp(−Zt) = exp(−Z۰)− α

∫ t

۰
exp(σCs)ds.

داریم است، X۰ همان Z۰ اولیه مقدار چون

Zt = X۰ − ln

(
۱− α

∫ t

۰
exp(X۰ + σCs)ds

)
.

پس

Xt = X۰ + σCt − ln

(
۱− α

∫ t

۰
exp(X۰ + σCs)ds

)
.

در است. انتگرال پذیر نایقین فرایند ی αt و متغیره دو تابع ی g کنید فرض [١٨٣] ١ . ٧۴ قضیه
نایقین دیفرانسیل معادله صورت این

dXt = αtdt+ g(t,Xt)dCt (١ . ٣٨۴)

صورت به جواب ی

Xt = Yt + Zt (١ . ٣٩۴)

آن در که دارد

Yt =

∫ t

۰
αsds (۴١ . ٠۴)

نایقین دیفرانسیل معادله جواب Zt و

dZt = g(t, Yt + Zt)dCt (۴١ . ١۴)

است. Z۰ = X۰ اولیه مقدار با



٣٢٧ تایی ی و وجود

پس دارد. dYt = αtdt نایقین دیفرانسیل Yt نایقین فرایند برهان:

d(Xt − Yt) = dXt − dYt = αtdt+ g(t,Xt)dCt − αtdt.

یعن
d(Xt − Yt) = g(t,Xt)dCt.

این بر علاوه .dZt = g(t, Yt + Zt)dCt و Xt = Yt + Zt داریم ،Zt = Xt − Yt تعریف با
شد. بررس قضیه درست است. X۰ همان Z۰ اولیه مقدار که م شود نتیجه Y۰ = ۰ از

نایقین دیفرانسیل معادله هستند. σ ̸= ۰ با حقیق اعداد σ و α کنید فرض :١ . ٨۴ مثال

dXt = αdt+ σ exp(Xt)dCt (۴١ . ٢۴)

نایقین دیفرانسیل معادله در Zt و Yt = αt داریم ابتدا یرید. ب نظر در را

dZt = σ exp(αt+ Zt)dCt

م شود نتیجه σ ̸= ۰ از م کند. صدق

d exp(−Zt) = −σ exp(αt)dCt.

که م شود نتیجه نایقین حسابان اساس قضیه از

exp(−Zt) = exp(−Z۰)− σ

∫ t

۰
exp(αs)dCs.

داریم است، X۰ همان Z۰ اولیه مقدار چون

Zt = X۰ − ln

(
۱− σ

∫ t

۰
exp(X۰ + αs)dCs

)
.

پس

Xt = X۰ + αt− ln

(
۱− σ

∫ t

۰
exp(X۰ + αs)dCs

)
.

تایی ی و وجود ١ . ٣۴

نایقین دیفرانسیل معادله تایی) ی و وجود قضیه ،[۶]) ١ . ٨۴ قضیه

dXt = f(t,Xt)dt+ g(t,Xt)dCt (۴١ . ٣۴)

خط رشد شرط در g(t, x) و f(t, x) ضرایب اگر دارد تا ی جواب

|f(t, x)|+ |g(t, x)| ≤ L(۱+ |x|), ∀x ∈ ℜ, t ≥ ۰ (۴۴ . ١۴)

شیتز لیپ شرط و

|f(t, x)− f(t, y)|+ |g(t, x)− g(t, y)| ≤ L|x− y|, ∀x, y ∈ ℜ, t ≥ ۰ (۴۵ . ١۴)

باشد. نمونه‐پیوسته جواب همچنین، کنند. صدق L مانند مقداری برای



نایقین دیفرانسیل معادله ٣٢٨

تعریف را X(۰)
t = X۰ م کنیم. ثابت متوال تقریب های از استفاده با را جواب وجود ابتدا برهان:

n = ۱,۲, . . . برای و کنید

X
(n)
t = X۰ +

∫ t

۰
f
(
s,X(n−۱)

s

)
ds+

∫ t

۰
g
(
s,X(n−۱)

s

)
dCs

دهید قرار ،γ ∈ Γ هر برای و

D
(n)
t (γ) = max

۰≤s≤t

∣∣∣X(n+۱)
s (γ)−X(n)

s (γ)
∣∣∣

که م شود نتیجه شیتز لیپ شرط و خط رشد شرط از

D
(۰)
t (γ) = max

۰≤s≤t

∣∣∣∣∫ s

۰
f(v,X۰)dv +

∫ s

۰
g(v,X۰)dCv(γ)

∣∣∣∣
≤
∫ t

۰
|f(v,X۰)|dv +Kγ

∫ t

۰
|g(v,X۰)|dv

≤ (۱+ |X۰|)L(۱+Kγ)t

م توان استقرا، از استفاده با واقع در است. Ct(γ) نمونه ای مسیر شیتز لیپ ثابت Kγ آن در که
که کرد تحقیق

D
(n)
t (γ) ≤ (۱+ |X۰|)

Ln+۱(۱+Kγ)
n+۱

(n+ ۱)! tn+۱

طور به X(k)
t (γ) نمونه ای مسیرهای ،γ ∈ Γ هر برای ر، دی عبارت به است. برقرار n هر برای

جواب همان که دهید نشان Xt(γ) با را حد است. را هم مشخص زمان بازه هر روی نواخت ی
زیرا است، نایقین دیفرانسیل معادله

Xt = X۰ +

∫ t

۰
f(s,Xs)ds+

∫ t

۰
g(s,Xs)dCs.

نایقین دیفرانسیل معادله جواب های دو هر X∗
t و Xt کنید فرض م کنیم. ثابت را جواب تایی ی حال

که م شود نتیجه شیتز لیپ شرط و خط رشد شرط از ،γ ∈ Γ هر برای صورت این در هستند.

|Xt(γ)−X∗
t (γ)| ≤ L(۱+Kγ)

∫ t

۰
|Xv(γ)−X∗

v (γ)|dv.

داریم گرانوال نامساوی از استفاده با

|Xt(γ)−X∗
t (γ)| ≤ ۰ · exp(L(۱+Kγ)t) = ۰.

داریم r → t وقت ،γ ∈ Γ هر برای سرانجام، م شود. نتیجه جواب تایی ی و Xt = X∗
t پس

|Xt(γ)−Xr(γ)| =
∣∣∣∣∫ t

r

f(s,Xs(γ))ds+

∫ t

r

g(s,Xs(γ))dCs(γ)

∣∣∣∣→ ۰.

م شود. ثابت قضیه ترتیب این به و است پیوسته نمونه Xt پس



٣٢٩ پایداری

پایداری ۴ . ١۴

و Yt و Xt جواب دو هر برای اگر گویند پایدار را نایقین دیفرانسیل معادله ی [٨٧] ١ . ٢۴ تعریف
باشیم داشته ε > ۰ مشخص مقدار هر برای

lim
|X۰−Y۰|→۰

M{|Xt − Yt| < ε, ∀t ≥ ۰} = ۱. (۴۶ . ١۴)

نایقین دیفرانسیل معادله پایداری مفهوم توصیف برای :١ . ٩۴ مثال

dXt = adt+ bdCt (۴١ . ٧۴)

از عبارتند Y۰ و X۰ اولیه مقدارهای با جواب دو که است واضح یرید. ب نظر در را

Xt = X۰ + at+ bCt,

Yt = Y۰ + at+ bCt.

داریم ε > ۰ مشخص عدد هر برای پس

lim
|X۰−Y۰|→۰

M{|Xt − Yt| < ε, ∀t ≥ ۰} = lim
|X۰−Y۰|→۰

M{|X۰ − Y۰| < ε} = ۱.

است. پایدار (۴١ . ٧۴) نایقین دیفرانسیل معادله پس

نایقین دیفرانسیل معادله مثال برای نیستند. پایدار نایقین دیفرانسیل معادلات برخ :١ . ١٠۴ مثال

dXt = Xtdt+ bdCt (۴١ . ٨۴)

صورت به Y۰ و X۰ اولیه مقدارهای با جواب دو که است واضح یرید. ب نظر در را

Xt = exp(t)X۰ + b exp(t)

∫ t

۰
exp(−s)dCs,

Yt = exp(t)Y۰ + b exp(t)

∫ t

۰
exp(−s)dCs

داریم ،ε > ۰ معلوم عدد هر برای پس هستند.

lim
|X۰−Y۰|→۰

M{|Xt − Yt| < ε, ∀t ≥ ۰}

= lim
|X۰−Y۰|→۰

M{exp(t)|X۰ − Y۰| < ε, ∀t ≥ ۰} = ۰.

است. ناپایدار (۴١ . ٨۴) نایقین دیفرانسیل معادله پس

نایقین دیفرانسیل معادله پایداری) قضیه ،[١٧٩]) ١ . ٩۴ قضیه

dXt = f(t,Xt)dt+ g(t,Xt)dCt (۴١ . ٩۴)



نایقین دیفرانسیل معادله ٣٣٠

خط رشد شرط در g(t, x) و f(t, x) ضرایب اگر است پایدار

|f(t, x)|+ |g(t, x)| ≤ K(۱+ |x|), ∀x ∈ ℜ, t ≥ ۰ (۵١ . ٠۴)

قوی شیتز لیپ شرط و K ثابت برخ برای

|f(t, x)−f(t, y)|+ |g(t, x)−g(t, y)| ≤ L(t)|x−y|, ∀x, y ∈ ℜ, t ≥ ۰ (۵١ . ١۴)

کنند. صدق [۰,+∞) روی L(t) کراندار و انتگرال پذیر تابع برخ برای

برای که است موجود چنان R مانند ثابت مقدار است، کراندار [۰,+∞) روی L(t) چون برهان:
شیتز لیپ شرط برقراری موجب (۵١ . ١۴) قوی شیتز لیپ شرط پس .L(t) ≤ R ، t هر

|f(t, x)− f(t, y)|+ |g(t, x)− g(t, y)| ≤ R|x− y|, ∀x, y ∈ ℜ, t ≥ ۰. (۵١ . ٢۴)

نتیجه تایی ی و وجود قضیه و (۵١ . ٢۴) شیتز لیپ شرط ،(۵١ . ٠۴) خط رشد شرط از م شود.
به جواب دو Yt و Xt کنید فرض دارد. تا ی جواب (۴١ . ٩۴) نایقین دیفرانسیل معادله که م شود

داریم γ هر برای پس هستند. Y۰ و X۰ اولیه مقدارهای با ترتیب

d|Xt(γ)− Yt(γ)| ≤ |f(t,Xt(γ))− f(t, Yt(γ))|+ |g(t,Xt(γ))− g(t, Yt(γ))|

≤ L(t)|Xt(γ)− Yt(γ)|dt+ L(t)K(γ)|Xt(γ)− Yt(γ)|dt

= L(t)(۱+K(γ))|Xt(γ)− Yt(γ)|dt

که م شود نتیجه است. Ct(γ) نمونه ای مسیر شیتز لیپ ثابت K(γ) آن در که

|Xt(γ)− Yt(γ)| ≤ |X۰ − Y۰| exp
(
(۱+K(γ))

∫ +∞

۰
L(s)ds

)
.

داریم ε > ۰ مشخص مقدار هر برای همواره پس

M{|Xt − Yt| < ε, ∀t ≥ ۰}

≥ M

{
|X۰ − Y۰| exp

(
(۱+K(γ))

∫ +∞

۰
L(s)ds

)
< ε

}
.

،|X۰ − Y۰| → ۰ برای چون

M

{
|X۰ − Y۰| exp

(
(۱+K(γ))

∫ +∞

۰
L(s)ds

)
< ε

}
→ ۱

پس
lim

|X۰−Y۰|→۰
M{|Xt − Yt| < ε, ∀t ≥ ۰} = ۱.

است. پایدار نایقین دیفرانسیل معادله این بنابر

که طوری هستند t به نسبت کراندار تابع های u۱t, u۲t, v۱t, v۲t کنید فرض :١ . ١۴ ∫تمرین +∞

۰
|u۱t|dt < +∞,

∫ +∞

۰
|v۱t|dt < +∞. (۵١ . ٣۴)

نایقین دیفرانسیل معادله دهید نشان

dXt = (u۱tXt + u۲t)dt+ (v۱tXt + v۲t)dCt (۵۴ . ١۴)

است. پایدار



٣٣١ یائو‐چن فرمول

α‐مسیر ۵ . ١۴

معادله گوییم است. ۰ < α < ۱ خاصیت با عدد ی α کنید فرض [١٨٢] ١ . ٣۴ تعریف
نایقین دیفرانسیل

dXt = f(t,Xt)dt+ g(t,Xt)dCt (۵۵ . ١۴)

معمول دیفرانسیل معادله اگر دارد Xα
t α‐مسیر جواب

dXα
t = f(t,Xα

t )dt+ |g(t,Xα
t )|Φ−۱(α)dt (۵۶ . ١۴)

یعن است، معکوس استاندارد نرمال نایقین توزیع Φ−۱(α) آن در که کند حل را

Φ−۱(α) =

√
۳
π

ln
α

۱− α
. (۵١ . ٧۴)

ول است، t زمان حسب بر مقدار حقیق تابع ی Xα
t α‐مسیر هر که کنید توجه :١ . ٢۴ تذکر

به نسبت پیوسته تابع های α‐مسیرها تمام تقریبا همچنین؛ نیست. نمونه ای مسیرهای از ی لزوماً
هستند. t زمان

α‐مسیر ی X۰ = ۰ اولیه شرط با dXt = adt+ bdCt نایقین دیفرانسیل معادله :١ . ١١۴ مثال

Xα
t = at+ |b|Φ−۱(α)t (۵١ . ٨۴)

است. معکوس استاندارد نرمال نایقین توزیع Φ−۱ آن در که دارد

ی X۰ = ۱ اولیه شرط با dXt = aXtdt + bXtdCt نایقین دیفرانسیل معادله :١ . ١٢۴ مثال
α‐مسیر

Xα
t = exp

(
at+ |b|Φ−۱(α)t

)
(۵١ . ٩۴)

است. معکوس استاندارد نرمال نایقین توزیع Φ−۱ آن در که دارد

یائو‐چن فرمول ۶ . ١۴

م کند، ایجاد را معمول دیفرانسیل معادلات با نایقین دیفرانسیل معادلات بین رابطه یائو‐چن فرمول
دیفرانسیل معادلات با تصادف دیفرانسیل معادلات بین رابطه ای که فیمن‐کاچ فرمول مانند دقیقاً

است. کرده ایجاده معمول

معادله α‐مسیر و جواب  ترتیب به Xα
t و Xt کنید فرض ([١٨٢] یائو‐چن (فرمول ١ . ١٠۴ قضیه

نایقین دیفرانسیل

dXt = f(t,Xt)dt+ g(t,Xt)dCt, (۶١ . ٠۴)

صورت این در هستند.

M{Xt ≤ Xα
t , ∀t} = α, (۶١ . ١۴)

M{Xt > Xα
t , ∀t} = ۱− α. (۶١ . ٢۴)
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...................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................α = ۰٫۳
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........................................................................................
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............................................................................

...................................................α = ۰٫۹

.dXt = aXtdt+ bXtdCt α‐مسیرهای از طیف ی :١ . ١۴ ل ش

م کنیم افراز بخش دو به را زمان بازه ،Xα
t α‐مسیر هر برای ابتدا، برهان:

T+ =
{
t
∣∣ g (t,Xα

t ) ≥ ۰
}
,

T− =
{
t
∣∣ g (t,Xα

t ) < ۰
}
.

دهید قرار .T+ ∪ T− = [۰,+∞) و T+ ∩ T− = ∅ که است واضح

Λ+
۱ =

{
γ
∣∣ dCt(γ)

dt
≤ Φ−۱(α),∀t ∈ T+

}
,

Λ−
۱ =

{
γ
∣∣ dCt(γ)

dt
≥ Φ−۱(۱− α),∀t ∈ T−

}
جدا مجموعه های T− و T+ چون است. معکوس استاندارد نرمال نایقین توزیع Φ−۱ آنها در که

داریم دارد، مستقل نمو Ct و هستند

M{Λ+
۱ } = α, M{Λ−

۱ } = α, M{Λ+
۱ ∩ Λ−

۱ } = α.

رابطه همواره γ ∈ Λ+
۱ ∩ Λ−

۱ هر برای

g(t,Xt(γ))
dCt(γ)

dt
≤ |g(t,Xα

t )|Φ−۱(α), ∀t

و Xt(γ) ≤ Xα
t ،t هر برای پس است. برقرار

M{Xt ≤ Xα
t , ∀t} ≥ M{Λ+

۱ ∩ Λ−
۱ } = α. (۶١ . ٣۴)



٣٣٣ یائو‐چن فرمول

کنید تعریف ر، دی طرف از

Λ+
۲ =

{
γ
∣∣ dCt(γ)

dt
> Φ−۱(α),∀t ∈ T+

}
,

Λ−
۲ =

{
γ
∣∣ dCt(γ)

dt
< Φ−۱(۱− α),∀t ∈ T−

}
.

داریم دارد، مستقل نمو Ct و هستند جدا مجموعه های T− و T+ چون

M{Λ+
۲ } = ۱− α, M{Λ−

۲ } = ۱− α, M{Λ+
۲ ∩ Λ−

۲ } = ۱− α.

رابطه ،γ ∈ Λ+
۲ ∩ Λ−

۲ هر برای

g(t,Xt(γ))
dCt(γ)

dt
> |g(t,Xα

t )|Φ−۱(α), ∀t

و Xt(γ) > Xα
t ،t هر برای پس است. برقرار همواره

M{Xt > Xα
t , ∀t} ≥ M{Λ+

۲ ∩ Λ−
۲ } = ۱− α. (۶۴ . ١۴)

اصل از استفاده با هستند. متضاد رویداد دو {Xt ̸≤ Xα
t , ∀t} و {Xt ≤ Xα

t , ∀t} که کنید توجه
داریم دوگان موضوعه

M{Xt ≤ Xα
t , ∀t}+M{Xt ̸≤ Xα

t , ∀t} = ۱.

که م شود نتیجه نوایی ی قضیه و {Xt > Xα
t , ∀t} ⊂ {Xt ̸≤ Xα

t , ∀t} از

M{Xt ≤ Xα
t , ∀t}+M{Xt > Xα

t , ∀t} ≤ ۱. (۶۵ . ١۴)

م شوند. نتیجه (۶۵ . ١۴) و (۶۴ . ١۴) ،(۶١ . ٣۴) از (۶١ . ٢۴) و (۶١ . ١۴) رابطه های پس

هستند هم از جدا رویدادهای {Xt > Xα
t , ∀t} و {Xt ≤ Xα

t , ∀t} که کنید توجه :١ . ٣۴ تذکر
داریم همواره حال این با نم کند. تولید را مرجع مجموعه آنها اجتماع یعن نیستند. متضاد ول

M{Xt ≤ Xα
t , ∀t}+M{Xt > Xα

t , ∀t} ≡ ۱. (۶۶ . ١۴)

هستند درست زیر معادله دو ،α ∈ (۰,۱) هر برای که م شود داده نشان همچنین :۴ . ١۴ تذکر

M{Xt < Xα
t , ∀t} = α, (۶١ . ٧۴)

M{Xt ≥ Xα
t , ∀t} = ۱− α. (۶١ . ٨۴)
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جواب نایقین توزیع

نایقین دیفرانسیل معادله α‐مسیر ی Xα
t و جواب Xt کنید فرض [١٨٢] ١ . ١١۴ قضیه

dXt = f(t,Xt)dt+ g(t,Xt)dCt, (۶١ . ٩۴)

Xt معکوس نایقین توزیع صورت، این در است.

Ψ−۱
t (α) = Xα

t (١ . ٧٠۴)

است.

استفاده با است. برقرار t هر برای {Xt ≤ Xα
t } ⊃ {Xs ≤ Xα

s , ∀s} رابطه که کنید توجه برهان:
داریم یائو‐چن فرمول و نوایی ی قضیه از

M{Xt ≤ Xα
t } ≥ M{Xs ≤ Xα

s , ∀s} = α. (١ . ٧١۴)

داریم همچنین مشابه، طور به

M{Xt > Xα
t } ≥ M{Xs > Xα

s , ∀s} = ۱− α. (١ . ٧٢۴)

دوگان موضوعه اصل هستند، متضاد {Xt > Xα
t } و {Xt ≤ Xα

t } رویدادهای ،t هر برای چون
که م شود موجب

M{Xt ≤ Xα
t }+M{Xt > Xα

t } = ۱. (١ . ٧٣۴)

Ψ−۱
t (α) = پس M{Xt ≤ Xα

t } = α. که م شود نتیجه (١ . ٧٣۴) و (١ . ٧٢۴) ،(١ . ٧١۴) از
است. معکوس نایقین توزیع Xα

t

هستند نایقین دیفرانسیل معادله ی α‐مسیر و جواب ترتیب به Xα
t و Xt کنید فرض :١ . ٢۴ تمرین

صورت به J(Xt) معکوس نایقین توزیع دهید نشان است. اکید افزایش تابع ی J و

Ψ−۱
t (α) = J(Xα

t ) (٧۴ . ١۴)

است.

هستند نایقین دیفرانسیل معادله ی α‐مسیر و جواب ترتیب به Xα
t و Xt کنید فرض :١ . ٣۴ تمرین

صورت به J(Xt) معکوس نایقین توزیع دهید نشان است. اکید کاهش تابع ی J و

Ψ−۱
t (α) = J(X۱−α

t ) (٧۵ . ١۴)

است.

جواب انتظار مورد مقدار

نایقین دیفرانسیل معادله α‐مسیر و جواب ترتیب به Xα
t و Xt کنید فرض [١٨٢] ١ . ١٢۴ قضیه

dXt = f(t,Xt)dt+ g(t,Xt)dCt, (٧۶ . ١۴)

پس هستند.

E[Xt] =

∫ ۱

۰
Xα

t dα. (١ . ٧٧۴)
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از است. Xt معکوس نایقین توزیع Ψ−۱
t (α) = Xα

t که م کند بیان یائو‐چن فرمول برهان:
م شود. نتیجه (١ . ٧٧۴) برقراری ٢۵ . ٢ قضیه

هستند نایقین دیفرانسیل معادله ی α‐مسیر و جواب ترتیب به Xα
t و Xt کنید فرض :۴ . ١۴ تمرین

دهید نشان است. ( کاهش یا (افزایش نوا ی تابع ی J و

E[J(Xt)] =

∫ ۱

۰
J(Xα

t )dα. (١ . ٧٨۴)

جواب فرین مقدار

نایقین دیفرانسیل معادله α‐مسیر و جواب ترتیب به Xα
t و Xt کنید فرض [١٨٠] ١ . ١٣۴ قضیه

dXt = f(t,Xt)dt+ g(t,Xt)dCt, (١ . ٧٩۴)

سوپریموم ،s > ۰ زمان هر برای صورت این در هستند.

sup
۰≤t≤s

Xt (١ . ٨٠۴)

صورت به معکوس نایقین توزیع

Ψ−۱
s (α) = sup

۰≤t≤s
Xα

t (١ . ٨١۴)

اینفیموم همچنین و دارد

inf
۰≤t≤s

Xt (١ . ٨٢۴)

صورت به معکوس نایقین توزیع

Ψ−۱
s (α) = inf

۰≤t≤s
Xα

t (١ . ٨٣۴)

دارد.

که م شود نتیجه فرین مقدار اساس خاصیت از ،s > ۰ مشخص مقدار هر برای }برهان:
sup

۰≤t≤s
Xt ≤ sup

۰≤t≤s
Xα

t

}
⊃ {Xt ≤ Xα

t , ∀t}.

داریم یائو‐چن فرمول از استفاده با

M

{
sup

۰≤t≤s
Xt ≤ sup

۰≤t≤s
Xα

t

}
≥ M{Xt ≤ Xα

t , ∀t} = α. (٨۴ . ١۴)

داریم مشابه طور به

M

{
sup

۰≤t≤s
Xt > sup

۰≤t≤s
Xα

t

}
≥ M{Xt > Xα

t , ∀t} = ۱− α. (٨۵ . ١۴)
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که م شود نتیجه دوگان موضوعه اصل و (٨۵ . ١۴) ،(٨۴ . ١۴) از

M

{
sup

۰≤t≤s
Xt ≤ sup

۰≤t≤s
Xα

t

}
= α (٨۶ . ١۴)

که م شود نتیجه فرین مقدار اساس خاصیت از حال م کند. ثابت را (١ . ٨١۴) }که
inf

۰≤t≤s
Xt ≤ inf

۰≤t≤s
Xα

t

}
⊃ {Xt ≤ Xα

t , ∀t}.

داریم یائو‐چن فرمول از استفاده با

M

{
inf

۰≤t≤s
Xt ≤ inf

۰≤t≤s
Xα

t

}
≥ M{Xt ≤ Xα

t , ∀t} = α. (١ . ٨٧۴)

داریم مشابه طور به

M

{
inf

۰≤t≤s
Xt > inf

۰≤t≤s
Xα

t

}
≥ M{Xt > Xα

t , ∀t} = ۱− α. (١ . ٨٨۴)

که م شود نتیجه دوگان موضوعه اصل و (١ . ٨٨۴) ،(١ . ٨٧۴) از

M

{
inf

۰≤t≤s
Xt ≤ inf

۰≤t≤s
Xα

t

}
= α (١ . ٨٩۴)

شد. ثابت قضیه ترتیب این به م دهد. نشان را (١ . ٨٣۴) برقراری که

هستند. نایقین دیفرانسیل معادله ی α‐مسیر و جواب ترتیب به Xα
t و Xt کنید فرض :۵ . ١۴ تمرین

سوپریموم دهید نشان ،J اکید افزایش تابع هر و s > ۰ هر برای

sup
۰≤t≤s

J(Xt) (١ . ٩٠۴)

معکوس نایقین توزیع

Ψ−۱
s (α) = sup

۰≤t≤s
J(Xα

t ); (١ . ٩١۴)

اینفیموم و دارد

inf
۰≤t≤s

J(Xt) (١ . ٩٢۴)

معکوس نایقین توزیع

Ψ−۱
s (α) = inf

۰≤t≤s
J(Xα

t ) (١ . ٩٣۴)

دارد.
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هستند. نایقین دیفرانسیل معادله ی α‐مسیر و جواب ترتیب به Xα
t و Xt کنید فرض :۶ . ١۴ تمرین

سوپریموم دهید نشان ،J اکید کاهش تابع هر و s > ۰ هر برای

sup
۰≤t≤s

J(Xt) (٩۴ . ١۴)

معکوس نایقین توزیع

Ψ−۱
s (α) = sup

۰≤t≤s
J(X۱−α

t ); (٩۵ . ١۴)

اینفیموم و دارد

inf
۰≤t≤s

J(Xt) (٩۶ . ١۴)

معکوس نایقین توزیع

Ψ−۱
s (α) = inf

۰≤t≤s
J(X۱−α

t ) (١ . ٩٧۴)

دارد.

جواب برخورد اولین زمان

نایقین دیفرانسیل معادله α‐مسیر و جواب ترتیب به Xα
t و Xt کنید فرض [١٨٠] ١۴ . ١۴ قضیه

dXt = f(t,Xt)dt+ g(t,Xt)dCt, (١ . ٩٨۴)

م رسد، z سطح به Xt که τz برخورد اولین زمان ،z مشخص سطح هر برای صورت، این در هستند.
نایقین توزیع

Ψ(s) =


۱− inf

{
α
∣∣ sup
۰≤t≤s

Xα
t ≥ z

}
, z > X۰ اگر

sup

{
α
∣∣ inf
۰≤t≤s

Xα
t ≤ z

}
, z < X۰ اگر

(١ . ٩٩۴)

دارد.

دهید قرار و z > X۰ کنید فرض ابتدا برهان:

α۰ = inf

{
α
∣∣ sup
۰≤t≤s

Xα
t ≥ z

}
.

صورت این در
sup

۰≤t≤s
Xα۰

t = z,

{τz ≤ s} =

{
sup

۰≤t≤s
Xt ≥ z

}
⊃ {Xt ≥ Xα۰

t , ∀t},
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{τz > s} =

{
sup

۰≤t≤s
Xt < z

}
⊃ {Xt < Xα۰

t , ∀t}.

داریم یائو‐چن فرمول از استفاده با

M{τz ≤ s} ≥ M{Xt ≥ Xα۰
t , ∀t} = ۱− α۰,

M{τz > s} ≥ M{Xt < Xα۰
t , ∀t} = α۰.

زمان پس .M{τz ≤ s} = ۱ − α۰ که م شود نتیجه M{τz ≤ s} + M{τz > s} = ۱ از
نایقین توزیع τz برخورد اولین

Ψ(s) = M{τz ≤ s} = ۱− α۰ = ۱− inf

{
α
∣∣ sup
۰≤t≤s

Xα
t ≥ z

}
دهید قرار و z < X۰ کنید فرض مشابه طور به دارد.

α۰ = sup

{
α
∣∣ inf
۰≤t≤s

Xα
t ≤ z

}
.

صورت این در
inf

۰≤t≤s
Xα۰

t = z,

{τz ≤ s} =

{
inf

۰≤t≤s
Xt ≤ z

}
⊃ {Xt ≤ Xα۰

t , ∀t},

{τz > s} =

{
inf

۰≤t≤s
Xt > z

}
⊃ {Xt > Xα۰

t , ∀t}.

داریم یائو‐چن فرمول از استفاده با

M{τz ≤ s} ≥ M{Xt ≤ Xα۰
t , ∀t} = α۰,

M{τz > s} ≥ M{Xt > Xα۰
t , ∀t} = ۱− α۰.

اولین زمان پس .M{τz ≤ s} = α۰ که م شود نتیجه M{τz ≤ s} +M{τz > s} = ۱ از
نایقین توزیع τz برخورد

Ψ(s) = M{τz ≤ s} = α۰ = sup

{
α
∣∣ inf
۰≤t≤s

Xα
t ≤ z

}
شد. ثابت قضیه ترتیب این به دارد.

هستند. نایقین دیفرانسیل معادله ی α‐مسیر و جواب ترتیب به Xα
t و Xt کنید فرض :١ . ٧۴ تمرین

J(Xt) که τz برخورد اولین زمان دهید نشان ،J اکید افزایش تابع هر و z مشخص سطح هر برای
نایقین توزیع م رسد، z مقدار به

Ψ(s) =


۱− inf

{
α
∣∣ sup
۰≤t≤s

J(Xα
t ) ≥ z

}
, z > J(X۰) اگر

sup

{
α
∣∣ inf
۰≤t≤s

J(Xα
t ) ≤ z

}
, z < J(X۰) اگر

(١ . ١٠٠۴)



٣٣٩ یائو‐چن فرمول

دارد.

هستند. نایقین دیفرانسیل معادله ی α‐مسیر و جواب ترتیب به Xα
t و Xt کنید فرض :١ . ٨۴ تمرین

J(Xt) که τz برخورد اولین زمان دهید نشان ،J اکید کاهش تابع هر و z مشخص سطح هر برای
نایقین توزیع م رسد، z مقدار به

Ψ(s) =


sup

{
α
∣∣ sup
۰≤t≤s

J(Xα
t ) ≥ z

}
, z > J(X۰) اگر

۱− inf

{
α
∣∣ inf
۰≤t≤s

J(Xα
t ) ≤ z

}
, z < J(X۰) اگر

(١ . ١٠١۴)

دارد.

جواب زمان انتگرال

نایقین دیفرانسیل معادله α‐مسیر و جواب ترتیب به Xα
t و Xt کنید فرض [١٨٠] ١۵ . ١۴ قضیه

dXt = f(t,Xt)dt+ g(t,Xt)dCt, (١ . ١٠٢۴)

زمان انتگرال ،s > ۰ هر برای صورت این در ∫هستند. s

۰
Xtdt (١ . ١٠٣۴)

معکوس نایقین توزیع

Ψ−۱
s (α) =

∫ s

۰
Xα

t dt (١٠۴ . ١۴)

دارد.

که م شود نتیجه زمان انتگرال اساس خاصیت از ،s > ۰ مشخص زمان هر برای ∫}برهان: s

۰
Xtdt ≤

∫ s

۰
Xα

t dt

}
⊃ {Xt ≤ Xα

t , ∀t}.

داریم یائو‐جن فرمول از استفاده با

M

{∫ s

۰
Xtdt ≤

∫ s

۰
Xα

t dt

}
≥ M{Xt ≤ Xα

t , ∀t} = α. (١٠۵ . ١۴)

داریم مشابه طور به

M

{∫ s

۰
Xtdt >

∫ s

۰
Xα

t dt

}
≥ M{Xt > Xα

t , ∀t} = ۱− α. (١٠۶ . ١۴)

که م شود نتیجه دوگان موضوعه اصل و (١٠۶ . ١۴) ،(١٠۵ . ١۴) از

M

{∫ s

۰
Xtdt ≤

∫ s

۰
Xα

t dt

}
= α. (١ . ١٠٧۴)



نایقین دیفرانسیل معادله ٣۴٠

شد. ثابت قضیه ترتیب این به

هستند. نایقین دیفرانسیل معادله ی α‐مسیر و جواب ترتیب به Xα
t و Xt کنید فرض :١ . ٩۴ تمرین

زمان انتگرال دهید نشان ،J نوا ی افزایش تابع هر و s > ۰ هر ∫برای s

۰
J(Xt)dt (١ . ١٠٨۴)

معکوس نایقین توزیع

Ψ−۱
s (α) =

∫ s

۰
J(Xα

t )dt. (١ . ١٠٩۴)

دارد.

نایقین دیفرانسیل معادله ی α‐مسیر و جواب ترتیب به Xα
t و Xt کنید فرض :١ . ١٠۴ تمرین

زمان انتگرال دهید نشان ،J نوا ی کاهش تابع هر و s > ۰ هر برای ∫هستند. s

۰
J(Xt)dt (١ . ١١٠۴)

معکوس نایقین توزیع

Ψ−۱
s (α) =

∫ s

۰
J(X۱−α

t )dt (١ . ١١١۴)

دارد.

عددی روش های ١ . ٧۴

این نیست. پذیر ان ام کل حالت در نایقین دیفرانسیل معادلات برای تحلیل جواب های یافتن اغلب
نایقین دیفرانسیل معادله حل برای عددی روش های ابداع برای انگیزه ای واقعیت

dXt = f(t,Xt)dt+ g(t,Xt)dCt (١ . ١١٢۴)

است. نایقین دیفرانسیل معادله α‐مسیرهای طیف آوردن دست به اساس نکته کار، این برای است.
کردند: طراح اویلر روش مبنای بر روش ی [١٨٢] یائو‐چن منظور، این برای

کنید. انتخاب (۰,۱) بازه در را α مقدار . ١ گام

در روش از استفاده با را dXα
t = f(t,Xα

t )dt + |g(t,Xα
t )|Φ−۱(α)dt مساله

مثال عنوان به کنید، مشخص را Xα
t α‐مسیر و کنید حل معمول دیفرانسیل معادلات

بازگشت فرمول با

Xα
i+۱ = Xα

i + f(ti, X
α
i )h+ |g(ti, Xα

i )|Φ−۱(α)h (١ . ١١٣۴)

است. گام طول h و معکوس استاندارد نرمال نایقین توزیع Φ−۱ آن در که

. ٢ گام

است. شده تولید Xα
t α‐مسیر . ٣ گام



٣۴١ کتابشناس نکات

(١ . ١١٣۴) بازگشت رابطه که کردند طراح را رانگ‐کوتا روش [١٧٠] شن یانگ‐ :۵ . ١۴ تذکر
با را

Xα
i+۱ = Xα

i +
h

۶ (k۱ + ۲k۲ + ۲k۳ + k۴) (١١۴ . ١۴)

آن در که م کند زین جای

k۱ = f(ti, X
α
i ) + |g(ti, Xα

i )|Φ−۱(α), (١١۵ . ١۴)

k۲ = f(ti+h/۲, Xα
i +hk۱/۲)+ |g(ti+h/۲, Xα

i +hk۱/۲)|Φ−۱(α), (١١۶ . ١۴)

k۳ = f(ti+h/۲, Xα
i +hk۲/۲)+ |g(ti+h/۲, Xα

i +hk۲/۲)|Φ−۱(α), (١ . ١١٧۴)

k۴ = f(ti + h,Xα
i + hk۳) + |g(ti + h,Xα

i + hk۳)|Φ−۱(α). (١ . ١١٨۴)

دیفرانسیل معادله عددی، روش توصیف برای :١ . ١٣۴ مثال

dXt = (t−Xt)dt+
√

۱+XtdCt, X۰ = ۱ (١ . ١١٩۴)

نایقین دیفرانسیل معادله α‐مسیرهای همه و م کند حل را معادله این اویلر روش یرید. ب نظر در را
داریم همچنین م کند. تولید را

E[X۱] ≈ ۰٫۸۷۰. (١ . ١٢٠۴)

غیرخط نایقین دیفرانسیل معادله :١۴ . ١۴ مثال

dXt =
√
Xtdt+ (۱− t)XtdCt, X۰ = ۱ (١ . ١٢١۴)

روش م گیرد. را منف مقادیر ه بل مثبت مقادیر تنها نه (۱− t)Xt که کنید توجه یرید. ب نظر در را
داریم همچنین و م کند مشخص را نایقین دیفرانسیل معادله این α‐مسیرهای تمام اویلر

E[(X۲ − ۳)+] ≈ ۲٫۸۴۵. (١ . ١٢٢۴)

کتابشناس نکات ١ . ٨۴

بررس ها ابن شد. آغاز ٢٠٠٨ سال در [٨۵] لیو توسط نایقین دیفرانسیل معادله بررس و مطالعه
هم مفیدی نتایج به نایقین دیفرانسیل معادله حال شد. یری پی ران پژوهش از بسیاری توسط بلافاصله

است. شده منجر کاربرد در هم و نظریه در
رشد شرط با [۶] چن‐لیو توسط ابتدا نایقین دیفرانسیل معادله جواب تایی ی و وجود قضیه

موضع خط رشد شرط با [۵٢] گائو توسط مجددا قضیه بعد، شد. ثابت شیتز لیپ شرط و خط
شد. مطالعه موضع شیتز لیپ شرط و

پایداری قضیه های برخ و شد ارائه [٨٧] لیو توسط نایقین دیفرانسیل معادله پایداری مفهوم اولین
دیفرانسیل معادلات پایداری مختلف انواع ادامه در شدند. ثابت [١٧٩] یائو‐گائو‐گائو توسط نیز



نایقین دیفرانسیل معادله ٣۴٢

در پایداری ،([١٨۶] شنگ ‐ (یائو‐ک میانگین در پایداری مثال، عنوان به شدند، بررس نایقین
قطع تقریبا پایداری ،([١٧٢] ژانگ ‐ (یانگ‐ن توزیع در پایداری ،([١۴۶] (شنگ‐وانگ گشتاور

.([١۵٠] (شنگ‐گائو نمایی پایداری و ([١٠٨] ‐ف ‐ک (ل
دیفرانسیل معادلات حل برای تحلیل روش ی [۶] چن‐لیو نایقین، دیفرانسیل معادلات حل برای
حل برای تحلیل روشهای از طیف ی [١٨٣] یائو و [١١٢] لیو همچنین کردند. ارائه خط نایقین

دادند. ارائه غیرخط نایقین دیفرانسیل معادلات از خاص کلاس برخ
با م توان را نایقین دیفرانسیل معادله ی جواب که دادند نشان [١٨٢] یائو‐چن همه، از مهمتر
و نایقین دیفرانسیل معادلات بنابراین و داد نشان معمول دیفرانسیل معادله جواب های از خانواده ای
فرمول چند [١٨٠] یائو یائو‐چن، فرمول اساس بر دادند. ارتباط هم به را معمول دیفرانسیل معادلات
نایقین دیفرانسیل معادله جواب برای زمان انتگرال و برخورد، اولین زمان ، فرین مقدار محاسبه برای
بسیاری توسط کل نایقین دیفرانسیل معادلات حل برای عددی روش چند همچنین، داد. ارائه را
گائو ،[١۶٩] و یانگ‐رالس ،[١٧٠] یائو‐شن ،[١٨٢] یائو‐چن از م توان آنها بین در شد طراح

برد. نام [٢١۵] ژانگ‐گائو‐هوانگ و [٣۶]
تاخیر دیفرانسیل معادله شامل است، یافته توسعه مختلف جنبه های از نایقین دیفرانسیل معادله
(یائو بالاتر مرتبه نایقین دیفرانسیل معادله ،([١٠٧] لیو‐ف ،[۵۵] ‐ژو گ ،[٢] (بارباکیورو نایقین
[۶٠] حسن راده‐مهردوست ،[٧٨] ‐پنگ‐ژانگ (ل چندعامل نایقین دیفرانسیل معادله ،([١٩۴]
نایقین کسری دیفرانسیل معادله ،([١٧٧] (یائو جهش با نایقین دیفرانسیل معادله ،([١٨] چن‐گائو و

.([١٧٣] (یانگ‐گائو نایقین پاره ای دیفرانسیل معادله و ([٢٢١] (ژو
(لیو مال مانند است شده استفاده مختلف حوزه های در گسترده ای طور به نایقین دیفرانسیل معادله
(یانگ‐ حرارت انتقال ،([١۶٧] (یانگ‐گائو دیفرانسیل بازی ،([٢٢٠] (ژو بهینه کنترل ،([٩۶]
فنر ارتعاش و ([۴١] (گائو سیم ارتعاش ،([١۵٢] (شنگ‐گائو‐ژانگ جمعیت رشد ،([١٧٣] یائو

.([٧٠] (جیا‐دیا



١۵ فصل

نایقین مال

نایقین بهره نرخ مدل نایقین، سهام مدل نایقین، دیفرانسیل معادلات ابزار از استفاده با فصل، این در
به همچنین فصل این منصفانه، گذاری قیمت اصل اساس بر شد. خواهد معرف نایقین ارز مدل و
سقف سود، بدون قرضه اوراق آسیایی، اختیارهای ایی، آمری اختیارهای اروپایی، اختیارهای قیمت

م پردازد. بهره نرخ کف و بهره نرخ

نایقین سهام مدل ١ . ١۵

م کند پیروی نایقین دیفرانسیل معادله ی از سهام قیمت کرد فرض ابتدا [٨٧] لیو ،٢٠٠٩ سال در
صورت به سهام قیمت Yt و قرضه اوراق قیمت Xt آن در که م دهد ارائه را نایقین سهام مدل و

{
dXt = rXtdt

dYt = eYtdt+ σYtdCt

(١ . ١۵)

است. لیو فرایند ی Ct و لوگ‐انتشار σ لوگ‐رانش، e ، ریس بدون بهره نرخ r آن در که است
صورت به قرضه اوراق قیمت که کنید توجه

Xt = X۰ exp(rt) (١ . ٢۵)

صورت به سهام قیمت و است

Yt = Y۰ exp(et+ σCt) (١ . ٣۵)

صورت به آن معکوس نایقین توزیع که است

Φ−۱
t (α) = Y۰ exp

(
et+

σt
√
۳

π
ln

α

۱− α

)
(۴ . ١۵)

است.



نایقین مال ٣۴۴

اروپایی اختیارهای ١ . ٢۵

(١ . ١۵) سهام مدل با که مال بازار برای اروپایی خرید و فروش اختیارهای گذاری قیمت به بخش این
دارد. اختصاص م شود، تعیین

اروپایی خرید اختیار

در را سهم ی خرید حق آن مال به که است قراردادی اروپایی، خرید اختیار ی ١ . ١۵ تعریف
م دهد. K توافق قیمت به s سررسید
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.....................................................................................................................................................

K ...................................................................................................................................................................................................

اروپایی خرید اختیار از (Ys −K)+ بازده :١ . ١۵ ل ش

در قرارداد خرید برای را fc سرمایه گذار پس است. قرارداد این قیمت دهنده نشان fc کنید فرض
م شود اعمال منطق طور به اختیار زیرا دارد، را (Ys −K)+ بازده s زمان در و م پردازد ۰ زمان
اوراق از حاصل پول زمان ارزش به توجه با کنید. نگاه را ١ . ١۵ ل ش باشد، Ys > K اگر تنها و اگر
زمان در سرمایه گذار خالص بازده بنابراین است. exp(−rs)(Ys−K)+ ، بازده فعل ارزش قرضه،

صورت به ۰

− fc + exp(−rs)(Ys −K)+ (۵ . ١۵)

(Ys−K)+ ، سررسید در و دریافت ۰ زمان در قرارداد فروش برای را fc بانک ر، دی سوی از است.
۰ زمان در بانک خالص بازده بنابراین م پردازد.

fc − exp(−rs)(Ys −K)+ (۶ . ١۵)

سان ی انتظار مورد بازده بانک و سرمایه گذار که شود باعث باید قرارداد این منصفانه قیمت است.
یعن ١ م نامیم)، منصفانه قیمت اصل را آن این از (بعد باشند داشته

− fc + exp(−rs)E[(Ys −K)+] = fc − exp(−rs)E[(Ys −K)+]. (١ . ٧۵)

فعل ارزش همان اروپایی خرید اختیار قیمت یعن . fc = exp(−rs)E[(Ys − K)+] بنابراین
است. بازده انتظار مورد

ندارد). وجود ریس بدون سود برای فرصت اه هیچ (یعن نم کند صدق آربیتراژ وجود عدم اصل در منصفانه قیمت ١

شود. منجر غیرمنطق نتایج به است ن مم زیرا نیستم موافق آربیتراژ وجود عدم اصل با [نویسنده] من واقع در



٣۴۵ اروپایی اختیارهای

است. s سررسید و K توافق قیمت با اروپایی خرید اختیار ی کنید فرض [٨٧] ١ . ٢۵ تعریف
صورت به اروپایی خرید اختیار قیمت پس

fc = exp(−rs)E[(Ys −K)+] (١ . ٨۵)

است. ریس بدون بهره نرخ r و ،s زمان در سهام قیمت Ys آن در که است

قیمت با (١ . ١۵) نایقین سهام مدل برای اروپایی خرید اختیار ی کنید فرض [٨٧] ١ . ١۵ قضیه
اروپایی خرید اختیار قیمت بنابراین است. s سررسید و K توافق

fc = exp(−rs)

∫ ۱

۰

(
Y۰ exp

(
es+

σs
√
۳

π
ln

α

۱− α

)
−K

)+

dα (١ . ٩۵)

است.

معکوس نایقین توزیع Ys سهام قیمت که م گیریم نتیجه (١ . ١۵) نایقین سهام مدل از برهان:

Φ−۱
s (α) = Y۰ exp

(
es+

σs
√
۳

π
ln

α

۱− α

)
معکوس نایقین توزیع (Ys −K)+ بنابراین دارد.

Ψ−۱
s (α) =

(
Y۰ exp

(
es+

σs
√
۳

π
ln

α

۱− α

)
−K

)+

داریم. را (١ . ٩۵) انتظار، مورد مقدار فرمول و (١ . ٨۵) از استفاده با دارد.

اروپایی فروش اختیار

سهام تعهد) نه (ول فروش حق دارنده به که است قراردادی اروپایی فروش اختیار ی ١ . ٣۵ تعریف
م دهد. را K توافق قیمت به s سررسید در را

زمان در قرارداد خرید برای را fp سرمایه گذار پس است. قرارداد این قیمت دهنده نشان fp کنید فرض
اعمال منطق طور به اختیار این چون م گیرد. سود (K − Ys)

+ آن از s لحظه در و م پردازد ۰
ارزش قرضه، اوراق از ناش پول زمان ارزش گرفتن نظر در با ،Ys < K اگر فقط و اگر م شود

۰ زمان در سرمایه گذار خالص بازده بنابراین است. exp(−rs)(K − Ys)
+ بازده فعل

− fp + exp(−rs)(K − Ys)
+ (١ . ١٠۵)

سررسید در و م کند دریافت را fp ،۰ زمان در قرارداد فروش برای بانک ر، دی سوی از . است
۰ زمان در بانک خالص بازده بنابراین م پردازد. (K − Ys)

+

fp − exp(−rs)(K − Ys)
+ (١ . ١١۵)

باشد، داشته بانک و سرمایه گذار برای سان ی انتظار مورد بازده باید قرارداد این منصفانه قیمت است.
یعن

− fp + exp(−rs)E[(K − Ys)
+] = fp − exp(−rs)E[(K − Ys)

+]. (١ . ١٢۵)

مورد همان اروپایی فروش اختیار قیمت ر دی عبارت به .fp = exp(−rs)E[(K − Ys)
+] پس

است. بازده فعل ارزش انتظار



نایقین مال ٣۴۶

است. s سررسید و K توافق قیمت با اروپایی فروش اختیار ی کنید فرض [٨٧] ۴ . ١۵ تعریف
صورت به اروپایی فروش اختیار قیمت صورت این در

fp = exp(−rs)E[(K − Ys)
+] (١ . ١٣۵)

است. ریس بدون بهره نرخ r و ،s زمان در سهام قیمت Ys آن در که است

قیمت با (١ . ١۵) نایقین سهام مدل برای اروپایی فروش اختیار ی کنید فرض [٨٧] ١ . ٢۵ قضیه
صورت به اروپایی فروش اختیار قیمت صورت این در است. s سررسید و K توافق

fp = exp(−rs)

∫ ۱

۰

(
K − Y۰ exp

(
es+

σs
√
۳

π
ln

α

۱− α

))+

dα (١۴ . ١۵)

است.

به معکوس نایقین توزیع Ys سهام قیمت که م گیریم نتیجه (١ . ١۵) نایقین سهام مدل از برهان:
صورت

Φ−۱
s (α) = Y۰ exp

(
es+

σs
√
۳

π
ln

α

۱− α

)

معکوس نایقین توزیع (K − Ys)
+ بنابراین دارد.

Ψ−۱
s (α) =

(
K − Y۰ exp

(
es+

σs
√
۳

π
ln

۱− α

α

))+

داریم انتگرال، متغیرهای تغییر و انتظار مورد مقدار فرمول از استفاده با بنابراین، دارد.

fp = exp(−rs)E[(K − Ys)
+]

= exp(−rs)

∫ ۱

۰

(
K − Y۰ exp

(
es+

σs
√
۳

π
ln

۱− α

α

))+

dα

= exp(−rs)

∫ ۱

۰

(
K − Y۰ exp

(
es+

σs
√
۳

π
ln

α

۱− α

))+

dα.

است. برقرار شده ارائه اروپایی فروش اختیار قیمت فرمول

ایی امری اختیارهای ١ . ٣۵

نایقین سهام مدل با شده تعیین مال بازار برای را ایی آمری خرید و فروش اختیارهای بخش این
م دهد. ارائه (١ . ١۵)



٣۴٧ ایی امری اختیارهای

ایی آمری خرید اختیار

از قبل زمان هر در سهام خرید حق دارنده به که است قراردادی ایی آمری خرید اختیار ۵ . ١۵ تعریف
م دهد. را K توافق قیمت به s سررسید

۰ زمان در سرمایه گذار خالص بازده پس است. قرارداد این قیمت دهنده نشان fc کنید فرض

− fc + sup
۰≤t≤s

exp(−rt)(Yt −K)+, (١۵ . ١۵)

۰ زمان در بانک خالص بازده و است

fc − sup
۰≤t≤s

exp(−rt)(Yt −K)+ (١۶ . ١۵)

باشد، داشته بانک و سرمایه گذار برای سان ی انتظار مورد بازده باید قرارداد این منصفانه قیمت است.
یعن

−fc + E

[
sup

۰≤t≤s
exp(−rt)(Yt −K)+

]
= fc − E

[
sup

۰≤t≤s
exp(−rt)(Yt −K)+

]
.

است. انتظار مورد بازده فعل مقدار همان ایی آمری خرید اختیار قیمت بنابراین

پس است. s سررسید و K توافق قیمت با ایی آمری خرید اختیار ی کنید فرض [٧] ۶ . ١۵ تعریف
صورت به ایی آمری معامله خرید اختیار قیمت

fc = E

[
sup

۰≤t≤s
exp(−rt)(Yt −K)+

]
(١ . ١٧۵)

است. ریس بدون بهره نرخ r و ، سهام قیمت Yt آن در که است

قیمت با (١ . ١۵) نایقین سهام مدل برای ایی آمری خرید اختیار ی کنید فرض [٧] ١ . ٣۵ قضیه
صورت به ایی آمری خرید اختیار قیمت پس است. s سررسید و K توافق

fc =

∫ ۱

۰
sup

۰≤t≤s
exp(−rt)

(
Y۰ exp

(
et+

σt
√
۳

π
ln

α

۱− α

)
−K

)+

dα

است.

معکوس نایقین توزیع نایقین سهام مدل در Yt سهام قیمت که کنید توجه برهان:

Φ−۱
t (α) = Y۰ exp

(
et+

σt
√
۳

π
ln

α

۱− α

)

جواب فرین مقدار از است، Yt حسب بر افزایش تابع ی exp(−rt)(Yt − K)+ چون دارد.
نایقین دیفرانسیل معادله

sup
۰≤t≤s

exp(−rt)(Yt −K)+



نایقین مال ٣۴٨

معکوس نایقین توزیع

Ψ−۱
s (α) = sup

۰≤t≤s
exp(−rt)

(
Y۰ exp

(
et+

σt
√
۳

π
ln

α

۱− α

)
−K

)+

م شود. حاصل نتیجه انتظار، مقدار فرمول و (١ . ١٧۵) از استفاده با دارد.

ایی آمری فروش اختیار

زمان هر در را خود سهام دارد حق آن مال که است قراردادی ایی آمری فروش اختیار ١ . ٧۵ تعریف
برساند. فروش به K توافق قیمت به s سررسید از قبل

۰ زمان در سرمایه گذار خالص بازده پس است. قرارداد این قیمت دهنده نشان fp کنید فرض

− fp + sup
۰≤t≤s

exp(−rt)(K − Yt)
+, (١ . ١٨۵)

۰ زمان در بانک خالص بازده است.

fp − sup
۰≤t≤s

exp(−rt)(K − Yt)
+ (١ . ١٩۵)

باشد، داشته بانک و سرمایه گذار برای سان ی انتظار مورد بازده باید قرارداد این منصفانه قیمت است.
یعن

−fp + E

[
sup

۰≤t≤s
exp(−rt)(K − Yt)

+

]
= fp − E

[
sup

۰≤t≤s
exp(−rt)(K − Yt)

+

]
.

است. بازده انتظار مورد فعل مقدار همان ایی آمری فروش اختیار قیمت بنابراین

s سررسید و K توافق قیمت قرارداد ی ایی آمری فروش اختیار در کنید فرض [٧] ١ . ٨۵ تعریف
ایی آمری فروش اختیار قیمت پس دارد.

fp = E

[
sup

۰≤t≤s
exp(−rt)(K − Yt)

+

]
(١ . ٢٠۵)

است. ریس بدون بهره نرخ r و است، سهام قیمت Yt آن در که است،

توافق قیمت با (١ . ١۵) نایقین مدل برای ایی آمری فروش اختیار ی کنید فرض [٧] ۴ . ١۵ قضیه
صورت به ایی آمری فروش اختیار قیمت پس است. s سرسید و K

fp =

∫ ۱

۰
sup

۰≤t≤s
exp(−rt)

(
K − Y۰ exp

(
et+

σt
√
۳

π
ln

α

۱− α

))+

dα

است.



٣۴٩ آسیایی اختیارهای

معکوس نایقین توزیع (١ . ١۵) نایقین، سهام مدل در Yt سهام قیمت که کنید توجه برهان:

Φ−۱
t (α) = Y۰ exp

(
et+

σt
√
۳

π
ln

α

۱− α

)
معادله جواب فرین مقدار از است، Yt حسب بر کاهش تابع ی exp(−rt)(K−Yt)

+ چون دارد.
که م شود نتیجه نایقین دیفرانسیل

sup
۰≤t≤s

exp(−rt)(K − Yt)
+

معکوس نایقین توزیع

Ψ−۱
s (α) = sup

۰≤t≤s
exp(−rt)

(
K − Y۰ exp

(
et+

σt
√
۳

π
ln

۱− α

α

))+

حاصل نتیجه انتگرال، متغیرهای تغییر و انتظار مورد مقدار فرمول (١۵ . ٢٠)؛ از استفاده با دارد.
م شود.

آسیایی اختیارهای ۴ . ١۵

سهام مدل با شده تعیین بازارمال برای آسیایی خرید و فروش اختیارهای گذاری قیمت به بخش این
م پردازد. (١ . ١۵) نایقین

آسیایی خرید اختیار

s سررسید در آن بازده که است قراردادی آسیایی معامله اختیار ی ١ . ٩۵ )تعریف
۱
s

∫ s

۰
Ytdt−K

)+

(١ . ٢١۵)

است. توافق قیمت ی K آن در که

زمان در قرارداد خرید برای سرمایه گذار پس است. قرارداد این قیمت دهنده نشان fc کنید فرض
s زمان در آن بازده و م کند پرداخت را fc،۰(

۱
s

∫ s

۰
Ytdt−K

)+

(١ . ٢٢۵)

بازده فعل ارزش قرضه، اوراق از ناش پول زمان ارزش به توجه با است.

exp(−rs)

(
۱
s

∫ s

۰
Ytdt−K

)+

(١ . ٢٣۵)

۰ زمان در سرمایه گذار خالص بازده بنابراین است.

− fc + exp(−rs)

(
۱
s

∫ s

۰
Ytdt−K

)+

(٢۴ . ١۵)



نایقین مال ٣۵٠

s سررسید در و م کند دریافت قرارداد فروش برای fc،۰ زمان در بانک ر، دی سوی از )است.
۱
s

∫ s

۰
Ytdt−K

)+

(٢۵ . ١۵)

۰ زمان در بانک خالص بازده بنابراین م کند. پرداخت

fc − exp(−rs)

(
۱
s

∫ s

۰
Ytdt−K

)+

(٢۶ . ١۵)

باشد، داشته بانک و سرمایه گذار برای سان ی انتظار مورد بازده باید قرارداد این منصفانه قیمت است.
یعن

−fc + exp(−rs)E

[(
۱
s

∫ s

۰
Ytdt−K

)+
]

= fc − exp(−rs)E

[(
۱
s

∫ s

۰
Ytdt−K

)+
]
.

(١ . ٢٧۵)

است. بازده انتظار مورد فعل ارزش همان آسیایی خرید اختیار قیمت بنابراین

است. s سررسید و K توافق قیمت با آسیایی خرید اختیار ی کنید فرض [١۵٣] ١ . ١٠۵ تعریف
آسیایی خرید اختیار قیمت پس

fc = exp(−rs)E

[(
۱
s

∫ s

۰
Ytdt−K

)+
]

(١ . ٢٨۵)

است. ریس بدون بهره نرخ r و سهام قیمت Yt آن در که است،

قیمت با (١ . ١۵) نایقین سهام مدل برای آسیایی خرید اختیار ی کنید فرض [١۵٣] ۵ . ١۵ قضیه
آسیایی خرید اختیار قیمت پس است. s سررسید و K توافق

fc = exp(−rs)

∫ ۱

۰

(
Y۰
s

∫ s

۰
exp

(
et+

σt
√
۳

π
ln

α

۱− α

)
dt−K

)+

dα

است.

معکوس نایقین توزیع (١ . ١۵) نایقین سهام مدل در Yt سهام قیمت که کنید توجه برهان:

Φ−۱
t (α) = Y۰ exp

(
et+

σt
√
۳

π
ln

α

۱− α

)

که م شود نتیجه نایقین دیفرانسیل معادله جواب زمان انتگرال از ∫دارد. s

۰
Ytdt



٣۵١ آسیایی اختیارهای

معکوس نایقین توزیع

Ψ−۱
s (α) = Y۰

∫ s

۰
exp

(
et+

σt
√
۳

π
ln

α

۱− α

)
dt

بنابراین )دارد.
۱
s

∫ s

۰
Ytdt−K

)+

معکوس نایقین توزیع

Υ−۱
s (α) =

(
Y۰
s

∫ s

۰
exp

(
et+

σt
√
۳

π
ln

α

۱− α

)
dt−K

)+

م شود. حاصل نتیجه انتظار، مورد مقدار فرمول و (١ . ٢٨۵) از استفاده با دارد.

آسیایی فروش اختیار

s سررسید در آن بازده که است قراردادی آسیایی فروش اختیار ی ١ . ١١۵ )تعریف
K − ۱

s

∫ s

۰
Ytdt

)+

(١ . ٢٩۵)

است. توافق قیمت ی K آن در که است،

در قرارداد خرید برای سرمایه گذار پس است. قرارداد این قیمت دهنده نشان fp که کنید فرض
بازده s لحظه در و م کند پرداخت را fp ،۰ )زمان

K − ۱
s

∫ s

۰
Ytdt

)+

(١ . ٣٠۵)

بازده فعل ارزش قرضه، اوراق از ناش پول زمان ارزش به توجه با دارد.

exp(−rs)

(
K − ۱

s

∫ s

۰
Ytdt

)+

(١ . ٣١۵)

۰ زمان در سرمایه گذار خالص بازده بنابراین است.

− fp + exp(−rs)

(
K − ۱

s

∫ s

۰
Ytdt

)+

(١ . ٣٢۵)

s لحظه در و م کند دریافت fp ،۰ زمان در قرارداد فروش برای بانک ر، دی سوی از )است.
K − ۱

s

∫ s

۰
Ytdt

)+

(١ . ٣٣۵)



نایقین مال ٣۵٢

۰ زمان در بانک خالص بازده بنابراین م کند. پرداخت

fp − exp(−rs)

(
K − ۱

s

∫ s

۰
Ytdt

)+

(٣۴ . ١۵)

باشد، داشته بانک و سرمایه گذار برای سان ی انتظار مورد بازده باید قرارداد، این منصفانه قیمت است.
یعن

−fp + exp(−rs)E

[(
K − ۱

s

∫ s

۰
Ytdt

)+
]

= fp − exp(−rs)E

[(
K − ۱

s

∫ s

۰
Ytdt

)+
]
.

(٣۵ . ١۵)

باشد. بازده فعل انتطار مورد مقدار بايد آسيايی فروش اختیار قيمت اين بر بنا

دارد. s سررسید و K توافق قیمت آسیایی فروش اختیار ی کنید فرض [١۵٣] ١ . ١٢۵ تعریف
آسیایی فروش اختیار قیمت پس

fp = exp(−rs)E

[(
K − ۱

s

∫ s

۰
Ytdt

)+
]

(٣۶ . ١۵)

است. ریس بدون بهره نرخ r و سهام قیمت Yt آن در که است،

توافق قیمت با (١ . ١۵) نایقین سهام مدل برای آسیایی فروش اختیار کنید فرض [١۵٣] ۶ . ١۵ قضیه
آسیایی فروش اختیار قیمت پس است. s سررسید و K

fp = exp(−rs)

∫ ۱

۰

(
K − Y۰

s

∫ s

۰
exp

(
et+

σt
√
۳

π
ln

α

۱− α

)
dt

)+

dα

است.

معکوس نایقین توزیع (١ . ١۵) نایقین سهام مدل در Yt سهام قیمت که کنید توجه برهان:

Φ−۱
t (α) = Y۰ exp

(
et+

σt
√
۳

π
ln

α

۱− α

)

که م گیریم نتیجه نایقین دیفرانسیل معادله جواب زمان انتگرال از ∫دارد. s

۰
Ytdt

معکوس نایقین توزیع

Ψ−۱
s (α) = Y۰

∫ s

۰
exp

(
et+

σt
√
۳

π
ln

α

۱− α

)
dt



٣۵٣ سهام عموم مدل

بنابراین )دارد.
K − ۱

s

∫ s

۰
Ytdt

)+

معکوس نایقین توزیع

Υ−۱
s (α) =

(
K − Y۰

s

∫ s

۰
exp

(
et+

σt
√
۳

π
ln

۱− α

α

)
dt

)+

حاصل نتیجه انتگرال، متغیرهای تغییر و انتظار مورد مقدار فرمول ،(٣۶ . ١۵) از استفاده با دارد.
م شود.

سهام عموم مدل ۵ . ١۵

ی و م کند پیروی نایقین معمول دیفرانسیل معادله ی از سهام قیمت م کنیم فرض کل حالت در
با Yt سهام قیمت و Xt قرضه اوراق قیمت آن در که م شود مشخص سهام عموم }مدل

dXt = rXtdt

dYt = F (t, Yt)dt+G(t, Yt)dCt

(١ . ٣٧۵)

است. لیو فرایند Ct و تابع، دو G و F است، ریس بدون بهره نرخ r آن در که م شوند، تعیین

توافق قیمت با (١ . ٣٧۵) نایقین سهام مدل برای اروپایی اختیار ی کنید فرض [١٠٢] ١ . ٧۵ قضیه
اروپایی خرید اختیار قیمت پس است. s سررسید و K

fc = exp(−rs)

∫ ۱

۰
(Y α

s −K)+dα (١ . ٣٨۵)

اروپایی فروش اختیار قیمت و است،

fp = exp(−rs)

∫ ۱

۰
(K − Y α

s )+dα (١ . ٣٩۵)

است. متناظر نایقین دیفرانسیل معادله α‐مسیر ، Y α
s آن در که است

اروپایی خرید اختیار قیمت که م شود نتیجه منصفانه قیمت اصل از سو، ی از برهان:

fc = exp(−rs)E[(Ys −K)+] (۴١ . ٠۵)

معکوس نایقین توزیع (Ys −K)+ که م شود نتیجه یائو‐چن فرمول از ر، دی سوی از است.

Ψ−۱
s (α) = (Y α

s −K)+ (۴١ . ١۵)

اختیار قیمت مشابه، طور به م شود. حاصل (١ . ٣٨۵) انتظار، مورد مقدار فرمول از استفاده با دارد.
اروپایی فروش

fp = exp(−rs)E[(K − Ys)
+], (۴١ . ٢۵)



نایقین مال ٣۵۴

معکوس نایقین توزیع (K − Ys)
+ و است

Ψ−۱
s (α) = (K − Y ۱−α

s )+ (۴١ . ٣۵)

داریم. را (١ . ٣٩۵) انتگرال، متغیرهای تغییر و انتظار مورد مقدار فرمول از استفاده با دارد.

توافق قیمت با (١ . ٣٧۵) نایقین سهام مدل برای ایی آمری اختیار ی کنید فرض [١٠٢] ١ . ٨۵ قضیه
ایی آمری خرید اختیار قیمت پس است. s سررسید و K

fc =

∫ ۱

۰
sup

۰≤t≤s
exp(−rt)(Y α

t −K)+dα (۴۴ . ١۵)

ایی آمری فروش اختیار و است

fp =

∫ ۱

۰
sup

۰≤t≤s
exp(−rt)(K − Y α

t )+dα (۴۵ . ١۵)

است. مربوطه نایقین دیفرانسیل معادله α‐مسیر ،Y α
t که است

ایی آمری خرید اختیار قیمت که شود م نتیجه منصفانه قیمت اصل از ، ازطرف برهان:

fc = E

[
sup

۰≤t≤s
exp(−rt)(Yt −K)+

]
(۴۶ . ١۵)

که م شود نتیجه نایقین دیفرانسیل معادله جواب فرین مقدار از ر، دی سوی از است.

sup
۰≤t≤s

exp(−rt)(Yt −K)+

معکوس نایقین توزیع

Ψ−۱
s (α) = sup

۰≤t≤s
exp(−rt)(Y α

t −K)+ (۴١ . ٧۵)

اختیار قیمت ترتیب، همین به م شود. حاصل (۴۴ . ١۵) انتظار، مورد مقدار فرمول از استفاده با دارد.
ایی آمری فروش

fp = E

[
sup

۰≤t≤s
exp(−rt)(K − Yt)

+

]
, (۴١ . ٨۵)

و است
sup

۰≤t≤s
exp(−rt)(K − Yt)

+

معکوس نایقین توزیع

Ψ−۱
s (α) = sup

۰≤t≤s
exp(−rt)(K − Y ۱−α

t )+ (۴١ . ٩۵)

م رسیم. (۴۵ . ١۵) به انتگرال، متغیرهای تغییر و انتظار مورد مقدار فرمول از استفاده با دارد.



٣۵۵ عامل چند سهام مدل

توافق قیمت با (١ . ٣٧۵) نایقین سهام مدل برای آسیایی اختیار ی کنید فرض [١٠٢] ١ . ٩۵ قضیه
صورت به آسیایی خرید اختیار قیمت پس است. s سررسید و K

fc = exp(−rs)

∫ ۱

۰

(
۱
s

∫ s

۰
Y α
t dt−K

)+

dα (۵١ . ٠۵)

آسیایی فروش اختیار قیمت و است،

fp = exp(−rs)

∫ ۱

۰

(
K − ۱

s

∫ s

۰
Y α
t dt

)+

dα (۵١ . ١۵)

است. متناظر نایقین دیفرانسیل معادله α‐مسیر ،Y α
t آن در که است

آسیایی خرید اختیار قیمت که م شود نتیجه منصفانه قیمت اصل از ، طرف از برهان:

fc = exp(−rs)E

[(
۱
s

∫ s

۰
Ytdt−K

)+
]

(۵١ . ٢۵)

نایقین دیفرانسیل معادله جواب زمان، انتگرال اساس بر ر، دی طرف از )است.
۱
s

∫ s

۰
Ytdt−K

)+

معکوس نایقین توزیع

Ψ−۱
s (α) =

(
۱
s

∫ s

۰
Y α
t dt−K

)+

(۵١ . ٣۵)

اختیار قیمت ترتیب، همین به م شود. حاصل (۵١ . ٠۵) انتظار، مورد مقدار فرمول از استفاده با دارد.
آسیایی فروش

fp = exp(−rs)E

[(
K − ۱

s

∫ s

۰
Ytdt

)+
]
, (۵۴ . ١۵)

و )است
K − ۱

s

∫ s

۰
Ytdt

)+

معکوس نایقین توزیع

Ψ−۱
s (α) =

(
K − ۱

s

∫ s

۰
Y ۱−α
t dt

)+

(۵۵ . ١۵)

م شود. حاصل (۵١ . ١۵) انتگرال، متغیرهای تغییر و انتظار مورد مقدار فرمول از استفاده با دارد.



نایقین مال ٣۵۶

عامل چند سهام مدل ۶ . ١۵

این در م شود. تعیین لیو فرایند چند با آنها قیمت و دارند وجود سهام چند که م کنیم فرض حال
با Yit سهام قیمت و Xt قرضه اوراق قیمت آن در که داریم چندعامل سهام مدل ی صورت،

dXt = rXtdt

dYit = eiYitdt+

n∑
j=۱

σijYitdCjt, i = ۱,۲, . . . ,m
(۵۶ . ١۵)

هستند، لوگ‐انتشار σij لوگ‐رانش، eI است، ریس بدون بهره نرخ r آنها در که م شوند، تعیین
.j = ۱,۲, . . . , n،i = ۱,۲, . . . ,mآن در که هستند، لیو مستقل فرایندهای Cjt و

سهام سبد انتخاب

زمان هر در داریم. سرمایه گذاری مختلف انتخاب m + ۱ ،(۵۶ . ١۵) عامل چند سهام مدل برای
βt + در که سرمایه گذاری از کسری مثال، عنوان (به (βt, β۱t, . . . , βmt) سهام سبد م توانیم t

نایقین دیفرانسیل معادله از باید t زمان در Zt سرمایه آنگاه م کند). صدق β۱t + · · ·+ βmt = ۱

dZt = rβtZtdt+

m∑
i=۱

eiβitZtdt+

m∑
i=۱

n∑
j=۱

σijβitZtdCjt. (۵١ . ٧۵)

که طوری است (βt, β۱t, . . . , βmt) بهینه سهام سبد انتخاب مسئله، که معن بدین کند. پیروی
م شود. بیشینه انتظار مورد مقدار مفهوم به Zs سرمایه

آربیتراژ بدون

طوری باشد نداشته وجود (βt, β۱t, . . . , βmt) سهام سبد اگر است بی آربیتراژ (۵۶ . ١۵) سهام مدل
باشیم داشته s > ۰ زمان از برخ برای که

M{exp(−rs)Zs ≥ Z۰} = ۱ (۵١ . ٨۵)

و

M{exp(−rs)Zs > Z۰} > ۰ (۵١ . ٩۵)

م دهد. نشان t زمان در را سرمایه و م شود تعیین (۵١ . ٧۵) با Zt آن در که

تنها و اگر است بی آربیتراژ (۵۶ . ١۵) چندعامل سهام مدل ([١٨۵] بی آربیتراژ (قضیه ١ . ١٠۵ قضیه
خط معادلات دستگاه اگر


σ۱۱ σ۱۲ · · · σ۱n
σ۲۱ σ۲۲ · · · σ۲n

...
...

. . .
...

σm۱ σm۲ · · · σmn




x۱
x۲
...
xn

 =


e۱ − r
e۲ − r

...
em − r

 (۶١ . ٠۵)



٣۵٧ عامل چند سهام مدل

ستون بردارهای از خط ترکیب ی (e۱ − r, e۲ − r, . . . , em − r) یعن باشد، داشته جواب
است. (σ۱n, σ۲n, . . . , σmn) ،· · · ،(σ۱۲, σ۲۲, . . . , σm۲) ،(σ۱۱, σ۲۱, . . . , σm۱)

t زمان هر در سرمایه م شود، پذیرفته (βt, β۱t, . . . , βmt) سهام سبد که هنگام برهان:

Zt = Z۰ exp(rt) exp

∫ t

۰

m∑
i=۱

(ei − r)βisds+

n∑
j=۱

∫ t

۰

m∑
i=۱

σijβisdCjs


بنابراین است.

ln(exp(−rt)Zt)− lnZ۰ =

∫ t

۰

m∑
i=۱

(ei − r)βisds+

n∑
j=۱

∫ t

۰

m∑
i=۱

σijβisdCjs

انتظار مورد مقدار با نرمال نایقین متغیر ∫ی t

۰

m∑
i=۱

(ei − r)βisds

واریانس و n∑
j=۱

∫ t

۰

∣∣∣∣∣
m∑
i=۱

σijβis

∣∣∣∣∣ds
۲

اول: حالت م شود. تقسیم حالت دو به استدلال دارد. جواب (۶١ . ٠۵) دستگاه کنید فرض است.
کنید، فرض (βt, β۱t, . . . , βmt) پورتفوی و t زمان هر برای

n∑
j=۱

∫ t

۰

∣∣∣∣∣
m∑
i=۱

σijβis

∣∣∣∣∣ds = ۰.

پس
m∑
i=۱

σijβis = ۰, j = ۱,۲, . . . , n, s ∈ (۰, t].

داریم دارد، جواب (۶١ . ٠۵) دستگاه چون

m∑
i=۱

(ei − r)βis = ۰, s ∈ (۰, t]

∫و t

۰

m∑
i=۱

(ei − r)βisds = ۰.

که است معن این به واقعیت این

ln(exp(−rt)Zt)− lnZ۰ = ۰



نایقین مال ٣۵٨

و
M{exp(−rt)Zt > Z۰} = ۰.

است. بی آربیتراژ (۵۶ . ١۵) سهام مدل ر، دی عبارت به
کنید فرض ،(βt, β۱t, . . . , βmt) پورتفوی و t زمان هر برای دوم: حالت

n∑
j=۱

∫ t

۰

∣∣∣∣∣
m∑
i=۱

σijβis

∣∣∣∣∣ds ̸= ۰.

و است صفر غیر واریانس با نرمال نایقین متغیر ی ln(exp(−rt)Zt)− lnZ۰ صورت این در

M{ln(exp(−rt)Zt)− lnZ۰ ≥ ۰} < ۱.

، یعن
M{exp(−rt)Zt ≥ Z۰} < ۱

است. بی آربیتراژ (۵۶ . ١۵) عامل چند سهام مدل و
وجود α۱, α۲, . . . , αm حقیق اعداد پس ندارد. جواب (۶١ . ٠۵) دستگاه کنید فرض برعکس

که طوری دارد
m∑
i=۱

σijαi = ۰, j = ۱,۲, . . . , n

و
m∑
i=۱

(ei − r)αi > ۰.

سهام سبد حال

(βt, β۱t, . . . , βmt) ≡ (۱− (α۱ + α۲ + · · ·+ αm), α۱, α۲, . . . , αm)

صورت این در نظرم گیریم. در را

ln(exp(−rt)Zt)− lnZ۰ =

∫ t

۰

m∑
i=۱

(ei − r)αids > ۰.

داریم لذا
M{exp(−rt)Zt > Z۰} = ۱.

است. شده ثابت قضیه بنابراین است. آربیتراژ با (۵۶ . ١۵) عامل چند سهام مدل پس

لوگ‐انتشار ماتریس هرگاه است بی آربیتراژ (۵۶ . ١۵) عامل چند سهام مدل ١ . ١١۵ قضیه
σ۱۱ σ۱۲ · · · σ۱n
σ۲۱ σ۲۲ · · · σ۲n

...
...

. . .
...

σm۱ σm۲ · · · σmn

 (۶١ . ١۵)

هستند. خط مستقل آن سطری بردارهای یعن است، m رتبه از



٣۵٩ نایقین بهره نرخ مدل

دارد. جواب (۶١ . ٠۵) معادلات دستگاه باشد، m رتبه از (۶١ . ١۵) لوگ‐انتشار ماتریس اگر برهان:
است. بی آربیتراژ (۵۶ . ١۵) چندعامل سهام مدل که م شود نتیجه ١ . ١٠۵ قضیه از

r بهره نرخ با آن لوگ‐رانش هرگاه است بی آربیتراژ (۵۶ . ١۵) چندعامل سهام مدل ١ . ١٢۵ قضیه
یعن باشد، برابر

ei = r, i = ۱,۲, . . . ,m. (۶١ . ٢۵)

داریم بلافاصله است، ei = r لوگ‐رانش i = ۱,۲, . . . ,m هر برای چون برهان:

(e۱ − r, e۲ − r, . . . , em − r) ≡ (۰,۰, . . . ,۰)

(σ۱n, σ۲n, . . . , σmn) ،· · · ،(σ۱۲, σ۲۲, . . . , σm۲) ،(σ۱۱, σ۲۱, . . . , σm۱) از خط ترکیب که
است. بی آربیتراژ (۵۶ . ١۵) چندعامل سهام مدل که م شود نتیجه ١ . ١٠۵ قضیه از است.

نایقین بهره نرخ مدل ١ . ٧۵

معادله ی از بهره نرخ کردند فرض [١۵] چن‐گائو نم ماند. تغییرباق بدون واقع بهره نرخ
نایقین بهره نرخ مدل با و م کند پیروی نایقین دیفرانسیل

dXt = (m− aXt)dt+ σdCt (۶١ . ٣۵)

بهره نرخ مدل [٧١] جیائو‐یائو این، بر علاوه هستند. مثبت اعداد m, a, σ که است، شده ارائه
نایقین

dXt = (m− aXt)dt+ σ
√
XtdCt. (۶۴ . ١۵)

نایقین معمول دیفرانسیل معادله ی از Xt بهره نرخ که کنیم فرض ، کل طور به کردند. بررس را
کل بهره نرخ مدل ی و م کند پیروی

dXt = F (t,Xt)dt+G(t,Xt)dCt (۶۵ . ١۵)

است. لیو فرایند Ct و تابع دو G و F آن در که است،

بهره بدون قرضه اوراق

که است آن اسم ارزش از پایینتر قیمت با شده خریداری قرضه اوراق ی بهره بدون قرضه اوراق
همیشه اسم ارزش که کنیم فرض ، سادگ برای است. سررسید در آن پرداخت وعده که است مبلغ

است. دلار ی
برای را f سرمایه گذار پس است. بهره بدون قرضه اوراق این قیمت دهنده نشان f کنید فرض
ارزش است، Xt بهره نرخ چون م کند. دریافت دلار ١ سررسید در و م پردازد ۰ زمان در آن خرید

صورت به دلار ١ فعل

exp

(
−
∫ s

۰
Xtdt

)
(۶۶ . ١۵)



نایقین مال ٣۶٠

۰ زمان در سرمایه گذار خالص بازده بنابراین است.

− f + exp

(
−
∫ s

۰
Xtdt

)
(۶١ . ٧۵)

در و م کند دریافت بهره بدون قرضه اوراق فروش برای f ،۰ زمان در بانک ر، دی سوی از است.
۰ زمان در بانک خالص بازده بنابراین م پردازد. دلار ١ s سررسید

f − exp

(
−
∫ s

۰
Xtdt

)
(۶١ . ٨۵)

باشد، داشته سان ی انتظار مورد بازده بانک و سرمایه گذار باید قرارداد، این منصفانه قیمت در است.
یعن

− f + E

[
exp

(
−
∫ s

۰
Xtdt

)]
= f − E

[
exp

(
−
∫ s

۰
Xtdt

)]
(۶١ . ٩۵)

است. آن اسم ارزش انتظار مورد مقدار فعل ارزش همان بهره بدون قرضه اوراق قیمت بنابراین

با بهره بدون قرضه اوراق قیمت پس است. نایقین بهره نرخ Xt کنید فرض [١۵] ١ . ١٣۵ تعریف
s سررسید

f = E

[
exp

(
−
∫ s

۰
Xtdt

)]
(١ . ٧٠۵)

است.

منته (۶۵ . ١۵) نایقین دیفرانسیل معادله به Xt نایقین بهره نرخ کنید فرض [٧١] ١ . ١٣۵ قضیه
s سررسید با بهره بدون قرضه اوراق قیمت پس شود.

f =

∫ ۱

۰
exp

(
−
∫ s

۰
Xα

t dt

)
dα (١ . ٧١۵)

است. متناظر نایقین دیفرانسیل معادله مسیر ‐α ،Xα
t آن در که است،

که م شود نتیجه نایقین دیفرانسیل معادله جواب زمان انتگرال از ∫برهان: s

۰
Xtdt

معکوس نایقین توزیع

Ψ−۱
s (α) =

∫ s

۰
Xα

t dt

لذا دارد.

exp

(
−
∫ s

۰
Xtdt

)
معکوس نایقین توزیع

Υ−۱
s (α) = exp

(
−
∫ s

۰
X۱−α

t dt

)
انتگرال، متغیرهای تغییر کارگیری به با و انتظار مورد مقدار فرمول ،(١ . ٧٠۵) از استفاده با دارد.

م شود. حاصل (١ . ٧١۵)



٣۶١ نایقین بهره نرخ مدل

بهره نرخ سقف

شده تعیین پیش از سطح ی از بیش گیرنده وام آن در که است مشتقه قرارداد ی بهره، نرخ سقف
سررسید s و است بهره نرخ حداکثر K کنید فرض نم کند. پرداخت را خود وام به نسبت بهره نرخ

است. دلار ی همیشه وام مقدار کنید فرض همچنین ، سادگ برای است.
در قرارداد خرید برای را f گیرنده وام پس است. قرارداد این قیمت دهنده نشان f کنید فرض

s سررسید در آن بازده و م پردازد، ۰ زمان

exp

(∫ s

۰
Xtdt

)
− exp

(∫ s

۰
Xt ∧Kdt

)
(١ . ٧٢۵)

فعل بازده ارزش پول، زمان ارزش به توجه با است.

exp

(
−
∫ s

۰
Xtdt

)(
exp

(∫ s

۰
Xtdt

)
− exp

(∫ s

۰
Xt ∧Kdt

))
= ۱− exp

(
−
∫ s

۰
Xtdt+

∫ s

۰
Xt ∧Kdt

)
= ۱− exp

(
−
∫ s

۰
(Xt −K)+dt

)
۰ زمان در گیرنده قرض خالص بازده بنابراین است.

− f + ۱− exp

(
−
∫ s

۰
(Xt −K)+dt

)
(١ . ٧٣۵)

۰ زمان در بانک خالص بازده که کرده بررس م توان مشابه، طور به است.

f − ۱+ exp

(
−
∫ s

۰
(Xt −K)+dt

)
(٧۴ . ١۵)

باشند، داشته سان ی انتظار مورد بازده بانک و گیرنده وام برای باید قرارداد، این منصفانه قیمت است.
یعن

−f+۱−E

[
exp

(
−
∫ s

۰
(Xt −K)+dt

)]
= f−۱+E

[
exp

(
−
∫ s

۰
(Xt −K)+dt

)]
.

م گیریم. نظر در را بهره نرخ سقف قیمت از زیر تعریف بنابراین

پس دارد. s سررسید و K بهره نرخ حداکثر بهره، نرخ سقف کنید فرض [٢١٨] ١۴ . ١۵ تعریف
بهره نرخ سقف ارزش

f = ۱− E

[
exp

(
−
∫ s

۰
(Xt −K)+dt

)]
(٧۵ . ١۵)

است.



نایقین مال ٣۶٢

پیروی (۶۵ . ١۵) نایقین دیفرانسیل معادله از Xt نایقین بهره نرخ که کنید فرض [٢١٨] ١۴ . ١۵ قضیه
s سررسید و K بهره نرخ حداکثر با بهره نرخ سقف ارزش پس م کند.

f = ۱−
∫ ۱

۰
exp

(
−
∫ s

۰
(Xα

t −K)+dt

)
dα (٧۶ . ١۵)

است. متناظر نایقین دیفرانسیل معادله α‐مسیر ،Xα
t آن در که است،

که م شود نتیجه نایقین دیفرانسیل معادله جواب زمان انتگرال از ∫برهان: s

۰
(Xt −K)+dt

معکوس نایقین توزیع

Ψ−۱
s (α) =

∫ s

۰
(Xα

t −K)+dt

پس دارد.

exp

(
−
∫ s

۰
(Xt −K)+dt

)
معکوس نایقین توزیع

Υ−۱
s (α) = exp

(
−
∫ s

۰
(X۱−α

t −K)+dt

)
(٧۶ . ١۵) به انتگرال، متغیرهای تغییر و انتظار مورد مقدار فرمول ،(٧۵ . ١۵) از استفاده با دارد.

م رسیم.

بهره نرخ کف

تعیین پیش از سطح ی از کمتر سرمایه گذار آن در که است مشتقه قرارداد ی قیمت بهره نرخ کف
سررسید s و بهره نرخ کف K کنید فرض نم کند. دریافت خود سرمایه گذاری به نسبت بهره نرخ شده

است. دلار ی همیشه سرمایه گذاری مقدار م کنیم فرض همچنین ، سادگ برای است.
در قرارداد خرید برای را f سرمایه گذار پس است. قرارداد این قیمت دهنده نشان f کینم فرض

s سررسید در آن بازده و م کند، پرداخت ۰ زمان

exp

(∫ s

۰
Xt ∨Kdt

)
− exp

(∫ s

۰
Xtdt

)
(١ . ٧٧۵)

بازده فعل ارزش پول، زمان ارزش به توجه با است.

exp

(
−
∫ s

۰
Xtdt

)(
exp

(∫ s

۰
Xt ∨Kdt

)
− exp

(∫ s

۰
Xtdt

))
= exp

(
−
∫ s

۰
Xtdt+

∫ s

۰
Xt ∨Kdt

)
− ۱

= exp

(∫ s

۰
(K −Xt)

+dt

)
− ۱
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۰ زمان در سرمایه گذار خالص بازده بنابراین است.

− f + exp

(∫ s

۰
(K −Xt)

+dt

)
− ۱ (١ . ٧٨۵)

۰ زمان در بانک خالص بازده که کرد بررس م توان مشابه، طور به است.

f − exp

(∫ s

۰
(K −Xt)

+dt

)
+ ۱ (١ . ٧٩۵)

یعن باشند، سان ی بانک و سرمایه گذار انتظار مورد بازده باید قرارداد این منصفانه قیمت در است.

−f+E

[
exp

(∫ s

۰
(K −Xt)

+dt

)]
−۱ = f−E

[
exp

(∫ s

۰
(K −Xt)

+dt

)]
+۱.

م کند. تعریف را بهره نرخ کف قیمت زیر، تعریف بنابراین

s سررسید و بهره نرخ K بهره نرخ حداقل با بهره نرخ کف ی کنید فرض [٢١٨] ١۵ . ١۵ تعریف
بهره نرخ کف قیمت پس است.

f = E

[
exp

(∫ s

۰
(K −Xt)

+dt

)]
− ۱ (١ . ٨٠۵)

است.

کند. پیروی (۶۵ . ١۵) نایقین دیفرانسیل ازمعادله Xt نایقین بهره نرخ فرض [٢١٨] ١۵ . ١۵ قضیه
s سررسید و K بهره نرخ حداقل با بهره نرخ کف قیمت پس

f =

∫ ۱

۰
exp

(∫ s

۰
(K −Xα

t )
+dt

)
dα− ۱ (١ . ٨١۵)

است. متناظر نایقین دیفرانسیل معادله α‐مسیر ،Xα
t آن در که است

که م گیریم نتیجه نایقین دیفرانسیل معادله جواب زمان انتگرال از ∫برهان: s

۰
(K −Xt)

+dt

معکوس نایقین توزیع

Ψ−۱
s (α) =

∫ s

۰
(K −X۱−α

t )+dt

پس دارد.

exp

(∫ s

۰
(K −Xt)

+dt

)
معکوس نایقین توزیع

Υ−۱
s (α) = exp

(∫ s

۰
(K −X۱−α

t )+dt

)
(١ . ٨١۵) به انتگرال، متغیرهای تغییر و انتظار مورد مقدار فرمول ،(١ . ٨٠۵) از استفاده با دارد.

م رسیم.



نایقین مال ٣۶۴

نایقین ارز مدل ١ . ٨۵

و م کند پیروی نایقین دیفرانسیل معادله ی از ارز نرخ که کردند فرض [١١۶] و لیو‐چن‐رالس
نایقین ارز مدل

dXt = uXtdt ( داخل ارز )

dYt = vYtdt ( خارج ارز )

dZt = eZtdt+ σZtdCt ( تبدیل نرخ )

(١ . ٨٢۵)

ارز دهنده نشان Yt ، داخل بهره نرخ با داخل ارز دهنده نشان Xt آن در که کردند پیشنهاد را
واحد ی داخل ارز قیمت که است ارز تبدیل نرخ دهنده نشان Zt و خارج بهره نرخ با خارج
ارز قیمت ،Xt = X۰ exp(ut) داخل ارز قیمت که کنید توجه است. t زمان در خارج ارز

ارز تبدیل نرخ و ،Yt = Y۰ exp(vt) خارج

Zt = Z۰ exp(et+ σCt) (١ . ٨٣۵)

آن معکوس نایقین توزیع که است

Φ−۱
t (α) = Z۰ exp

(
et+

σt
√
۳

π
ln

α

۱− α

)
(٨۴ . ١۵)

است.

اروپایی ارز اختیار

ارز واحد ی ی مبادله حق آن دارنده به که است قراردادی اروپایی، ارز اختیار ی ١۶ . ١۵ تعریف
م دهد. داخل ارز واحد K برای سررسید در خارج

زمان در قرارداد خرید برای سرمایه گذار پس، است. داخل ارز به f قرارداد این قیمت که کنید فرض
خالص بازده بنابراین م کند. دریافت (Zs −K)+ داخل ارز به سررسید، در و م پردازد را f ،۰

۰ زمان در سرمایه گذار

− f + exp(−us)(Zs −K)+ (٨۵ . ١۵)

به ، سررسید در و م کند دریافت را f ،۰ زمان در قرارداد فروش برای بانک ر، دی سوی از است.
۰ زمان در بانک خالص بازده بنابراین م پردازد. (۱−K/Zs)

+ خارج ارز

f − exp(−vs)Z۰(۱−K/Zs)
+ (٨۶ . ١۵)

داشته سان ی انتظار مورد بازده بانک و سرمایه گذار باید قرارداد، این منصفانه قیمت اساس بر است.
یعن باشند،

− f + exp(−us)E[(Zs −K)+] = f − exp(−vs)Z۰E[(۱−K/Zs)
+]. (١ . ٨٧۵)

م شود. ارائه زیر تعریف با اروپایی، ارز اختیار قیمت بنابراین



٣۶۵ نایقین ارز مدل

است. s سررسید و K توافق قیمت با اروپایی ارز اختیار ی کنید فرض [١١۶] ١ . ١٧۵ تعریف
اروپایی ارز اختیار قیمت پس

f =
۱
۲ exp(−us)E[(Zs −K)+] +

۱
۲ exp(−vs)Z۰E[(۱−K/Zs)

+] (١ . ٨٨۵)

است.

قیمت با (١ . ٨٢۵) ارز نایقین مدل برای اروپایی ارز اختیار ی کنید فرض [١١۶] ١۶ . ١۵ قضیه
اروپایی ارز اختیار قیمت پس است. s سررسید زمان و K توافق

f =
۱
۲ exp(−us)

∫ ۱

۰

(
Z۰ exp

(
es+

σs
√
۳

π
ln

α

۱− α

)
−K

)+

dα

+
۱
۲ exp(−vs)

∫ ۱

۰

(
Z۰ −K/ exp

(
es+

σs
√
۳

π
ln

α

۱− α

))+

dα

است.

معکوس نایقین توزیع (١ . ٨٢۵) نایقین ارزی مدل در Zs ارز نرخ که کنید توجه برهان:

Φ−۱
s (α) = Z۰ exp

(
es+

σs
√
۳

π
ln

α

۱− α

)

توزیع پس هستند، Zs به نسبت افزایش تابع های Z۰(۱ −K/Zs)
+ و (Zs −K)+ چون دارد.
ترتیب به آنها معکوس نایقین

Ψ−۱
s (α) =

(
Z۰ exp

(
es+

σs
√
۳

π
ln

α

۱− α

)
−K

)+

,

Υ−۱
s (α) =

(
Z۰ −K/ exp

(
es+

σs
√
۳

π
ln

α

۱− α

))+

,

م رسیم. نتیجه به انتظار مورد مقدار فرمول و (١ . ٨٨۵) از استفاده با هستند.

ایی آمری ارز اختیار

ارز واحد ی تبدیل حق دارنده به که است قرارداد ی ایی آمری ارز اختیار ی ١ . ١٨۵ تعریف
م دهد. داخل ارز از واحد K مقابل در s سررسید از قبل زمان هر در را خارج

۰ زمان در سرمایه گذار خالص بازده پس است. داخل ارز به f قرارداد این قیمت که کنید فرض

− f + sup
۰≤t≤s

exp(−ut)(Zt −K)+, (١ . ٨٩۵)



نایقین مال ٣۶۶

۰ زمان در بانک خالص بازده و است

f − sup
۰≤t≤s

exp(−vt)Z۰(۱−K/Zt)
+ (١ . ٩٠۵)

باشند، داشته سان ی انتظار مورد بازده بانک و سرمایه گذار باید قرارداد، منصفانه قیمت اساس بر است.
یعن

−f + E

[
sup

۰≤t≤s
exp(−ut)(Zt −K)+

]
= f − E

[
sup

۰≤t≤s
exp(−vt)Z۰(۱−K/Zt)

+

]
.

(١ . ٩١۵)

م شود. ارائه زیر تعریف با ایی آمری ارز اختیار قیمت ترتیب این به

است. s سررسید و K توافق قیمت با ایی آمری ارز اختیار ی کنید فرض [١١۶] ١ . ١٩۵ تعریف
ایی آمری ارز اختیار قیمت پس

f =
۱
۲E
[
sup

۰≤t≤s
exp(−ut)(Zt −K)+

]
+

۱
۲E
[
sup

۰≤t≤s
exp(−vt)Z۰(۱−K/Zt)

+

]
است.

قیمت (١ . ٨٢۵) ارز نایقین مدل برای ایی آمری ارز اختیار ی کنید فرض [١١۶] ١ . ١٧۵ قضیه
ایی آمری ارز اختیار قیمت پس است. s آن سررسید و دارد K توافق

f =
۱
۲

∫ ۱

۰
sup

۰≤t≤s
exp(−ut)

(
Z۰ exp

(
et+

σt
√
۳

π
ln

α

۱− α

)
−K

)+

dα

+
۱
۲

∫ ۱

۰
sup

۰≤t≤s
exp(−vt)

(
Z۰ −K/ exp

(
et+

σt
√
۳

π
ln

α

۱− α

))+

dα

است.

معکوس نایقین توزیع (١ . ٨٢۵) نایقین ارز مدل در Zs ارز تبدیل نرخ که کنید توجه برهان:

Φ−۱
s (α) = Z۰ exp

(
es+

σs
√
۳

π
ln

α

۱− α

)
که م شود نتیجه نایقین دیفرانسیل معادله جواب فرین مقدار از دارد.

sup
۰≤t≤s

exp(−ut)(Zt −K)+ و sup
۰≤t≤s

exp(−vt)Z۰(۱−K/Zt)
+

معکوس نایقین توزیع ترتیب به

Ψ−۱
s (α) = sup

۰≤t≤s
exp(−ut)

(
Z۰ exp

(
et+

σt
√
۳

π
ln

α

۱− α

)
−K

)+

,
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Υ−۱
s (α) = sup

۰≤t≤s
exp(−vt)

(
Z۰ −K/ exp

(
et+

σt
√
۳

π
ln

α

۱− α

))+

,

م شود. حاصل نتیجه انتظار، مورد مقدار فرمول از استفاده با دارند.

ارز عموم مدل

ارز عموم مدل ی پس کند، پیروی نایقین معمول دیفرانسیل معادله ی از ارز تبدیل نرخ اگر
dXt = uXtdt ( داخل ارز )

dYt = vYtdt ( خارج ارز )

dZt = F (t, Zt)dt+G(t, Zt)dCt ( تبدیل نرخ )

(١ . ٩٢۵)

است. لیو فرایند ی Ct و تابع دو G و F بهره، نرخ v و u آن در که داریم،

با (١ . ٩٢۵) نایقین ارز مدل برای اروپایی ارز اختیار ی کنید فرض ([١٠٢] (لیو ١ . ١٨۵ قضیه
اروپایی ارز اختیار قیمت پس است. s سررسید و K توافق قیمت

f =
۱
۲

∫ ۱

۰

(
exp(−us)(Zα

s −K)+ + exp(−vs)Z۰(۱−K/Zα
s )

+
)
dα (١ . ٩٣۵)

است. متناظر نایقین دیفرانسیل معادله α‐مسیر ،Zα
t آن در که است،

اروپایی اختیار قیمت که م شود نتیجه منصفانه قیمت اصل از طرف، ی از برهان:

f =
۱
۲ exp(−us)E[(Zs −K)+] +

۱
۲ exp(−vs)Z۰E[(۱−K/Zs)

+] (٩۴ . ١۵)

معکوس نایقین توزیع ترتیب به Z۰(۱−K/Zs)
+ و (Zs −K)+ ر، دی سوی از است.

Ψ−۱
s (α) = (Zα

s −K)+,

Υ−۱
s (α) = Z۰(۱−K/Zα

s )
+,

م شود. حاصل نتیجه انتظار، مورد مقدار فرمول از استفاده با دارند.

با (١ . ٩٢۵) نایقین ارز مدل برای ایی آمری ارز اختیار ی کنید فرض ([١٠٢] (لیو ١ . ١٩۵ قضیه
ایی آمری ارز اختیار قیمت پس است. s سررسید و K توافق قیمت

f =
۱
۲

∫ ۱

۰

(
sup

۰≤t≤s
exp(−ut)(Zα

t −K)+ + sup
۰≤t≤s

exp(−vt)Z۰(۱−K/Zα
t )

+

)
dα

است. متناظر نایقین دیفرانسیل معادله α‐مسیر ،Zα
t آن در که است،

ایی آمری اختیار قیمت که م شود نتیجه منصفانه قیمت اصل از طرف، ی از برهان:

f =
۱
۲E
[
sup

۰≤t≤s
exp(−ut)(Zt −K)+

]
+

۱
۲E
[
sup

۰≤t≤s
exp(−vt)Z۰(۱−K/Zt)

+

]



نایقین مال ٣۶٨

که م شود نتیجه نایقین دیفرانسیل معادله جواب فرین مقدار از ر، دی سوی از است.

sup
۰≤t≤s

exp(−ut)(Zt −K)+ و sup
۰≤t≤s

exp(−vt)Z۰(۱−K/Zt)
+

معکوس نایقین توزیع ترتیب به

Ψ−۱
s (α) = sup

۰≤t≤s
exp(−ut)(Zα

t −K)+,

Υ−۱
s (α) = sup

۰≤t≤s
exp(−vt)Z۰(۱−K/Zα

t )
+,

م شود. حاصل نتیجه انتظار، مورد مقدار فرمول از استفاده با دارند.

کتابشناس نکات ١ . ٩۵

دیفرانسیل معادلات از ارز نرخ و بهره نرخ سهام، قیمت که است این بر فرض کلاسی مال نظریه در
این کننده، قانع پارادوکس ی بیان با [٩۶] لیو توسط ران، دی بر علاوه اما، م کند. پیروی تصادف
[٩۶] لیو زین، جای ی عنوان به کنید). نگاه نیز را ب. ٧ (پیوست شد کشیده چالش به فرض پیش

کرد. پیشنهاد را نایقین مال نظریه توسعه
سرمایه گذاری منظور به ٢٠٠٩ سال در [٨٧] لیو توسط بار اولین برای نایقین دیفرانسیل معادلات
علاوه شد. ارائه اروپایی اختیارهای قیمت فرمول و شد ارائه نایقین سهام مدل آن در که شد معرف
[٢١٧] ژانگ‐لیو و [١۵٣] سان‐چن کرد، طراح را ایی آمری اختیار فرمول های [٧] چن این، بر
نوع این برای را بی آربیتراژ قضیه [١٨۵] یائو و کردند، بررس را آسیایی اختیارهای قیمت فرمول
توسط پیوسته طور به نیز نایقین سهام وهای ال که م شود تاکید بر کرد. ثابت نایقین سهام مدل
کامل طور به [۶٨] ‐ژو ج و [١٩٠] یائو ،[١٣] و چن‐لیو‐رالس ،[٢٠٢] یو ،[١٢٩] پنگ‐یائو

شدند. بررس
سال در [١۵] چن‐گائو توسط شناور بهره نرخ سازی شبیه برای نایقین دیفرانسیل معادلات
کردند ارائه را بهره بدون قرضه اوراق قیمت فرمول [٧١] جیائو‐یائو آن، از پس شد. استفاده ٢٠١٣

کردند. مطالعه را ارز بهره نرخ کف و سقف [٢١٨] و‐لیو ژانگ‐رالس و
و لیو‐چن‐رالس توسط ارز نرخ سازی مدل برای ٢٠١۵ سال در نایقین دیفرانسیل معادلات
شده مشخص نایقین بازارهای برای اختیار قیمت فرمول های از برخ آن در که شد، استفاده [١١۶]
و [١۴۵] شن‐یائو ،[١٠٢] لیو توسط گسترده طور به نیز نایقین ارز مدل های آن، از پس بود.

شد. بررس [١۵٩] وانگ‐نینگ



١۶ فصل

نایقین آمار

تفسیر و آوری جمع برای روش این شد. آغاز [٩١] لیو توسط ٢٠١٠ سال در نایقین آمار ی مطالعه
تجربی داده های آوری جمع برای نظرسنج ی فصل، این در است. نایقین نظریه با تجربی داده های
توزیع تعیین برای دلف روش و گشتاورها روش مربعات، کمترین اصل ، خط درونیابی روش معرف و
سری تحلیل و نایقین رگرسیون تحلیل فصل، پایان در است. شده طراح تجربی داده های از نایقین

است. شده بیان نایقین زمان

کارشناس تجربی داده ١ . ١۶

تجربی داده های ونه چ است. تاریخ داده های جای به کارشناس تجربی داده های اساس بر نایقین آمار
شروع نقطه کرد. پیشنهاد آنها آوری جمع برای نظرسنج ی [٩١] لیو آوریم؟ دست به را کارشناس
ξ نایقین متغیر ی معنابخش در پرسشنامه ای تا کنیم دعوت را کارشناس چند یا ی که است این

شود. تکمیل دارد» فاصله چقدر تیانجین از ن «پ نظیر
١١٠ (مثلا م کند را م گیرد ξ نایقین متغیر که x ن مم مقدار ی درخواست ابتدا تجربه با فرد

که م شود بررس سپس کیلومتر)،

باشد؟» x مساوی یا کمتر ξ است ن مم «چقدر

از بزرگتر ξ کارشناس باور درجه که کنید توجه .(۰٫۶ (مثلا کنید بیان α با را کارشناس باور درجه
کارشناس تجربی داده ی بنابراین باشد. نایقین اندازه دوگان موضوعه اصل علت به ۱− α باید x

حوزه

(۱۱۰,۰٫۶) (١ . ١۶)

صورت به پرسشنامه از استفاده با کارشناس شده تعیین تجربی داده های فوق، فرایند تکرار با است.

(x۱, α۱), (x۲, α۲), . . . , (xn, αn) (١ . ٢۶)

است.

داد. اختصاص n و α ،x برای مقداری نم توان حوزه کارشناس از پرسش از قبل :١ . ١۶ تذکر
یا دانش هیچ شما، سوالات به دادن پاسخ برای است ن مم حوزه این کارشناس صورت، درغیراین

باشد. نداشته تجربه ای



نایقین آمار ٣٧٠

پرسشنامه بر مروری

ما برای دقیقاً آنها بین واقع فاصله کنید فرض است. ساحل شهر ی تیانجین و چین پایتخت ن پ
نایقین آمار از [١٢] و چن‐رالس است. شده گرفته نظر در نایقین متغیر ی عنوان به و نیست معلوم

است: زیر شرح به مشاوره روند کردند. استفاده تیانجین و ن پ بین فاصله براورد برای

دارید: نظری چه فاصله این مورد در چقدراست؟ تیانجین تا ن پ فاصله نظرشما به :١ سوال

کیلومتر. ۱۳۰ :١ پاسخ

است؟ کیلومتر ۱۳۰ از کمتر واقع فاصله که م کنید فکر میزان چه تا :٢ سوال

م آید) دست به (۱۳۰,۰٫۶) کارشناس تجربی (اطلاعات درصد. ۶۰ :٢ پاسخ

چیست؟ است، بله پاسخ اگر باشد؟ ری دی مقدار است ن مم فاصله این آیا :٣ سوال

کیلومتر. ۱۴۰ :٣ پاسخ

است؟ کیلومتر ۱۴۰ از بیشتر واقع فاصله که م کنید فکر میزان چه تا :۴ سوال

م آید) دست به (۱۴۰,۰٫۹) کارشناس تجربی (اطلاعات درصد. ۱۰ :۴ پاسخ

چیست؟ است، بله پاسخ اگر باشد؟ ری دی مقدار است ن مم فاصله این آیا :۵ سوال

کیلومتر. ۱۲۰ :۵ پاسخ

است؟ کیلومتر ۱۲۰ از کمتر واقع فاصله که م کنید فکر میزان چه تا :۶ سوال

م آید) دست به (۱۲۰,۰٫۳) کارشناس تجربی (اطلاعات درصد. ۳۰ :۶ پاسخ

چیست؟ است، بله پاسخ اگر باشد؟ ری دی مقدار است ن مم فاصله این آیا :٧ سوال

کیلومتر. ۱۰۰ :٧ پاسخ

است؟ کیلومتر ۱۰۰ از کمتر واقع فاصله که م کنید فکر میزان چه تا :٨ سوال

م آید) دست به (۱۰۰,۰٫۰) کارشناس تجربی (اطلاعات ندارد. ان ام :٨ پاسخ

چیست؟ است، بله پاسخ اگر باشد؟ ری دی مقدار است ن مم فاصله این آیا :٩ سوال

کیلومتر. ۱۵۰ :٩ پاسخ

است؟ کیلومتر ۱۵۰ از بیشتر واقع فاصله که م کنید فکر میزان چه تا :١٠ سوال

م آید) دست به (۱۵۰,۱٫۰) کارشناس تجربی (اطلاعات ندارد. ان ام :١٠ پاسخ

چیست؟ است، بله پاسخ اگر باشد؟ ری دی مقدار است ن مم فاصله این آیا :١١ سوال

باشد. ری دی عدد نم کنم فکر :١١ پاسخ



٣٧١ تجربی نایقین توزیع

مرتب از (پس تیانجین و ن پ بین فاصله از کارشناس تجربی داده پنج پرسشنامه، این از استفاده با
م آید. دست به کردن)

(۱۰۰,۰), (۱۲۰,۰٫۳), (۱۳۰,۰٫۶), (۱۴۰,۰٫۹), (۱۵۰,۱). (١ . ٣۶)

دهید. انجام خود دوستان از ی قد مورد در را سنج نظر ی :١ . ١۶ تمرین

تجربی نایقین توزیع ١ . ٢۶

داده های از مجموعه ای کنید فرض کرد؟ تعیین نایقین متغیر ی برای را نایقین توزیع م توان ونه چ
صورت به کارشناس تجربی

(x۱, α۱), (x۲, α۲), . . . , (xn, αn) (۴ . ١۶)

سازی) مرتب از پس (شاید سازگاری شرایط با

x۱ < x۲ < · · · < xn, ۰ ≤ α۱ ≤ α۲ ≤ · · · ≤ αn ≤ ۱ (۵ . ١۶)

تجربی نایقین توزیع [٩١] لیو کارشناس، این تجربی داده های اساس بر است. شده آوری جمع
(۶ . ١۶)

Φ(x) =


۰, x < x۱ اگر

αi +
(αi+۱ − αi)(x− xi)

xi+۱ − xi
, xi ≤ x ≤ xi+۱, ۱ ≤ i < n اگر

۱, x > xn اگر

است. خط درونیابی روش نوع ی این اساساً، کرد. پیشنهاد را
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Φ(x) تجربی نایقین توزیع :١ . ١۶ ل ش



نایقین آمار ٣٧٢

انتظار مورد مقدار (۶ . ١۶) با شده تعیین Φ تجربی نایقین توزیع

E[ξ] =
α۱ + α۲

۲ x۱ +
n−۱∑
i=۲

αi+۱ − αi−۱
۲ xi +

(
۱− αn−۱ + αn

۲

)
xn (١ . ٧۶)

آن ام k گشتاورهای باشند، نامنف xi ها تمام اگر دارد.

E[ξk] = α۱x
k
۱ +

۱
k + ۱

n−۱∑
i=۱

k∑
j=۰

(αi+۱ − αi)x
j
ix

k−j
i+۱ + (۱− αn)x

k
n (١ . ٨۶)

هستند.

کارشناس تجربی داده پنج :١ . ١۶ مثال

(۱۰۰,۰), (۱۲۰,۰٫۳), (۱۳۰,۰٫۶), (۱۴۰,۰٫۹), (۱۵۰,۱),

این تجربی داده های اساس بر کنید. نگاه دوباره را ١ . ١۶ بخش در تیانجین و ن پ بین فاصله مورد در
است. شده داده نشان ١ . ٢۶ ل ش در فاصله تجربی نایقین توزیع کارشناسن،
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انتظار مورد فاصله که کنید توجه تیانجین. و ن پ بین فاصله تجربی نایقین توزیع :١ . ٢۶ ل ش
است. Earth Google در کیلومتر ١٢٧ واقع فاصله و است کیلومتر ۱۲۵٫۵ تجربی

مربعات کمترین اصل ١ . ٣۶

برای است. θ نامعلوم پارامتر ی با Φ(x|θ) معلوم تابع ل ش به نایقین توزیع ی کنید فرض
داده های فاصله مربعات مجموع که کرد استفاده مربعات کمترین اصل از [٩١] لیو ،θ پارامتر برآورد
عمودی جهت در م توان را کمینه سازی این م رساند. حداقل به را نایقین توزیع از کارشناس تجربی

کارشناس تجربی داده اگر داد. انجام افق یا

(x۱, α۱), (x۲, α۲), . . . , (xn, αn) (١ . ٩۶)



٣٧٣ مربعات کمترین اصل

باشد، شده پذیرفته عمودی جهت در و شده مشخص

min
θ

n∑
i=۱

(Φ(xi|θ)− αi)
۲. (١ . ١٠۶)

نایقین توزیع لذا و م شود نامیده θ مربعات کمترین تقریب (١ . ١٠۶) از حاصل θ̂ بهینه جواب
است. Φ(x|θ̂) مربعات کمترین
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مربعات کمترین اصل :١ . ٣۶ ل ش

یعن دارد، b و a نامعلوم پارامتر دو با خط ل ش ی نایقین توزیع کنید فرض :١ . ٢۶ مثال

Φ(x|a, b) =


۰, x ≤ a اگر
x− a

b− a
, a ≤ x ≤ b اگر

۱, x ≥ b اگر

(١ . ١١۶)

صورت به را کارشناس تجربی داده های همچنین

(۱,۰٫۱۵), (۲,۰٫۴۵), (۳,۰٫۵۵), (۴,۰٫۸۵), (۵,۰٫۹۵) (١ . ١٢۶)

و b̂ = ۴٫۷۷۲۷ ،â = ۰٫۲۲۷۳ که: م شود نتیجه مربعات کمترین اصل از م گیریم. نظر در
صورت به مربعات کمترین نایقین توزیع

Φ(x) =


۰, x ≤ ۰٫۲۲۷۳ اگر
(x− ۰٫۲۲۷۳)/۴٫۵۴۵۴, ۰٫۲۲۷۳ ≤ x ≤ ۴٫۷۷۲۷ اگر
۱, x ≥ ۴٫۷۷۲۷ اگر

(١ . ١٣۶)

است.

دارد، σ و e نامعلوم پارامتر دو با لوگ‐نرمال ل ش ی نایقین توزیع ی کنید فرض :١ . ٣۶ مثال
یعن

Φ(x|e, σ) =
(
۱+ exp

(
π(e− lnx)√

۳σ

))−۱
. (١۴ . ١۶)



نایقین آمار ٣٧۴

صورت به را کارشناس تجربی داده های همچنین
(١۵ . ١۶)

(۰٫۶,۰٫۱), (۱٫۰,۰٫۳), (۱٫۵,۰٫۴), (۲٫۰,۰٫۶), (۲٫۸,۰٫۸), (۳٫۶,۰٫۹)

و σ̂ = ۰٫۷۸۵۲ ، ê = ۰٫۴۸۲۵ که: م شود نتیجه مربعات کمترین اصل از م گیریم. نظر در
صورت به مربعات کمترین نایقین توزیع

Φ(x) =

(
۱+ exp

(
۰٫۴۸۲۵− lnx

۰٫۴۳۲۹

))−۱
(١۶ . ١۶)

است.

گشتاورها روش ۴ . ١۶

نایقین توزیع با نایقین نامنف متغیر ی کنید فرض

Φ(x|θ۱, θ۲, . . . , θp) (١ . ١٧۶)

کارشناس تجربی داده های از مجموعه ای به توجه با است. θ۱, θ۲, . . . , θp نامعلوم پارامترهای با

(x۱, α۱), (x۲, α۲), . . . , (xn, αn) (١ . ١٨۶)

۰ ≤ x۱ < x۲ < · · · < xn, ۰ ≤ α۱ ≤ α۲ ≤ · · · ≤ αn ≤ ۱, (١ . ١٩۶)

کردند. پیشنهاد نایقین توزیع نامعلوم پارامترهای برآورد برای گشتاوری روش ی [١۶٣] وانگ‐پنگ
تعریف متناظر تجربی نایقین توزیع عنوان به کارشناس، تجربی داده های تجربی گشتاور k ابتدا،

یعن م شود،

ξk = α۱x
k
۱ +

۱
k + ۱

n−۱∑
i=۱

k∑
j=۰

(αi+۱ − αi)x
j
ix

k−j
i+۱ + (۱− αn)x

k
n. (١ . ٢٠۶)

به نظیر Φ(x|θ۱, θ۲, . . . , θp) گشتاور p دادن قرار مساوی با θ̂۱, θ̂۲, . . . , θ̂p گشتاوری برآوردهای
θ̂۱, θ̂۲, . . . , θ̂p گشتاوری برآورد ر دی عبارت به م شوند. مشخص تجربی اول گشتاور p با نظیر

معادلات دستگاه جواب ∫باید +∞

۰
(۱− Φ( k

√
x | θ۱, θ۲, . . . , θp))dx = ξk, k = ۱,۲, . . . , p (١ . ٢١۶)

است. (١ . ٢٠۶) با شده مشخص تجربی گشتاورهای ξ۱, ξ۲, . . . , ξp آن در که باشد

زیر تجربی داده های با پرسشنامه ی کنید فرض :۴ . ١۶ مثال
(١ . ٢٢۶)

(۱٫۲,۰٫۱), (۱٫۵,۰٫۳), (۱٫۸,۰٫۴), (۲٫۵,۰٫۶), (۳٫۹,۰٫۸), (۴٫۶,۰٫۹)



٣٧۵ کارشناس چند از استفاده

هستند. ۲۹٫۴۹۳۶ و ۷٫۷۲۲۶ ،۲٫۵۱۰۰ تجربی گشتاور سه صورت این در است. شده فراهم
c و a, b نایقین زاگ زی توزیع اول گشتاور سه نامعلوم پارامترهای که باشیم باور این بر است ن مم

یعن هستند.

Φ(x|a, b, c) =



۰, x ≤ a اگر
x− a

۲(b− a)
, a ≤ x ≤ b اگر

x+ c− ۲b
۲(c− b

, b ≤ x ≤ c اگر

۱, x ≥ c اگر

(١ . ٢٣۶)

مثبت اعدادی نامعلوم پارامترهای که باشیم باور این بر است ن مم کارشناس، تجربی داده های از
Φ(x|a, b, c) نایقین زاگ زی توزیع گشتاوراول سه بنابراین هستند.

a+ ۲b+ c

۴ ,

a۲ + ab+ ۲b۲ + bc+ c۲

۶ ,

a۳ + a۲b+ ab۲ + ۲b۳ + b۲c+ bc۲ + c۳

۸
معادلات دستگاه باید a, b, c مجهول پارامترهای برای که م شود نتیجه گشتاورها روش از هستند.

a+ ۲b+ c = ۴× ۲٫۵۱۰۰
a۲ + ab+ ۲b۲ + bc+ c۲ = ۶× ۷٫۷۲۲۶
a۳ + a۲b+ ab۲ + ۲b۳ + b۲c+ bc۲ + c۳ = ۸× ۲۹٫۴۹۳۶.

(٢۴ . ١۶)

(â, b̂, ĉ) = (۰٫۹۸۰۴,۲٫۰۳۰۳,۴٫۹۹۹۱) گشتاوری برآوردهای گشتاوری روش از شود. حل
متناظر نایقین توزیع و هستند

Φ(x) =


۰, x ≤ ۰٫۹۸۰۴ اگر
(x− ۰٫۹۸۰۴)/۲٫۰۹۹۸, ۰٫۹۸۰۴ ≤ x ≤ ۲٫۰۳۰۳ اگر
(x+ ۰٫۹۳۸۵)/۵٫۹۳۷۶, ۲٫۰۳۰۳ ≤ x ≤ ۴٫۹۹۹۱ اگر
۱, x ≥ ۴٫۹۹۹۱ اگر

(٢۵ . ١۶)

است.

کارشناس چند از استفاده ۵ . ١۶

م کند. تولید را خودش نایقین توزیع ی هر و دارند وجود مربوطه حوزه کارشناس m کنید فرض
که کرد پیشنهاد [٩١] لیو داریم. را Φ۱(x),Φ۲(x), . . .,Φm(x) نایقین توزیع m صورت این در

نایقین توزیع ی در باید نایقین توزیع m

Φ(x) = w۱Φ۱(x) + w۲Φ۲(x) + · · ·+ wmΦm(x) (٢۶ . ١۶)



نایقین آمار ٣٧۶

نامنف اعداد آنها ، (یعن هستند محدب ترکیب ضرایب w۱, w۲, . . . , wm آن در که شود تجمیع
ن مم مثال، عنوان به است. کارشناسان وزن دهنده نشان و (w۱ +w۲ + · · ·+wn = ۱ هستند،

دهیم قرار است

wi =
۱
m
, ∀i = ۱,۲, . . . , n. (١ . ٢٧۶)

مقادیر و [٠ ،١] مقادیر با افزایش توابع هستند، نایقین توزیع Φ۱(x),Φ۲(x), . . .,Φm(x) چون
با افزایش تابع ی نیز Φ(x) محدب ترکیب که کرد تحقیق میتوان آسان به نیست. ١ یا صفر آنها

ی نیز Φ(x) پنگ‐ایوامورا، قضیه به بنا پس Φ(x) ̸≡ ۱ ،Φ(x) ̸≡ ۰ و است [۱۰] در مقادیری
است. نایقین توزیع

دلف روش ۶ . ١۶

معتبرتر گروه تجربه که فرض این اساس بر RAND شرکت توسط ١٩۵٠ دهه در ابتدا دلف روش
دو در را پرسشنامه ها تا میخواهد حوزه کارشناسان از روش این یافت. توسعه است، فردی تجربه از

قبل دور از پاسخ ها از نام بدون خلاصه ی کننده بندی جمع دور، هر از پس برگردانند. دور چند یا
حوزه کارشناسان از سپس م دهد. ارائه دارند، نظراتشان برای حوزه کارشناسان که دلایل همچنین و
این بر باور کنند. نظر تجدید بندی، جمع این به توجه با خود، قبل پاسخ های در تا م شود خواسته
–گائو‐ وانگ م شوند. را هم مناسب پاسخ ی به کارشناسان نظرات فرایند این طول در که است

اصل مراحل کردند. بازنگری نایقین توزیع تعیین برای فرایند ی عنوان به را دلف روش [١۶١] گیو
است: زیر شرح به آن

دهند. ارائه را خود تجربی داده های حوزه، کارشناس m

(xij , αij), j = ۱,۲, . . . , ni, i = ۱,۲, . . . ,m. (١ . ٢٨۶)

. ١ گام

(xi۱, αi۱), (xi۲, αi۲), . . . , (xini
, αini

) حوزه کارشناس امین i تجربی دادهای از
کنید. استفاده حوزه کارشناس امین i Φi نایقین توزیع تولید برای

. ٢ گام

در که کنید محاسبه را Φ(x) = w۱Φ۱(x)+w۲Φ۲(x)+ · · ·+wmΦm(x) مقدار
م دهند. نشان را حوزه کارشناسان وزن و محدب ترکیب ضرایب w۱, w۲, · · · , wm آن

. ٣ گام

به است، ε > ۰ معین سطح ی از کمتر |αij − Φ(xij)| j ها و i تمام برای اگر
به Φ تابع (مثلا، بندی جمع حوزه ام i کارشناس صورت، این غیر در برو. ۵ مرحله
مجموعه ای سپس و کند، دریافت را کارشناسان) ر دی دلایل و قبل مرحله در آمده دست
برای (xi۱, αi۱), (xi۲, αi۲), . . . , (xini

, αini
) را شده نظر تجدید تجربی داده از

بروید. ٢ مرحله به کنید. تهیه i = ۱,۲, . . . ,m

. ۴ گام

است. نظر مورد نایقین توزیع Φ تابع آخرین . ۵ گام



٣٧٧ نایقین رگرسیون تحلیل

نایقین رگرسیون تحلیل ١ . ٧۶

فرض است. پاسخ متغیر ی y و توصیف متغیرهای از بردار ی (x۱, x۲, . . . , xp) کنید فرض
رگرسیون مدل ی با y و (x۱, x۲, . . . , xp) بین تابع رابطه کنید

y = f(x۱, x۲, . . . , xp|β) + ε (١ . ٢٩۶)

خصوص، به است. اختلال عامل ε و پارامترها، از نامعلوم بردار ی β آن در که شود بیان

y = β۰ + β۱x۱ + β۲x۲ + · · ·+ βpxp + ε (١ . ٣٠۶)

و خط رگرسیون مدل را

y = β۰ − β۱ exp(−β۲x) + ε, β۱ > ۰, β۲ > ۰ (١ . ٣١۶)

م نامیم. مجانبی رگرسیون مدل را
این با دارد. وجود (x۱, x۲, . . . , xp, y) دقیق مشاهده ان ام که م شود فرض ، سنت طور به
م شوند. مشخص نایقین متغیرهای با و هستند نادقیق داده ها این مشاهدات موارد از بسیاری در حال،

شده مشاهده نادقیق داده های از مجموعه ای ما که م شود فرض ترتیب، این به

(x̃i۱, x̃i۲, . . . , x̃ip, ỹi), i = ۱,۲, . . . , n (١ . ٣٢۶)

با i = ۱,۲, . . . , n هر برای ترتیب به نایقین متغیرهای x̃i۱, x̃i۲, . . . , x̃ip, ỹi آن در که داریم
هستند. Φi۱,Φi۲, . . . ,Φip,Ψi نایقین توزیع

تقریب که کردند پیشنهاد [١٩٨] یائو‐لیو ،(١ . ٣٢۶) شده مشاهده نادقیق داده های به توجه با
رگرسیون مدل در β مربعات کمترین

y = f(x۱, x۲, . . . , xp|β) + ε (١ . ٣٣۶)

کمینه سازی مسئله جواب

min
β

n∑
i=۱

E[(ỹi − f(x̃i۱, x̃i۲, . . . , x̃ip|β))۲]. (٣۴ . ١۶)

صورت به شده برازش رگرسیون مدل باشد، β∗ کمینه سازی این جواب اگر است.

y = f(x۱, x۲, . . . , xp|β∗) (٣۵ . ١۶)

است.

مجموعه ی i = ۱,۲, . . . , n ،(x̃i۱, x̃i۲, . . . , x̃ip, ỹi) کنید فرض [٨١] ،[١٩٨] ١ . ١۶ قضیه
مستقل نایقین متغیرهای x̃i۱, x̃i۲, . . . , x̃ip, ỹi آن در که است، نادقیق شده مشاهده داده های از
تقریب پس هستند. i = ۱,۲, · · · , n ،Φi۱,Φi۲, . . . ,Φip,Ψi منظم نایقین توزیع با ترتیب به

خط رگرسیون مدل در β۰, β۱, . . . , βp مربعات کمترین

y = β۰ +

p∑
j=۱

βjxj + ε (٣۶ . ١۶)



نایقین آمار ٣٧٨

کمینه سازی مسئله جواب

min
β۰,β۱,...,βp

n∑
i=۱

∫ ۱

۰

Ψ−۱
i (α)− β۰ −

p∑
j=۱

βjΥ
−۱
ij (α, βj)

۲

dα (١ . ٣٧۶)

،j = ۱,۲, . . . , p و i = ۱,۲, . . . , n برای آن در که است،

Υ−۱
ij (α, βj) =

{
Φ−۱

ij (۱− α), βj ≥ ۰ اگر

Φ−۱
ij (α), βj < ۰ اگر

(١ . ٣٨۶)

مسئله جواب ، خط رگرسیون مدل در β۰, β۱, . . . , βp مربعات کمترین تقریب که کنید توجه برهان:
سازی کمینه

min
β۰,β۱,...,βp

n∑
i=۱

E


ỹi − β۰ −

p∑
j=۱

βj x̃ij

۲
 . (١ . ٣٩۶)

نایقین متغیر معکوس نایقین توزیع i اندیس هر برای است.

ỹi − β۰ −
p∑

j=۱
βj x̃ij

همان

F−۱
i (α) = Ψ−۱

i (α)− β۰ −
p∑

j=۱
βjΥ

−۱
ij (α, βj)

که م شود نتیجه ۴۴ . ٢ قضیه از است.

E


ỹi − β۰ −

p∑
j=۱

βj x̃ij

۲
 =

∫ ۱

۰

Ψ−۱
i (α)− β۰ −

p∑
j=۱

βjΥ
−۱
ij (α, βj)

۲

dα.

است. شده ثابت قضیه بنابراین است. (١ . ٣٩۶) معادل (١ . ٣٧۶) سازی کمینه مسئله پس

داده های از مجموعه ای ی i = ۱,۲, . . . , n ،(x̃i, ỹi) برای کنید فرض [٨١] :١ . ٢۶ تمرین
هر برای و هستند، نایقین مستقل متغیرهای ỹi و x̃i آن در که هستند، نادقیق شده مشاهده

کمترین تقریب دهید نشان دارند. Ψi و Φi منظم نایقین توزیع ترتیب به i = ۱,۲, . . . , n
مجانبی رگرسيون مدل در β۰, β۱, β۲مربعات

y = β۰ − β۱ exp(−β۲x) + ε, β۱ > ۰, β۲ > ۰ (۴١ . ٠۶)

کمینه سازی مسئله جواب 

min
β۰,β۱>۰,β۲>۰

n∑
i=۱

∫ ۱

۰

(
Ψ−۱

i (α)− β۰ + β۱ exp(−β۲Φ
−۱
i (۱− α))

)۲
dα (۴١ . ١۶)



٣٧٩ نایقین رگرسیون تحلیل

است.

است نادقیق داده های از مجموعه  ی i = ۱,۲, . . . , n ،(x̃i, ỹi) کنید فرض [٨١] :١ . ٣۶ تمرین
توزیع های ترتیب به i = ۱,۲, . . . , n برای و هستند، مثبت و مستقل متغیرهای ỹi و x̃i آن در که

رگرسیون مدل در β۱, β۲ مربعات کمترین تقریب دهید نشان دارند. Ψi و Φi منظم نایقین

y =
β۱x

β۲ + x
+ ε, β۱ > ۰, β۲ > ۰ (۴١ . ٢۶)

کمینه سازی مسئله جواب

min
β۱>۰,β۲>۰

n∑
i=۱

∫ ۱

۰

(
Ψ−۱

i (α)− β۱Φ
−۱
i (۱− α)

β۲ +Φ−۱
i (۱− α)

)۲

dα (۴١ . ٣۶)

است.

مانده تحلیل

داده های از مجموعه ای i = ۱,۲, . . . , n ،(x̃i۱, x̃i۲, . . . , x̃ip, ỹi) کنید فرض [٨١] ١ . ١۶ تعریف
شده برازش رگرسیون مدل و است نادقیق شده مشاهده

y = f(x۱, x۲, . . . , xp|β∗) (۴۴ . ١۶)

جمله (i = ۱,۲, . . . , n) i اندیس هر برای است.

ε̂i = ỹi − f(x̃i۱, x̃i۲, . . . , x̃ip|β∗) (۴۵ . ١۶)

م شود. نامیده مانده امین i

برآورد ميانگين م توان را آن انتظار مورد مقدار آنگاه شود، فرض نایقین متغير ε اختلال جمله اگر
یعن گرفت، نظر در مانده ها انتظار مورد مقادیر

ê =
۱
n

n∑
i=۱

E[ε̂i] (۴۶ . ١۶)

صورت به م توان را پراش و

σ̂۲ =
۱
n

n∑
i=۱

E[(ε̂i − ê)۲] (۴١ . ٧۶)

است. مانده امین i ترتیب به ε̂i ،i = ۱,۲, . . . , n برای آن در که کرد، برآورد

داده های از مجموعه ای i = ۱,۲, . . . , n ،(x̃i۱, x̃i۲, . . . , x̃ip, ỹi) کنید فرض [٨١] ١ . ٢۶ قضیه
i برای= و هستند مستقل نایقین متغیرهای x̃i۱, x̃i۲, . . . , x̃ip, ỹi آن در که است نادقیق شده مشاهده
مدل کنید فرض دارند. iΦi۱,Φi۲, . . . ,Φip,Ψi منظم نایقین توزیع ترتیب به ۱,۲, . . . , n

صورت به شده برازش خط رگرسیون

y = β∗
۰ +

p∑
j=۱

β∗
j xj (۴١ . ٨۶)



نایقین آمار ٣٨٠

ε خطای عبارت ریاض امید مقدار برآورد صورت این در است.

ê =
۱
n

n∑
i=۱

∫ ۱

۰

Ψ−۱
i (α)− β∗

۰ −
p∑

j=۱
β∗
jΥ

−۱
ij (α, β∗

j )

 dα (۴١ . ٩۶)

شده برآورد پراش و است،

σ̂۲ =
۱
n

n∑
i=۱

∫ ۱

۰

Ψ−۱
i (α)− β∗

۰ −
p∑

j=۱
β∗
jΥ

−۱
ij (α, β∗

j )− ê

۲

dα (۵١ . ٠۶)

j = ۱,۲, . . . , p و i = ۱,۲, . . . , n هر برای آن در که است

Υ−۱
ij (α, β∗

j ) =

{
Φ−۱

ij (۱− α), β∗
j ≥ ۰ اگر

Φ−۱
ij (α), β∗

j < ۰ اگر
(۵١ . ١۶)

نایقین متغیر معکوس نایقین توزیع ،i اندیس هر برای برهان:

ỹi − β∗
۰ −

p∑
j=۱

β∗
j x̃ij

همان

F−۱
i (α) = Ψ−۱

i (α)− β∗
۰ −

p∑
j=۱

β∗
jΥ

−۱
ij (α, β∗

j )

م شود. نتیجه (۵١ . ٠۶) و (۴١ . ٩۶) برقراری ۴۴ . ٢ و ٢۵ . ٢ قضیه های از است.

شده مشاهده داده های از مجموعه ای i = ۱,۲, . . . , n ،(x̃i, ỹi) کنید فرض [٨١] :۴ . ١۶ تمرین
ترتیب به i = ۱,۲, . . . , n برای و هستند مستقل نایقین متغیرهای ỹi و x̃i آن در که است نایقین

صورت به شده برازش مجانبی رگرسیون مدل کنید فرض و دارند، Ψi و Φi منظم نایقین توزیع

y = β∗
۰ − β∗

۱ exp(−β∗
۲x), β∗

۱ > ۰, β∗
۲ > ۰ (۵١ . ٢۶)

ε اختلال عبارت شده برآورد مقدار دهید نشان است.

ê =
۱
n

n∑
i=۱

∫ ۱

۰

(
Ψ−۱

i (α)− β∗
۰ + β∗

۱ exp(−β∗
۲Φ

−۱
i (۱− α))

)
dα (۵١ . ٣۶)

پراش شده برآورد مقدار و است

σ̂۲ =
۱
n

n∑
i=۱

∫ ۱

۰

(
Ψ−۱

i (α)− β∗
۰ + β∗

۱ exp(−β∗
۲Φ

−۱
i (۱− α))− ê

)۲
dα (۵۴ . ١۶)

است.



٣٨١ نایقین رگرسیون تحلیل

شده مشاهده داده های از مجموعه ای i = ۱,۲, . . . , n ،(x̃i, ỹi) کنید فرض [٨١] :۵ . ١۶ تمرین
،i = ۱,۲, . . . , n برای و هستند مثبت و مستقل نایقین متغیرهای ỹi و x̃i آن در که است، نادقیق

صورت به شده برازش رگرسیون مدل کنید فرض و دارند؛ Ψi و Φi منظم نایقین توزیع ترتیب به

y =
β∗
۱x

β∗
۲ + x

, β∗
۱ > ۰, β∗

۲ > ۰ (۵۵ . ١۶)

صورت به ε اختلال عبارت انتظار مورد شده برآورد   مقدار دهید نشان است.

ê =
۱
n

n∑
i=۱

∫ ۱

۰

(
Ψ−۱

i (α)− β∗
۱Φ

−۱
i (۱− α)

β∗
۲ +Φ−۱

i (۱− α)

)
dα (۵۶ . ١۶)

شده برآورد پراش و است

σ̂۲ =
۱
n

n∑
i=۱

∫ ۱

۰

(
Ψ−۱

i (α)− β∗
۱Φ

−۱
i (۱− α)

β∗
۲ +Φ−۱

i (۱− α)
− ê

)۲

dα (۵١ . ٧۶)

است.

بین پیش مقدار

متغیرهای x̃۱, x̃۲, . . . , x̃p آن در که است، توصیف بردار ی (x̃۱, x̃۲, . . . , x̃p) کنید فرض حال
مدل (١) کنید فرض هستند. Φ۱,Φ۲, . . . ,Φp منظم نایقین توزیع با ترتیب به مستقل نایقین

صورت به شده برازش خط رگرسیون

y = β∗
۰ +

p∑
j=۱

β∗
j xj , (۵١ . ٨۶)

است. x̃۱, x̃۲, . . . , x̃p از مستقل و دارد σ̂۲ واريانس و ê انتظار مورد مقدار ε عبارت (٢) است.
رابطه x̃۱, x̃۲, . . . , x̃p برحسب y پاسخ بین پیش متغیر نایقین متغیر تعیین برای [٨١] ل او‐لیو

ŷ = β∗
۰ +

p∑
j=۱

β∗
j x̃j + ε, (۵١ . ٩۶)

تعریف ŷ بین پیش نایقین متغیر انتظار مورد مقدار عنوان به بین پیش مقدار و کردند، پیشنهاد را
یعن م شود،

µ = β∗
۰ +

p∑
j=۱

β∗
jE[x̃j ] + ê. (۶١ . ٠۶)

اطمینان بازه

نایقین توزیع آنگاه کند، تبعیت نرمال نایقین توزیع از ε اختلال عبارت که کنیم فرض اگر همچنین
صورت به ŷ بین پیش متغیر معکوس

Ψ̂−۱(α) = β∗
۰ +

p∑
j=۱

β∗
jΥ

−۱
j (α, β∗

j ) + Φ−۱(α) (۶١ . ١۶)



نایقین آمار ٣٨٢

j = ۱,۲, . . . , p هر برای آن در که است

Υ−۱
j (α, β∗

j ) =

{
Φ−۱

j (α), β∗
j ≥ ۰ اگر

Φ−۱
j (۱− α), β∗

j < ۰ اگر
(۶١ . ٢۶)

، یعن است N (ê, σ̂) معکوس نایقین توزیع Φ−۱(α) و

Φ−۱(α) = ê+
σ̂
√
۳

π
ln

α

۱− α
. (۶١ . ٣۶)

سطح عنوان به درصد) ٩۵ (مثلا را α م  کنیم. مشخص را ŷ از Ψ̂ نایقین توزیع همچنین ،Ψ̂−۱ از
که م کنیم پیدا چنان را b مقدار حداقل و م گیریم نظر در اطمینان

Ψ̂(µ+ b)− Ψ̂(µ− b) ≥ α. (۶۴ . ١۶)

پیشنهاد [٨١] ل او‐لیو ،M{µ − b ≤ ŷ ≤ µ + b} ≥ Ψ̂(µ + b) − Ψ̂(µ − b) ≥ α چون
اغلب که است [µ− b, µ+ b] برابر y پاسخ متغیر α اطمینان سطح با متناظر اطمینان بازه که کردند

صورت به اختصار به

µ± b (۶۵ . ١۶)

م شود. نوشته

x̃۱, x̃۲, . . . , x̃p آن در که است توصیف بردار ی (x̃۱, x̃۲, . . . , x̃p) کنید فرض [٨١] :۶ . ١۶ تمرین
(١) کنید فرض هستند. Φ۱,Φ۲, . . . ,Φp منظم نایقین توزیع با ترتیب به مستقل نایقین متغیرهای

صورت به شده برازش خط رگرسیون مدل

y = β∗
۰ +

p∑
j=۱

β∗
j xj , (۶۶ . ١۶)

و م کند پیروی σ̂۲ پراش و ê انتظار مورد مقدار با خط نایقین توزیع از ε اختلال عبارت (٢) است.
(راهنمایی: چیست؟ α سطح با متناظر y پاسخ متغیر اطمینان بازه است. x̃۱, x̃۲, . . . , x̃pاز مستقل

دارد.) σ̂۲ پراش و ê انتظار مورد مقدار L(ê−
√
۳σ̂, ê+

√
۳σ̂) خط نایقین متغیر

کنید فرض است. Φ منظم نایقین توزیع با توصیف متغیر ی x̃ کنید فرض [٨١] :١ . ٧۶ تمرین
صورت به شده برازش مجانبی رگرسیون مدل (١)

y = β∗
۰ − β∗

۱ exp(−β∗
۲x), β∗

۱ > ۰, β∗
۲ > ۰, (۶١ . ٧۶)

م کند پیروی σ̂۲ پراش و ê انتظار مورد مقدار با نرمال نایقین توزيع از ε اختلال عبارت (٢) است.
چیست؟ α اطمینان سطح با متناظر y پاسخ متغیر اطمینان بازه است. x̃ از مستقل و

کنید فرض است. Φ منظم نایقین توزیع با توصیف متغیر ی x̃ کنید فرض [٨١] :١ . ٨۶ تمرین
صورت به رگرسیون مدل (١)

y =
β∗
۱x

β∗
۲ + x

, β∗
۱ > ۰, β∗

۲ > ۰. (۶١ . ٨۶)

م کند پیروی σ̂۲ پراش و ê انتظار مورد مقدار با نرمال نایقین توزيع از ε اختلال عبارت (٢) است.
چیست؟ α اطمینان سطح با متناظر y پاسخ متغیر اطمینان بازه است. x̃ از مستقل و



٣٨٣ نایقین رگرسیون تحلیل

عددی مثال ی

دارند. وجود i = ۱,۲, . . . ,۲۴ ،(x̃i۱, x̃i۲, x̃i۳, ỹi) شده مشاهده نادقیق داده ٢۴ که کنید فرض

کنید. مراجعه ١ . ١۶ جدول به هستند. مستقل خط نایقین متغیرهای x̃i۱, x̃i۲, x̃i۳, ỹi ،i هر برای
y و (x۱, x۲, x۳) بین تابع رابطه تعیین برای نایقین رگرسیون تحلیل از ونه چ م دهیم نشان

م شود. استفاده

( خط نایقین (متغیرهای شده مشاهده نایقین داده های :١ . ١۶ جدول

y x۳ x۲ x۱ شماره
L(۳۳,۳۶) L(۶,۷) L(۹,۱۰) L(۳,۴) ١
L(۴۰,۴۳) L(۶,۷) L(۲۰,۲۲) L(۵,۶) ٢
L(۳۸,۴۱) L(۷,۸) L(۱۸,۲۰) L(۵,۶) ٣
L(۴۶,۴۹) L(۶,۷) L(۳۳,۳۶) L(۵,۶) ۴
L(۴۱,۴۴) L(۷,۸) L(۳۱,۳۴) L(۴,۵) ۵
L(۳۷,۴۰) L(۵,۶) L(۱۳,۱۵) L(۶,۷) ۶
L(۳۹,۴۲) L(۶,۷) L(۲۵,۲۸) L(۶,۷) ٧
L(۴۰,۴۳) L(۴,۵) L(۳۰,۳۳) L(۵,۶) ٨
L(۳۰,۳۳) L(۵,۶) L(۵,۶) L(۳,۴) ٩
L(۵۲,۵۵) L(۸,۹) L(۴۷,۵۰) L(۷,۸) ١٠
L(۳۸,۴۱) L(۵,۶) L(۲۵,۲۸) L(۴,۵) ١١
L(۳۱,۳۴) L(۶,۷) L(۱۱,۱۳) L(۴,۵) ١٢
L(۴۳,۴۶) L(۷,۸) L(۲۳,۲۶) L(۸,۹) ١٣
L(۴۴,۴۷) L(۷,۸) L(۳۵,۳۸) L(۶,۷) ١۴
L(۴۲,۴۵) L(۵,۶) L(۳۹,۴۴) L(۶,۷) ١۵
L(۳۳,۳۶) L(۴,۵) L(۲۱,۲۴) L(۳,۴) ١۶
L(۳۴,۳۷) L(۵,۶) L(۷,۸) L(۶,۷) ١٧
L(۴۸,۵۱) L(۷,۸) L(۴۰,۴۳) L(۷,۸) ١٨
L(۳۸,۴۱) L(۶,۷) L(۳۵,۳۸) L(۴,۵) ١٩
L(۳۵,۳۸) L(۳,۴) L(۲۳,۲۶) L(۴,۵) ٢٠
L(۴۰,۴۳) L(۴,۵) L(۳۳,۳۶) L(۵,۶) ٢١
L(۳۶,۳۹) L(۴,۵) L(۲۷,۳۰) L(۵,۶) ٢٢
L(۴۵,۴۸) L(۸,۹) L(۳۴,۳۷) L(۴,۵) ٢٣
L(۳۵,۳۸) L(۵,۶) L(۱۵,۱۷) L(۳,۴) ٢۴

نایقین خط رگرسیون مدل از آن، تعیین برای

y = β۰ + β۱x۱ + β۲x۲ + β۳x۳ + ε. (۶١ . ٩۶)

مربعات کمترین برآورد ،(١ . ٣٧۶) کمینه سازی مسئله حل با م کنیم. استفاده

(β∗
۰ , β

∗
۱ , β

∗
۲ , β

∗
۳) = (۲۱٫۵۱۹۶,۰٫۸۶۷۸,۰٫۳۱۱۰,۱٫۰۰۵۳) (١ . ٧٠۶)

شده برازش خط رگرسیون مدل بنابراین م آوریم. دست به را

y = ۲۱٫۵۱۹۶+ ۰٫۸۶۷۸x۱ + ۰٫۳۱۱۰x۲ + ۱٫۰۰۵۳x۳. (١ . ٧١۶)



نایقین آمار ٣٨۴

ε اختلال عبارت پراش و انتظار مورد مقدار ،(۵١ . ٠۶) و (۴١ . ٩۶) فرمول های از استفاده با است.
ترتیب به را

ê = ۰٫۰۰۰۰, σ̂۲ = ۵٫۶۳۰۵, (١ . ٧٢۶)

کنید فرض حال م کنیم. مشخص

(x̃۱, x̃۲, x̃۳) ∼ (L(۵,۶),L(۲۸,۳۰),L(۶,۷)) (١ . ٧٣۶)

،(۶١ . ٠۶) فرمول محاسبه با باشند، مستقل x̃۱, x̃۲, x̃۳, ε هرگاه است. نایقین توصیف بردار ی
y پاسخ متغیر بین پیش مقدار

µ = ۴۱٫۸۴۶۰ (٧۴ . ١۶)

نرمال نایقین توزیع از ε عبارت که شود فرض اگر ،α = ۹۵٪ اطمینان سطح گرفتن نظر در با است.
آنگاه کند، پیروی

b = ۵٫۹۷۸۰ (٧۵ . ١۶)

سطح با متناظر y پاسخ متغیر اطمینان بازه بنابراین است. برقرار (۶۴ . ١۶) که است مقداری کمترین
۹۵٪ اطمینان

۴۱٫۸۴۶۰± ۵٫۹۷۸۰ (٧۶ . ١۶)

است.

بازه کند. پیروی خط نایقین توزیع از مثال این در ε اختلال عبارت کنید فرض :١ . ٩۶ تمرین
چیست؟ ۹۵٪ اطمینان سطح با متناظر y متغیر پاسخ اطمینان

نایقین زمان سری تحلیل ١ . ٨۶

مشخص نایقین متغیرهای با که است نادقیق شده مشاهده مقادیر از دنباله ای نایقین زمان سری ی
با نایقین زمان سری ی ، ریاض زبان به م شود.

X = {X۱, X۲, . . . , Xn} (١ . ٧٧۶)

در ترتیب به نایقین) متغیرهای (یعن نایقین شده مشاهده مقادیر Xt آن در که م شود داده نشان
برای آنها تحلیل نایقین زمان سری های از اساس مسئله ی است. t = ۱,۲, . . . , n ،t زمان های

است. X۱, X۲, . . . , Xn قبل مقادیر اساس بر Xn+۱ مقدار بین پیش
خودکاهنده مدل نایقین، زمان سری سازی مدل برای روش ترین ساده

Xt = a۰ +
k∑

i=۱
aiXt−i + εt (١ . ٧٨۶)

مدل مرتبه k و اختلال عبارت εt و هستند نامعلوم پارامترهای a۰, a۱, . . . , ak آن در که است،
م شود. نامیده خودکاهنده



٣٨۵ نایقین زمان سری تحلیل

که کردند پیشنهاد [١٧۵] یانگ‐لیو ،X۱, X۲, . . . , Xn شده مشاهده نادقیق مقادیر اساس بر
کمینه سازی مسئله جواب ،(١ . ٧٨۶) خودکاهنده مدل در a۰, a۱, . . . , ak مربعات کمترین تقریب

min
a۰,a۱,...,ak

n∑
t=k+۱

E

(Xt − a۰ −
k∑

i=۱
aiXt−i

)۲ (١ . ٧٩۶)

شده برازش خودکاهنده مدل آنگاه باشد، کمینه سازی جواب a∗۰, a
∗
۱, . . . , a

∗
k اگر است.

Xt = a∗۰ +
k∑

i=۱
a∗iXt−i. (١ . ٨٠۶)

است.

متغیرهای با که هستند نادقیق شده مشاهده ,X۱مقادیر X۲, . . . , Xn کنید فرض [١٧۵] ١ . ٣۶ قضیه
تقریب پس شده اند. مشخص Φ۱,Φ۲, . . . ,Φn منظم نایقین توزیع با ترتیب به و مستقل نایقین

خودکاهنده مدل در a۰, a۱, . . . , ak مربعات کمترین

Xt = a۰ +
k∑

i=۱
aiXt−i + εt (١ . ٨١۶)

کمینه سازی مسئله جواب

min
a۰,a۱,...,ak

n∑
t=k+۱

∫ ۱

۰

(
Φ−۱

t (α)− a۰ −
k∑

i=۱
aiΥ

−۱
t−i(α, ai)

)۲

dα (١ . ٨٢۶)

،i = ۱,۲, . . . , k هر برای آن در که است،

Υ−۱
t−i(α, ai) =

{
Φ−۱

t−i(۱− α), ai ≥ ۰ اگر

Φ−۱
t−i(α), ai < ۰ اگر

(١ . ٨٣۶)

نایقین متغیر معکوس نایقین توزیع t اندیس هر برای برهان:

Xt − a۰ −
k∑

i=۱
aiXt−i

همان

F−۱
t (α) = Φ−۱

t (α)− a۰ −
k∑

i=۱
aiΥ

−۱
t−i(α, ai)

که م شود نتیجه ۴۴ . ٢ قضیه از است.

E

(Xt − a۰ −
k∑

i=۱
aiXt−i

)۲ =

∫ ۱

۰

(
Φ−۱

t (α)− a۰ −
k∑

i=۱
aiΥ

−۱
t−i(α, ai)

)۲

dα.

شد. ثابت قضیه بنابراین است، (١ . ٧٩۶) معادل (١ . ٨٢۶) سازی کمینه مسئله پس



نایقین آمار ٣٨۶

مانده تحلیل

مدل و هستند نادقیق شده مقادیرمشاهده X۱, X۲, . . . , Xn که کنید فرض [١٧۵] ١ . ٢۶ تعریف
شده برازش خودکاهنده

Xt = a∗۰ +
k∑

i=۱
a∗iXt−i (٨۴ . ١۶)

و شده مشاهده واقع مقدار بین تفاوت ،(t = k + ۱, k + ۲, . . . , n) t اندیس هر برای است.
یعن مدل، با شده بین پیش مقدار

ε̂t = Xt − a∗۰ −
k∑

i=۱
a∗iXt−i (٨۵ . ١۶)

م شود. نامیده مانده امین k

شوند فرض همتوزیع و مستقل نایقین متغیرهای εk+۱, εk+۲, . . . , εn اختلال عبارت های اگر
مورد مقادیر میانگین عنوان به اختلال انتظار مقدار آنگاه گوییم)، همتوزیع فرض را آن این، از (بعد

یعن م شود، محاسبه مانده ها انتظار

ê =
۱

n− k

n∑
t=k+۱

E[ε̂t] (٨۶ . ١۶)

م شود، برآورد زیر صورت به پراش و

σ̂۲ =
۱

n− k

n∑
t=k+۱

E[(ε̂t − ê)۲] (١ . ٨٧۶)

است. t = k + ۱, k + ۲, . . . , n برای مانده امین t ،ε̂t آن در که

متغیرهای برحسب نادقیق شده مشاهده مقادیر X۱, X۲, . . . , Xn کنید فرض [١٧۵] و ۴ . ١۶ قضیه
خودکاهنده مدل و اند شده مشخص Φ۱,Φ۲, . . . ,Φn منظم نایقین توزیع با ترتیب به مستقل نایقین

شده برازش

Xt = a∗۰ +
k∑

i=۱
a∗iXt−i (١ . ٨٨۶)

همتوزیع فرض با اختلال عبارت های از شده برآورد انتظار مورد مقدار پس است.

ê =
۱

n− k

n∑
t=k+۱

∫ ۱

۰

(
Φ−۱

t (α)− a∗۰ −
k∑

i=۱
a∗iΥ

−۱
t−i(α, a

∗
i )

)
dα (١ . ٨٩۶)

شده برآورد پراش و است

σ̂۲ =
۱

n− k

n∑
t=k+۱

∫ ۱

۰

(
Φ−۱

t (α)− a∗۰ −
k∑

i=۱
a∗iΥ

−۱
t−i(α, a

∗
i )− ê

)۲

dα (١ . ٩٠۶)



٣٨٧ نایقین زمان سری تحلیل

،i = ۱,۲, . . . , k برای آن در که است،

Υ−۱
t−i(α, a

∗
i ) =

{
Φ−۱

t−i(۱− α), a∗i ≥ ۰ اگر

Φ−۱
t−i(α), a∗i < ۰ اگر

(١ . ٩١۶)

نایقین متغیر معکوس نایقین توزیع ،t اندیس هر برای برهان:

Xt − a∗۰ −
k∑

i=۱
a∗iXt−i

همان

F−۱
t (α) = Φ−۱

t (α)− a∗۰ −
k∑

i=۱
a∗iΥ

−۱
t−i(α, a

∗
i )

م شود. نتیجه (١ . ٩٠۶) و (١ . ٨٩۶) برقراری ۴۴ . ٢ و ٢۵ . ٢ قضیه های از است.

بین پیش مقدار

مستقل نایقین متغیرهای با که هستند شده مشاهده نادقیق مقادیر X۱, X۲, . . . , Xn کنید فرض حال
برازش خودکاهنده مدل (١) کنید فرض اند. شده مشخص Φ۱,Φ۲, . . . ,Φn منظم نایقین توزیع با

شده

Xt = a∗۰ +
k∑

i=۱
a∗iXt−i, (١ . ٩٢۶)

X۱, X۲, . . . , Xn از مستقل و دارد σ̂۲ پراش و ê انتظار مقدار εn+۱ اختلال عبارت (٢) و است
X۱, X۲, . . . , Xn Xn+۱براساس بین پیش نایقین متغیر که کردند پیشنهاد [١٧۵] یانگ‐لیو است.

با را

X̂n+۱ = a∗۰ +
k∑

i=۱
a∗iXn+۱−i + εn+۱, (١ . ٩٣۶)

تعریف X̂n+۱ بین پیش نایقین متغیر انتظار مورد مقدار عنوان به بین پیش مقدار و کنیم مشخص
یعن شود،

µ = a∗۰ +
k∑

i=۱
a∗iE[Xn+۱−i] + ê. (٩۴ . ١۶)

اطمینان بازه

توزیع آنگاه کند، پیروی نرمال نایقین توزیع از εn+۱ اختلال عبارت که کنیم فرض اگر همچنین
X̂n+۱ بین پیش متغیر معکوس نایقین

Φ̂−۱
n+۱(α) = a∗۰ +

k∑
i=۱

a∗iΥ
−۱
n+۱−i(α, a

∗
i ) + Φ−۱(α) (٩۵ . ١۶)
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،i = ۱,۲, . . . , k هر برای آن در که است،

Υ−۱
n+۱−i(α, a

∗
i ) =

{
Φ−۱

n+۱−i(α), a∗i ≥ ۰ اگر

Φ−۱
n+۱−i(۱− α), a∗i < ۰ اگر

(٩۶ . ١۶)

یعن است، N (ê, σ̂) معکوس نایقین توزیع Φ−۱(α) و

Φ−۱(α) = ê+
σ̂
√
۳

π
ln

α

۱− α
. (١ . ٩٧۶)

٩۵ مثال عنوان (به را α م کنیم. مشخص را X̂n+۱ برای Φ̂n+۱ نایقین توزیع ،Φ̂−۱
n+۱ اساس بر

که بیابید چنان را b مقدار کمترین و یرید ب اطمینان سطح درصد)

Φ̂n+۱(µ+ b)− Φ̂n+۱(µ− b) ≥ α. (١ . ٩٨۶)

یانگ‐لیو ،M{µ − b ≤ X̂n+۱ ≤ µ + b} ≥ Φ̂n+۱(µ + b) − Φ̂n+۱(µ − b) ≥ α چون
اختصار به اغلب که کردند پیشنهاد را Xn+۱ برای را [µ− b, µ+ b] اطمینان بازه α [١٧۵]

µ± b (١ . ٩٩۶)

م شود. نوشته

نایقین متغیر از نادقیق شده مشاهده مقادیر X۱, X۲, . . . , Xn کنید فرض [١٧۵] :١ . ١٠۶ تمرین
خودکاهنده مدل (١) کنید فرض هستند. Φ۱,Φ۲, . . . ,Φn نایقین توزیع با ترتیب به و مستقل

شده برازش

Xt = a∗۰ +
k∑

i=۱
a∗iXt−i, (١ . ١٠٠۶)

پیروی σ̂۲ پراش و ê انتظار مورد مقدار با خط نایقین توزیع از εn+۱ اختلال عبارت (٢) و است
چیست؟ α اطمینان سطح با متناظر Xn+۱ اطمینان بازه است. X۱, X۲, . . . , Xn از مستقل و م کند
دارد.) σ̂۲ پراش و ê انتظار مورد مقدار L(ê−

√
۳σ̂, ê+

√
۳σ̂) خط نایقین متغیر (راهنمایی:

عددی مثال ی

نایقین متغیرهای برحسب که X۱, X۲, · · · , X۲۰ نادقیق شده منتشر کربن مقدار ۲۰ کنید فرض
کنید. مراجعه ١ . ٢۶ جدول به دارند. وجود اند، شده مشخص خط مستقل

استفاده ام ٢١ سال در کربن انتشار بین پیش برای نایقین سری های تحلیل از ونه چ م دهیم نشان
م شود.

٢ مرتبه نایقین خودکاهنده مدل از ، بین پیش این برای

Xt = a۰ + a۱Xt−۱ + a۲Xt−۲ + εt (١ . ١٠١۶)

مربعات کمترین تقریب ،(١ . ٨٢۶) سازی مینیمم مسئله حل با م کنیم. استفاده

(a∗۰, a
∗
۱, a

∗
۲) = (۲۸٫۴۷۱۵,۰٫۲۳۶۷,۰٫۷۰۱۸) (١ . ١٠٢۶)



٣٨٩ کتابشناس نکات

سال ٢٠ ط در کربن انتشار نادقیق میزان :١ . ٢۶ جدول

X۵ X۴ X۳ X۲ X۱
L(۳۴۰,۳۵۴) L(۳۳۸,۳۵۰) L(۳۳۵,۳۴۷) L(۳۳۳,۳۴۶) L(۳۳۰,۳۴۱)

X۱۰ X۹ X۸ X۷ X۶
L(۳۵۵,۳۶۹) L(۳۵۰,۳۶۶) L(۳۴۶,۳۶۶) L(۳۴۴,۳۶۴) L(۳۴۳,۳۵۹)

X۱۵ X۱۴ X۱۳ X۱۲ X۱۱
L(۳۷۳,۳۹۰) L(۳۷۰,۳۸۴) L(۳۶۵,۳۸۱) L(۳۶۲,۳۷۶) L(۳۶۰,۳۷۲)

X۲۰ X۱۹ X۱۸ X۱۷ X۱۶
L(۳۹۰,۴۱۵) L(۳۸۸,۴۱۰) L(۳۸۴,۴۰۲) L(۳۸۰,۳۹۸) L(۳۷۹,۳۹۱)

شده برازش خودکاهنده مدل بنابراين م کنیم. مشحص را

Xt = ۲۸٫۴۷۱۵+ ۰٫۲۳۶۷Xt−۱ + ۰٫۷۰۱۸Xt−۲ (١ . ١٠٣۶)

ε۲۱ اختلال عبارت پراش و انتظار مورد مقدار ،(١ . ٩٠۶) و (١ . ٨٩۶) فرمول های از استفاده با است.
ترتیب به

ê = ۰٫۰۰۰۰, σ̂۲ = ۸۴٫۷۴۲۲, (١٠۴ . ١۶)

،(٩۴ . ١۶) فرمول محاسبه با شود، فرض X۱۹ و X۲۰ از مستقل ε۲۱ اختلال عبارت وقت هستند.
(X۲۱ (یعن ام ٢١ سال کربن انتشار شده بین پیش مقدار

µ = ۴۰۳٫۷۳۶۱ (١٠۵ . ١۶)

توزیع از ε۲۱ اختلال عبارت اینکه فرض با و ،α = ۹۵٪ اطمینان سطح گرفتن نظر در با است.
کند، پیروی نرمال نایقین

b = ۲۸٫۷۳۷۶ (١٠۶ . ١۶)

سال در کربن انتشار اطمینان بازه بنابراین، م گیرد. را باشد برقرار (١ . ٩٨۶) رابطه که مقدار کمترین
۹۵٪ اطمینان سطح با متناطر (X۲۱ (یعن ام ٢١

۴۰۳٫۷۳۶۱± ۲۸٫۷۳۷۶ (١ . ١٠٧۶)

است.

بازه کند. پیروی خط نایقین توزیع از مثال این در ε۲۱ اختلال عبارت کنید فرض :١ . ١١۶ تمرین
چیست؟ ۹۵٪ اطمینان سطح با متناظر (X۲۱ (یعن ٢١ام سال در کربن انتشار میزان اطمینان

کتابشناس نکات ١ . ٩۶

جمع برای نظرسنج ی آن در و شد آغاز ٢٠١٠ سال در [٩١] لیو توسط نایقین آمار مطالعه 
که دادند نشان [١٢] و چن‐رالس سایرین، بر علاوه شد. طراح کارشناس تجربی اطلاعات آوری

کند. بیان را کارشناس تجربی داده های آمیزی موفقیت طور به م تواند نظرسنج



نایقین آمار ٣٩٠

معلوم تابعک ی ل ش به شده تعیین نایقین توزیع که م شود فرض پارامتری نایقین آمار در
و مربعات، کمترین اصل [٩١] لیو نامعلوم، پارامترهای برآورد برای است. نامعلوم پارامترهای با
داده های روی بر ناپارامتری نایقین آمار کردند. پیشنهاد را گشتاوری روش [١۶٣] وانگ‐پنگ
، نایقین توزیع تعیین برای نم کند. تکیه است، خاص نایقین توزیع به متعلق که کارشناس تجربی

ی [١٢] و چن‐رالس و کرد معرف را تجربی) نایقین توزیع (یعن خط درونیابی روش [٩١] لیو
دارند، وجود حوزه  کارشناس چند که زمان کردند. پیشنهاد را تکه ای درونیابی روش های از سری
گرفتند. نظر در نایقین توزیع های تعیین برای فرایندی عنوان به را دلف روش [١۶١] وانگ‐گائو‐گوا
لیو توسط کارشناس تجربی داده های آوری جمع برای نظرسنج ی عضویت، توابع تعیین برای
و خط درونیابی روش همچنین [٩٢] لیو کارشناس، تجربی داده های اساس بر شد. طراح [٩٢]
در حوزه کارشناس چند که هنگام کرد. پیشنهاد عضویت توابع تعیین برای را مربعات کمترین اصل

شد. معرف [۵٨] گائو‐ونگ‐ونگ‐چن توسط نایقین، آمار برای دلف روش هستند، دسترس
زمان پاسخ، متغیرهای و توصیف متغیرهای بین رابطه سازی مدل برای نایقین رگرسیون تحلیل

گائو‐ موضوع، این برای م شود. مشخص نایقین متغیرهای برحسب هستند، نادقیق مشاهدات که
پیشنهاد خودکاهنده مدل های در نامعلوم پارامترهای برآورد برای را مربعات کمترین اصل [١٩٨] لیو

دادند. انجام را شده بین پیش مقادیر اطمینان بازه و مانده ها تحلیل [٨١] ل او‐لیو کردند.
اساس بر آینده، مقادیر بین پیش برای [١٧۵] یانگ‐لیو توسط نایقین زمان سری تحلیل

شد. طرح م شوند، مشخص نایقین متغیرهای برحسب که نادقیق مشاهدات



آ پیوست

شانس نظریه

لیو توسط بار اولین نایقین تصادف متغیر هستند. اطمینان عدم اساس نوع دو بودن تصادف و نایقین
پایه هستند، نیز تصادف ، نایقین بر علاوه که پیچیده سیستم های بندی مدل برای ٢٠١٣ سال در [١١٣]
، عملیات قاعده شانس، توزیع نایقین، تصادف متغیر شانس، اندازه مفاهیم پیوست این شد. گذاری
حل روش همچنین پیوست این م کند. مطرح را بزرگ اعداد قانون و واریانس انتظار، مورد مقدار
برنامه ریزی سرانجام، م کند. بیان شانس نظریه از استفاده با ا ر السبِرگ آزمایش در انتخاب مساله

تصادف گراف نایقین، تصادف اطمینان پذیری تحلیل نایقین، تصادف ریس تحلیل نایقین، تصادف
م کند. مطرح را نایقین تصادف فرایند و نایقین تصادف ه شب نایقین،

شانس اندازه آ. ١

صورت این در است. احتمال فضای ی (Ω,A,Pr) و نایقین فضای ی (Γ,L,M) کنید فرض
سه ی شانس فضای اساساً م شود. نامیده شانس فضای (Γ,L,M)× (Ω,A,Pr) حاصلضرب

صورت به تایی

(Γ× Ω,L×A,M× Pr) (آ. ١)

ضربی اندازه ی M× Pr و ضربی σ‐جبر ی L×A ، جهان مجموعه Γ× Ω آن در که است
است.

است (γ, ω) ل ش به مرتب جفت های همه مجموعه Γ × Ω جهان مجموعه که است واضح
یعن .ω ∈ Ω و γ ∈ Γ آن در که

Γ× Ω = {(γ, ω) | γ ∈ Γ, ω ∈ Ω} . (آ. ٢)

Γ آن در که کرد فرض مستطیل مختصات سیستم ی عنوان به م توان را Γ × Ω که کنید توجه
است. آن عمودی مختصات محور Ω و آن افق مختصات محور

ل ش به اندازه پذیر مستطیل های شامل که است σ‐جبری کوچ ترین L × A ضربی σ‐جبر
نامیده شانس فضای در رویداد ی L×A در عضو هر .A ∈ A و Λ ∈ L آن در که است Λ×A
را آن و گوییم شانس اندازه را M× Pr ما چیست؟ Θ رویداد برای M× Pr ضربی اندازه م شود.

داد. خواهیم نشان Ch{Θ} با
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Θ ∈ L×A و شانس فضای ی (Γ,L,M)× (Ω,A,Pr) کنید فرض ([١١٣] (لیو آ. ١ تعریف
صورت به Θ شانس اندازه صورت این در است. رویداد ی

Ch{Θ} =

∫ ۱

۰
Pr {ω ∈ Ω |M{γ ∈ Γ | (γ, ω) ∈ Θ} ≥ x} dx (آ. ٣)

م شود. تعریف

چون است. ω در Θ برش از نایقین اندازه ی M{γ ∈ Γ | (γ, ω) ∈ Θ} که کنید توجه آ. ١: نکته
در [۰,۱] به (Ω,A,Pr) احتمال فضای از تابع ی عنوان به م توان را M{γ ∈ Γ | (γ, ω) ∈ Θ}
انتظار مورد مقدار همان Ch{Θ} شانس اندازه بنابراین، است. تصادف متغیر ی پس گرفت، نظر

است. تصادف متغیر این میانگین) (یعن

فضای و است لب اندازه و بورل جبر با [۰,۱] بازه (Γ,L,M) نایقین فضای کنید فرض آ. ١: تمرین
پس است. لب اندازه و بورل جبر با [۰,۱] بازه نیز (Ω,A,Pr) احتمال

Θ = {(γ, ω) ∈ Γ× Ω | γ + ω ≤ ۱} (آ. ۴)

دهید نشان است. (Γ,L,M)× (Ω,A,Pr) شانس فضای در رویداد ی

Ch{Θ} =
۱
۲ . (آ. ۵)

فضای و است لب اندازه و بورل جبر با [۰,۱] بازه (Γ,L,M) نایقین فضای کنید فرض آ. ٢: تمرین
پس است. لب اندازه و بورل جبر با [۰,۱] بازه نیز (Ω,A,Pr) احتمال

Θ =
{
(γ, ω) ∈ Γ× Ω | (γ − ۰٫۵)۲ + (ω − ۰٫۵)۲ ≤ ۰٫۵۲} (آ. ۶)

دهید نشان است. (Γ,L,M)× (Ω,A,Pr) شانس فضای در رویداد ی

Ch{Θ} =
π

۴ . (آ. ٧)

هر برای پس است. شانس فضای ی (Γ,L,M) × (Ω,A,Pr) کنید فرض [١١٣] آ. ١ قضیه
داریم A ∈ A هر و Λ ∈ L

Ch{Λ×A} = M{Λ} × Pr{A}. (آ. ٨)

داریم همچنین

Ch{∅} = ۰, Ch{Γ× Ω} = ۱. (آ. ٩)

،M{Λ} ≥ x اگر ،x ∈ (۰,۱] حقیق عدد هر برای م کنیم. ثابت را (آ. ٨) برابری ابتدا برهان:
آنگاه

Pr {ω ∈ Ω |M{γ ∈ Γ | (γ, ω) ∈ Λ×A} ≥ x} = Pr{A}.
آنگاه ،M{Λ} < x اگر

Pr {ω ∈ Ω |M{γ ∈ Γ | (γ, ω) ∈ Λ×A} ≥ x} = Pr{∅} = ۰.



٣٩٣ شانس اندازه ‐ آ. ١ بخش

پس

Ch{Λ×A} =

∫ ۱

۰
Pr {ω ∈ Ω |M{γ ∈ Γ | (γ, ω) ∈ Λ×A} ≥ x} dx

=

∫ M{Λ}

۰
Pr{A}dx+

∫ ۱

M{Λ}
۰dx

= M{Λ} × Pr{A}.

که م شود نتیجه (آ. ٨) از همچنین

Ch{∅} = M{∅} × Pr{∅} = ۰,

Ch{Γ× Ω} = M{Γ} × Pr{Ω} = ۱.

م شود. نتیجه قضیه درست

یعن است. نوا ی افزایش مجموعه ی تابع ی شانس اندازه نوایی) ی قضیه ،[١١٣] ) آ. ٢ قضیه
داریم Θ۱ ⊂ Θ۲ با Θ۲ و Θ۱ رویدادهای برای

Ch{Θ۱} ≤ Ch{Θ۲}. (آ. ١٠)

داریم ω هر برای هستند، Θ۱ ⊂ Θ۲ با Θ۲ و Θ۱ چون برهان:

{γ ∈ Γ | (γ, ω) ∈ Θ۱} ⊂ {γ ∈ Γ | (γ, ω) ∈ Θ۲}

و
M{γ ∈ Γ | (γ, ω) ∈ Θ۱} ≤ M{γ ∈ Γ | (γ, ω) ∈ Θ۲}.

پس

Ch{Θ۱} =

∫ ۱

۰
Pr {ω ∈ Ω |M{γ ∈ Γ | (γ, ω) ∈ Θ۱} ≥ x} dx

≤
∫ ۱

۰
Pr {ω ∈ Ω |M{γ ∈ Γ | (γ, ω) ∈ Θ۲} ≥ x} dx

= Ch{Θ۲}.

شد. ثابت قضیه ترتیب این به است. Θ به نسبت نوا ی افزایش تابع ی Ch{Θ} یعن

داریم Θ رویداد هر برای یعن است. خود‐دوگان شانس اندازه ( دوگان قضیه ،[١١٣]) آ. ٣ قضیه

Ch{Θ}+Ch{Θc} = ۱. (آ. ١١)
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داریم هستند، دوگان خود‐ احتمال اندازه و شانس اندازه دو هر چون برهان:

Ch{Θ} =

∫ ۱

۰
Pr {ω ∈ Ω |M{γ ∈ Γ | (γ, ω) ∈ Θ} ≥ x} dx

=

∫ ۱

۰
Pr {ω ∈ Ω |M{γ ∈ Γ | (γ, ω) ∈ Θc} ≤ ۱− x}dx

=

∫ ۱

۰
(۱− Pr {ω ∈ Ω |M{γ ∈ Γ | (γ, ω) ∈ Θc} > ۱− x}) dx

= ۱−
∫ ۱

۰
Pr {ω ∈ Ω |M{γ ∈ Γ | (γ, ω) ∈ Θc} > x}dx

= ۱− Ch{Θc}.

است. خود‐دوگان شانس اندازه پس .Ch{Θ}+Ch{Θc} = ۱ یعن

از شمارا دنباله برای یعن است. زیرجمع شانس اندازه بودن) زیرجمع قضیه ،[۶١]) آ. ۴ قضیه
داریم ،Θ۱,Θ۲, . . . رویدادهای

Ch

{ ∞∪
i=۱

Θi

}
≤

∞∑
i=۱

Ch{Θi}. (آ. ١٢)

که م شود نتیجه نایقین اندازه بودن زیرجمع از ابتدا، برهان:

M

{
γ ∈ Γ | (γ, ω) ∈

∞∪
i=۱

Θi

}
≤

∞∑
i=۱

M{γ ∈ Γ | (γ, ω) ∈ Θi}.

پس

Ch

{ ∞∪
i=۱

Θi

}
=

∫ ۱

۰
Pr

{
ω ∈ Ω |M

{
γ ∈ Γ | (γ, ω) ∈

∞∪
i=۱

Θi

}
≥ x

}
dx

≤
∫ +∞

۰
Pr

{
ω ∈ Ω |

∞∑
i=۱

M{γ ∈ Γ | (γ, ω) ∈ Θi} ≥ x

}
dx

=

∞∑
i=۱

∫ ۱

۰
Pr {ω ∈ Ω |M{γ ∈ Γ | (γ, ω) ∈ Θi} ≥ x} dx

=

∞∑
i=۱

Ch{Θi}.

است. زیرجمع شانس اندازه یعن

نایقین تصادف متغیر آ. ٢

شانس فضای از ξ مانند تابع ی نایقین تصادف متغیر ی [١١٣] آ. ٢ تعریف

(Γ,L,M)× (Ω,A,Pr)



٣٩۵ نایقین تصادف متغیر ‐ آ. ٢ بخش

ی حقیق اعداد از B بورل مجموعه هر برای {ξ ∈ B} که طوری است حقیق اعداد مجموعه به
است. L×A در رویداد

تغییر γ به نسبت اگر است تباهیده تصادف متغیر ی به ξ(γ, ω) نایقین تصادف متغیر آ. ٢: نکته
است. خاص نایقین تصادف متغیر ی تصادف متغیر پس نکند.

نکند. تغییر ω به نسبت اگر است تباهیده نایقین متغیر ی به ξ(γ, ω) نایقین تصادف متغیر آ. ٣: نکته
است. خاص نایقین تصادف متغیر ی نایقین متغیر پس

(Γ,L,M) × شانس فضای روی نایقین تصادف متغیرهای ξ۱, ξ۲, . . ., ξn کنید فرض آ. ۵ قضیه
پس است. اندازه  پذیر تابع ی f و (Ω,A,Pr)

ξ = f(ξ۱, ξ۲, . . . , ξn) (آ. ١٣)

با (γ, ω) ∈ Γ× Ω هر برای که است نایقین تصادف متغیر ی

ξ(γ, ω) = f(ξ۱(γ, ω), ξ۲(γ, ω), . . . , ξn(γ, ω)) (آ. ١۴)

م شود. مشخص

تابع های شانس فضای روی پس هستند، نایقین تصادف متغیرهای ξ۱, ξ۲, . . . , ξn چون برهان:
متغیر ی ξ پس است. اندازه پذیر تابع ی نیز ξ = f(ξ۱, ξ۲, . . . , ξn) و هستند، پذیر اندازه

است. نایقین تصادف

م کند، ایجاد را ξ نایقین تصادف متغیر ،τ نایقین متغیر ی و η تصادف متغیر ی جمع آ. ١: مثال
(γ, ω) ∈ Γ× Ω هر برای یعن

ξ(γ, ω) = η(ω) + τ(γ). (آ. ١۵)

وجود به ξ نایقین تصادف متغیر ی τ نایقین متغیر ی در η تصادف متغیر ی ضرب آ. ٢: مثال
(γ, ω) ∈ Γ× Ω هر برای یعن م آورد،

ξ(γ, ω) = η(ω) · τ(γ). (آ. ١۶)

شانس فضای روی نایقین تصادف متغیر ی ξ کنید فرض [١١٣] آ. ۶ قضیه

(Γ,L,M)× (Ω,A,Pr)

اندازه با نایقین تصادف رویداد ی {ξ ∈ B} پس است. حقیق اعداد از بورل مجموعه ی B و
شانس

Ch{ξ ∈ B} =

∫ ۱

۰
Pr {ω ∈ Ω |M{γ ∈ Γ | ξ(γ, ω) ∈ B} ≥ x} dx (آ. ١٧)

است.
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آ. ١ تعریف از مستقیماً (آ. ١٧) معادله است، شانس فضای در رویداد ی {ξ ∈ B} چون برهان:
م شود. نتیجه

آنگاه باشد، تباهیده η تصادف متغیر ی به شانس تصادف متغیر اگر آ. ۴: نکته

Ch{η ∈ B} = Ch{Γ× (η ∈ B)} = M{Γ} × Pr{η ∈ B} = Pr{η ∈ B}.

یعن

Ch{η ∈ B} = Pr{η ∈ B}. (آ. ١٨)

آنگاه باشد، تباهید τ نایقین متغیر ی به نایقین تصادف متغیر اگر آ. ۵: نکته

Ch{τ ∈ B} = Ch{(τ ∈ B)× Ω} = M{τ ∈ B} × Pr{Ω} = M{τ ∈ B}.

یعن

Ch{τ ∈ B} = M{τ ∈ B}. (آ. ١٩)

Ch{ξ ∈ B} شانس اندازه پس است. نایقین تصادف متغیر ی ξ کنید فرض [١١٣] آ. ٧ قضیه
و است B از نوا ی افزایش تابع ی

Ch{ξ ∈ ∅} = ۰, Ch{ξ ∈ ℜ} = ۱. (آ. ٢٠)

پس، هستند. B۱ ⊂ B۲ خاصیت با حقیق اعداد از بورل مجموعه دو B۲ و B۱ کنید فرض برهان:
که م شود نتیجه شانس اندازه نوایی ی از .{ξ ∈ B۱} ⊂ {ξ ∈ B۲} داریم مستقیماً

Ch{ξ ∈ B۱} ≤ Ch{ξ ∈ B۲}.

داریم همچنین است. B از نوا ی افزایش تابع ی Ch{ξ ∈ B} پس

Ch{ξ ∈ ∅} = Ch{∅} = ۰,

Ch{ξ ∈ ℜ} = Ch{Γ× Ω} = ۱.

شد. ثابت قضیه

اعداد از بورل مجموعه هر برای پس است. نایقین تصادف متغیر ی ξ کنید فرض [١١٣] آ. ٨ قضیه
داریم حقیق

Ch{ξ ∈ B}+Ch{ξ ∈ Bc} = ۱. (آ. ٢١)

م شود. نتیجه مستقیماً شانس اندازه دوگان و {ξ ∈ B}c = {ξ ∈ Bc} از برهان:



٣٩٧ شانس توزیع ‐ آ. ٣ بخش

شانس توزیع آ. ٣

x ∈ ℜ هر برای آن شانس توزیع است. نایقین تصادف متغیر ی ξ کنید فرض [١١٣] آ. ٣ تعریف
با

Φ(x) = Ch{ξ ≤ x} (آ. ٢٢)

م شود. تعریف

آن احتمال توزیع همان η تصادف متغیر شانس توزیع نایقین، تصادف متغیر ی عنوان به آ. ٣: مثال
یعن است،

Φ(x) = Ch{η ≤ x} = Pr{η ≤ x}. (آ. ٢٣)

آن نایقین توزیع همان τ نایقین متغیر شانس توزیع نایقین، تصادف متغیر ی عنوان به آ. ۴: مثال
یعن است،

Φ(x) = Ch{τ ≤ x} = M{τ ≤ x}. (آ. ٢۴)

توزیع ی Φ : ℜ → [۰,۱] تابع ی شانس) توزیع برای کاف و لازم شرط ،[١١٣] ) آ. ٩ قضیه
باشد. Φ(x) ≡ ۱ و Φ(x) ≡ ۰ در جز به نوا ی افزایش تایع ی اگر تنها و اگر است شانس

عدد دو x۲ و x۱ کنید فرض است. ξ نایقین تصادف متغیر شانس توزیع Φ کنید فرض برهان:
که م شود نتیجه آ. ٧ قضیه از هستند. x۱ < x۲ خاصیت با حقیق

Φ(x۱) = Ch{ξ ≤ x۱} ≤ Ch{ξ ≤ x۲} = Φ(x۲).

آنگاه ،Φ(x) ≡ ۰ اگر این، بر علاوه است. نوا ی افزایش تابع ی Φ شانس توزیع ∫پس ۱

۰
Pr {ω ∈ Ω |M{γ ∈ Γ | ξ(γ, ω) ≤ x} ≥ r}dr ≡ ۰.

داریم ω ∈ Ω هر تقریباً برای پس

M{γ ∈ Γ | ξ(γ, ω) ≤ x} ≡ ۰, ∀x ∈ ℜ

طور به شد. بررس Φ(x) ̸≡ ۰ برقراری ترتیب این به و است، متناقض مجانبی قضیه با این که
آنگاه ،Φ(x) ≡ ۱ اگر ∫مشابه، ۱

۰
Pr {ω ∈ Ω |M{γ ∈ Γ | ξ(γ, ω) ≤ x} ≥ r}dr ≡ ۱.

داریم ω ∈ Ω هر تقریباً برای پس

M{γ ∈ Γ | ξ(γ, ω) ≤ x} ≡ ۱, ∀x ∈ ℜ

شد. ثابت Φ(x) ̸≡ ۱ ترتیب این به و است، متناقض مجانبی قضیه با این که
.Φ(x) ̸≡ ۱ و Φ(x) ̸≡ ۰ و است نوا ی افزایش تابع ی Φ : ℜ → [۰,۱] کنید فرض برعکس،
Φ(x) آن نایقین توزیع که دارد وجود نایقین متغیر ی که م شود نتیجه پنگ‐ایوامورا قضیه از
است. شانس توزیع ی Φ پس است، خاص نایقین تصادف متغیر ی نایقین متغیر هر چون است.
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Φشانس توزیع با نایقین تصادف متغیر ی ξ کنید فرض شانس) معکوس قضیه ،[١١٣] ) آ. ١٠ قضیه
داریم x حقیق عدد هر برای پس است.

Ch{ξ ≤ x} = Φ(x), Ch{ξ > x} = ۱− Φ(x). (آ. ٢۵)

از استفاده با م شود. نتیجه شانس توزیع تعریف از مستقیماً Ch{ξ ≤ x} = Φ(x) معادله برهان:
م گیریم. نتیجه شانس اندازه دوگان

Ch{ξ > x} = ۱− Ch{ξ ≤ x} = ۱− Φ(x).

داریم همچنین است، پیوسته تابع ی Φ شانس توزیع وقت آ. ۶: نکته

Ch{ξ < x} = Φ(x), Ch{ξ ≥ x} = ۱− Φ(x). (آ. ٢۶)

عملیات قانون آ. ۴

Ψ۱,Ψ۲, . . . ,Ψm احتمال توزیع های با مستقل تصادف متغیرهای η۱, η۲, . . . , ηm کنید فرض
Υ۱,Υ۲, . . .,Υn نایقین توزیع با مستقل نایقین متغیرهای τ۱, τ۲, . . . , τn همچنین هستند.

نایقین تصادف متغیر شانس توزیع هستند.

ξ = f(η۱, η۲, . . . , ηm, τ۱, τ۲, . . . , τn) (آ. ٢٧)

چیست؟
م کند. فراهم را سوال این به پاسخ برای عملیات قانون بخش این

توزیع های با ترتیب به مستقل تصادف متغیرهای η۱, η۲, . . . , ηm کنید فرض [١١۴] آ. ١١ قضیه
مستقل نایقین متغیرهای τ۱, τ۲, . . . , τn کنید فرض همچنین هستند. Ψ۱,Ψ۲, . . . ,Ψm احتمال

تصادف متغیر آنگاه باشد، اندازه پذیر تابع f اگر هستند. Υ۱,Υ۲, . . .,Υn نایقین توزیع با ترتیب به
نایقین

ξ = f(η۱, η۲, . . . , ηm, τ۱, τ۲, . . . , τn) (آ. ٢٨)

صورت به شانس توزیع

Φ(x) =

∫
ℜm

F (x; y۱, y۲, . . . , ym)dΨ۱(y۱)dΨ۲(y۲) . . . dΨm(ym) (آ. ٢٩)

آن در که دارد

F (x; y۱, y۲, . . . , ym) = M{f(y۱, y۲, . . . , ym, τ۱, τ۲, . . . , τn) ≤ x} (آ. ٣٠)

و است y۱, y۲, . . . , ym حقیق اعداد برای f(y۱, y۲, . . . , ym, τ۱, τ۲, . . . , τn) نایقین توزیع
م شود. مشخص Υ۱,Υ۲, . . . ,Υn با



٣٩٩ عملیات قانون ‐ آ. ۴ بخش

صورت به شانس توزیع ξ نایقین تصادف متغیر که م شود نتیجه آ. ۶ قضیه از برهان:

Φ(x) =

∫ ۱

۰
Pr {ω ∈ Ω |M{γ ∈ Γ | ξ(γ, ω) ≤ x} ≥ r} dr

=

∫ ۱

۰
Pr {ω ∈ Ω |M{f(η۱(ω), . . . , ηm(ω), τ۱, . . . , τn) ≤ x} ≥ r}dr

=

∫
ℜm

M{f(y۱, y۲, . . ., ym, τ۱, τ۲, . . ., τn) ≤ x}dΨ۱(y۱) . . . dΨm(ym)

=

∫
ℜm

F (x; y۱, y۲, . . ., ym)dΨ۱(y۱)dΨ۲(y۲) . . . dΨm(ym)

م شود. ثابت قضیه ترتیب این به دارد.

احتمال توزیع های با ترتیب به مستقل تصادف متغیرهای η۱, η۲, . . . , ηm کنید فرض آ. ٣: تمرین
توزیع های با مستقل نایقین متغیرهای τ۱, τ۲, . . . , τn و τ۱, τ۲, . . . , τn و Ψ۱,Ψ۲, . . . ,Ψm

مجموع دهید نشان هستند. Υ۱,Υ۲, . . . ,Υn نایقین

ξ = η۱ + η۲ + · · ·+ ηm + τ۱ + τ۲ + · · ·+ τn (آ. ٣١)

شانس توزیع

Φ(x) =

∫ +∞

−∞
Υ(x− y)dΨ(y) (آ. ٣٢)

آن در که دارد

Ψ(y) =

∫
y۱+y۲+···+ym≤y

dΨ۱(y۱)dΨ۲(y۲) . . . dΨm(ym) (آ. ٣٣)

و است ،η۱ + η۲ + · · ·+ ηm احتمال توزیع

Υ(z) = sup
z۱+z۲+···+zn=z

Υ۱(z۱) ∧Υ۲(z۲) ∧ . . . ∧Υn(zn) (آ. ٣۴)

است. τ۱ + τ۲ + · · ·+ τn نایقین توزیع

توزیع های با ترتیب به مثبت مستقل تصادف متغیرهای η۱, η۲, . . . , ηm کنید فرض آ. ۴: تمرین
با مثبت مستقل نایقین متغیرهای τ۱, τ۲, . . . , τn و τ۱, τ۲, . . . , τn و Ψ۱,Ψ۲, . . . ,Ψm احتمال

حاصلضرب دهید نشان هستند. Υ۱,Υ۲, . . . ,Υn نایقین توزیع های

ξ = η۱η۲ . . . ηmτ۱τ۲ . . . τn (آ. ٣۵)

شانس توزیع

Φ(x) =

∫ +∞

۰
Υ(x/y)dΨ(y) (آ. ٣۶)
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آن در که دارد

Ψ(y) =

∫
y۱y۲...ym≤y

dΨ۱(y۱)dΨ۲(y۲) . . . dΨm(ym) (آ. ٣٧)

و ،η۱η۲ . . . ηm احتمال توزیع

Υ(z) = sup
z۱z۲...zn=z

Υ۱(z۱) ∧Υ۲(z۲) ∧ . . . ∧Υn(zn) (آ. ٣٨)

است. τ۱τ۲ . . . τn نایقین توزیع

احتمال توزیع های با ترتیب به مستقل تصادف متغیرهای η۱, η۲, . . . , ηm کنید فرض آ. ۵: تمرین
توزیع های با مستقل نایقین متغیرهای τ۱, τ۲, . . . , τn و τ۱, τ۲, . . . , τn و Ψ۱,Ψ۲, . . . ,Ψm

کمینه دهید نشان هستند. Υ۱,Υ۲, . . . ,Υn نایقین

ξ = η۱ ∧ η۲ ∧ . . . ∧ ηm ∧ τ۱ ∧ τ۲ ∧ . . . ∧ τn (آ. ٣٩)

شانس توزیع

Φ(x) = Ψ(x) + Υ(x)−Ψ(x)Υ(x) (آ. ۴٠)

آن در که دارد

Ψ(x) = ۱− (۱−Ψ۱(x))(۱−Ψ۲(x)) . . . (۱−Ψm(x)) (آ. ۴١)

و ،η۱ ∧ η۲ ∧ . . . ∧ ηm احتمال توزیع

Υ(x) = Υ۱(x) ∨Υ۲(x) ∨ . . . ∨Υn(x) (آ. ۴٢)

است. τ۱ ∧ τ۲ ∧ . . . ∧ τn نایقین توزیع

احتمال توزیع های با ترتیب به مستقل تصادف متغیرهای η۱, η۲, . . . , ηm کنید فرض آ. ۶: تمرین
توزیع های با مستقل نایقین متغیرهای τ۱, τ۲, . . . , τn و τ۱, τ۲, . . . , τn و Ψ۱,Ψ۲, . . . ,Ψm

بیشینه دهید نشان هستند. Υ۱,Υ۲, . . . ,Υn نایقین

ξ = η۱ ∨ η۲ ∨ . . . ∨ ηm ∨ τ۱ ∨ τ۲ ∨ . . . ∨ τn (آ. ۴٣)

شانس توزیع

Φ(x) = Ψ(x)Υ(x) (آ. ۴۴)

آن در که دارد

Ψ(x) = Ψ۱(x)Ψ۲(x) . . .Ψm(x) (آ. ۴۵)

و ،η۱ ∨ η۲ ∨ . . . ∨ ηm احتمال توزیع

Υ(x) = Υ۱(x) ∧Υ۲(x) ∧ . . . ∧Υn(x) (آ. ۴۶)

است. τ۱ ∨ τ۲ ∨ . . . ∨ τn شانس توزیع
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توزیع های با ترتیب به مستقل تصادف متغیرهای η۱, η۲, . . . , ηm کنید فرض [١١۴] آ. ١٢ قضیه
نایقین توزیع های با ترتیب به منظم نایقین متغیرهای τ۱, τ۲, . . . , τn و Ψ۱,Ψ۲, . . . ,Ψm احتمال

نسبت اکید افزایش f(η۱, η۲, . . . , ηm, τ۱, τ۲, . . . , τn) کنید فرض هستند. Υ۱,Υ۲, . . . ,Υn

نایقین تصادف متغیر پس است. τk+۱, τk+۲, . . . , τn به نسبت اکید کاهش و τ۱, τ۲, . . . , τk به

ξ = f(η۱, η۲, . . . , ηm, τ۱, τ۲, . . . , τn) (آ. ۴٧)

شانس توزیع

Φ(x) =

∫
ℜm

F (x; y۱, y۲, . . . , ym)dΨ۱(y۱)dΨ۲(y۲) . . . dΨm(ym) (آ. ۴٨)

معادله α ریشه F (x; y۱, y۲, . . . , ym) آن در که دارد

f(y۱, y۲, . . . , ym,Υ−۱
۱ (α), . . . ,Υ−۱

k (α),Υ−۱
k+۱(۱− α), . . . ,Υ−۱

n (۱− α)) = x

است.

همان F (x; y۱, y۲, . . . , ym) = M{f(y۱, y۲, . . . , ym, τ۱, τ۲, . . . , τn) ≤ x} چون برهان:
معادله α ریشه

f(y۱, y۲, . . . , ym,Υ−۱
۱ (α), . . . ,Υ−۱

k (α),Υ−۱
k+۱(۱− α), . . . ,Υ−۱

n (۱− α)) = x,

م شود. حاصل آ. ١١ قضیه از نتیجه است،

آماری ترتیب

k و هستند نایقین تصادف متغیرهای ξ۱, ξ۲, . . . , ξn کنید فرض ترتیب) آماره ،[۴٢]) آ. ۴ تعریف
است. ۱ ≤ k ≤ n با اندیس ی

ξ = k‐min[ξ۱, ξ۲, . . . , ξn] (آ. ۴٩)

م شود. نامیده ξ۱, ξ۲, . . . , ξn kام ترتیب آماره

توزیع های با ترتیب به مستقل تصادف متغیرهای η۱, η۲, . . . , ηm کنید فرض [۴٢] آ. ١٣ قضیه
نایقین توزیع های با ترتیب به مستقل نایقین متغیرهای τ۱, τ۲, . . . , τn ,Ψ۱,Ψ۲و . . . ,Ψm احتمال

آماره آنگاه باشند، پیوسته و اکید افزایش تابع های f۱, f۲, . . . , fn اگر هستند. Υ۱,Υ۲, . . . ,Υn

ام k ترتیب
f۱(η۱, τ۱), f۲(η۲, τ۲), . . ., fn(ηn, τn)

شانس توزیع

Φ(x) =

∫
ℜn

k‐max



sup
f۱(y۱,z۱)=x

Υ۱(z۱)

sup
f۲(y۲,z۲)=x

Υ۲(z۲)

. . .
sup

fn(yn,zn)=x

Υn(zn)


dΨ۱(y۱)dΨ۲(y۲) . . . dΨn(yn)

دارد.
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نایقین متغیر است، اکید افزایش تابع ی fi چون ،yi حقیق عدد هر و i اندیس هر برای برهان:
نایقین توزیع fi(yi, τi)

Fi(x; yi) = sup
fi(yi,zi)=x

Υi(zi)

f۱(y۱, τ۱), f۲(y۲, τ۲), . . . , fn(yn, τn) ترتیب آماره امین k که م کند بیان ٢ . ١٧ قضیه دارد.
نایقین توزیع

F (x; y۱, y۲, . . . , yn) = k‐max

[
sup

f۱(y۱,z۱)=x

Υ۱(z۱), . . . , sup
fn(yn,zn)=x

Υn(zn)

]

م شود. نتیجه نایقین تصادف متغیرهای عملیات قانون از مستقیماً قضیه ترتیب این به دارد.

احتمال توزیع های با ترتیب به مستقل تصادف متغیرهای η۱, η۲, . . . , ηm کنید فرض آ. ٧: تمرین
توزیع های با ترتیب به مستقل نایقین متغیرهای τ۱, τ۲, . . . , τn همچنین، و Ψ۱,Ψ۲, . . . ,Ψm

پیوسته و اکید کاهش تابع های f۱, f۲, . . . , fn کنید فرض هستند. Υ۱,Υ۲, . . . ,Υn نایقین
شانس توزیع f۱(η۱, τ۱), f۲(η۲, τ۲), . . . , fn(ηn, τn) ام k ترتیب آماره دهید نشان هستند.

Φ(x) =

∫
ℜn

k‐max



sup
f۱(y۱,z۱)=x

(۱−Υ۱(z۱))

sup
f۲(y۲,z۲)=x

(۱−Υ۲(z۲))

. . .

sup
fn(yn,zn)=x

(۱−Υn(zn))


dΨ۱(y۱)dΨ۲(y۲) . . . dΨn(yn)

دارد.

احتمال توزیع های با ترتیب به مستقل تصادف متغیرهای η۱, η۲, . . . , ηm کنید فرض آ. ٨: تمرین
Υ۱,Υ۲, . . . ,Υn نایقین توزیع های با مستقل نایقین متغیرهای τ۱, τ۲, . . . , τn ,Ψ۱,Ψ۲و . . . ,Ψm

چیست؟ η۱, η۲, . . . , ηm, τ۱, τ۲, . . . , τn ام k ترتیب آماره هستند.

بول سیستم برای عملیات قانون

برای یعن هستند، مستقل بول تصادف متغیرهای η۱, η۲, . . . , ηm کنید فرض [١١۴] آ. ١۴ قضیه
i = ۱,۲, . . . ,m هر

ηi =

{
ai احتمال اندازه ۱با

۱− ai احتمال اندازه با ۰
(آ. ۵٠)

j = ۱,۲, . . . , n هر برای یعن هستند، مستقل بول نایقین متغیرهای τ۱, τ۲, . . . , τn و

τj =

{
bj نایقین اندازه ۱با

۱− bj نایقین اندازه با ۰
(آ. ۵١)
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آنگاه باشد، بول تابع ی f اگر

ξ = f(η۱, . . . , ηm, τ۱, . . . , τn) (آ. ۵٢)

که است بول نایقین تصادف متغیر ی

Ch{ξ = ۱} =
∑

(x۱,...,xm)∈{۰,۱}m

(
m∏
i=۱

µi(xi)

)
f∗(x۱, . . . , xm) (آ. ۵٣)

آن در که

f∗(x۱, . . . , xm) =



sup
f(x۱,...,xm,y۱,...,yn)=۱

min
۱≤j≤n

νj(yj),

sup
f(x۱,...,xm,y۱,...,yn)=۱

min
۱≤j≤n

νj(yj) < ۰٫۵ اگر

۱− sup
f(x۱,...,xm,y۱,...,yn)=۰

min
۱≤j≤n

νj(yj),

sup
f(x۱,...,xm,y۱,...,yn)=۱

min
۱≤j≤n

νj(yj) ≥ ۰٫۵ اگر

(آ. ۵۴)

µi(xi) =

{
ai, xi = ۱ اگر
۱− ai, xi = ۰ اگر

(i = ۱,۲, . . . ,m), (آ. ۵۵)

νj(yj) =

{
bj , yj = ۱ اگر
۱− bj , yj = ۰ اگر

(j = ۱,۲, . . . , n). (آ. ۵۶)

تابع ی ذاتاً f(x۱, . . . , xm, τ۱, . . . , τn) است، مشخص (x۱, . . . , xm) وقت ابتدا، برهان:
که م شود نتیجه نایقین متغیرهای عملیات قانون از است. نایقین متغیرهای از بول

M{f(x۱, . . . , xm, τ۱, . . . , τn) = ۱} = f∗(x۱, . . . , xm)

م شود نتیجه نایقین تصادف متغیرهای عملیات قانون از ر، دی طرف از م شود. تعیین (آ. ۵۴) با که
که

Ch{ξ = ۱} =
∑

(x۱,...,xm)∈{۰,۱}m

(
m∏
i=۱

µi(xi)

)
M{f(x۱, . . . , xm, τ۱, . . . , τn) = ۱}.

شد. بررس (آ. ۵٣) برقراری پس

صورت به عملیات قانون باشند، نداشته وجود نایقین متغیرهای وقت آ. ٧: نکته

Pr{ξ = ۱} =
∑

(x۱,x۲,...,xm)∈{۰,۱}m

(
m∏
i=۱

µi(xi)

)
f(x۱, x۲, . . . , xm) (آ. ۵٧)
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است.

صورت به عملیات قانون باشند، نداشته وجود تصادف متغیرهای وقت آ. ٨: نکته

M{ξ = ۱} =



sup
f(y۱,y۲,...,yn)=۱

min
۱≤j≤n

νj(yj),

sup
f(y۱,y۲,...,yn)=۱

min
۱≤j≤n

νj(yj) < ۰٫۵ اگر

۱− sup
f(y۱,y۲,...,yn)=۰

min
۱≤j≤n

νj(yj),

sup
f(y۱,y۲,...,yn)=۱

min
۱≤j≤n

νj(yj) ≥ ۰٫۵ اگر

(آ. ۵٨)

است.

و (آ. ۵٠) با شده تعریف مستقل بول تصادف متغیرهای η۱, η۲, . . . , ηm کنید فرض آ. ٩: تمرین
کمینه پس هستند. (آ. ۵١) با شده تعریف مستقل بول نایقین متغیرهای τ۱, τ۲, . . . , τn

ξ = η۱ ∧ η۲ ∧ . . . ∧ ηm ∧ τ۱ ∧ τ۲ ∧ . . . ∧ τn (آ. ۵٩)

دهید نشان است. بول نایقین تصادف متغیر ی

Ch{ξ = ۱} = a۱a۲ . . . am(b۱ ∧ b۲ ∧ . . . ∧ bn). (آ. ۶٠)

و (آ. ۵٠) با شده تعریف مستقل بول تصادف متغیرهای η۱, η۲, . . . , ηm کنید فرض آ. ١٠: تمرین
بیشینه پس هستند. (آ. ۵١) با شده تعریف مستقل بول نایقین متغیرهای τ۱, τ۲, . . . , τn

ξ = η۱ ∨ η۲ ∨ . . . ∨ ηm ∨ τ۱ ∨ τ۲ ∨ . . . ∨ τn (آ. ۶١)

دهید نشان است. بول نایقین تصادف متغیر ی

Ch{ξ = ۱} = ۱− (۱− a۱)(۱− a۲) . . . (۱− am)(۱− b۱ ∨ b۲ ∨ . . .∨ bn). (آ. ۶٢)

و (آ. ۵٠) با شده تعریف مستقل بول تصادف متغیرهای η۱, η۲, . . . , ηm کنید فرض آ. ١١: تمرین
ام k ترتیب آماره پس هستند. (آ. ۵١) با شده تعریف مستقل بول نایقین متغیرهای τ۱, τ۲, . . . , τn

ξ = k‐min [η۱, η۲, . . . , ηm, τ۱, τ۲, . . . , τn] (آ. ۶٣)

دهید نشان است. بول نایقین تصادف متغیر ی

Ch{ξ = ۱} =
∑

(x۱,...,xm)∈{۰,۱}m

(
m∏
i=۱

µi(xi)

)
k‐min [x۱, . . . , xm, b۱, . . . , bn]

آن در که

µi(xi) =

{
ai, xi = ۱ اگر
۱− ai, xi = ۰ اگر

(i = ۱,۲, . . . ,m). (آ. ۶۴)
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و (آ. ۵٠) با شده تعریف مستقل بول تصادف متغیرهای η۱, η۲, . . . , ηm کنید فرض آ. ١٢: تمرین
پس هستند. (آ. ۵١) با شده تعریف مستقل بول نایقین متغیرهای τ۱, τ۲, . . . , τn

ξ = k‐max [η۱, η۲, . . . , ηm, τ۱, τ۲, . . . , τn] (آ. ۶۵)

دهید نشان است. ام (n− k + ۱) ترتیب آماره

Ch{ξ = ۱} =
∑

(x۱,...,xm)∈{۰,۱}m

(
m∏
i=۱

µi(xi)

)
k‐max [x۱, . . . , xm, b۱, . . . , bn]

آن در که

µi(xi) =

{
ai, xi = ۱ اگر
۱− ai, xi = ۰ اگر

(i = ۱,۲, . . . ,m). (آ. ۶۶)

انتظار مورد مقدار آ. ۵

با آن انتظار مورد مقدار است. نایقین تصادف متغیر ی ξ کنید فرض [١١٣] آ. ۵ تعریف

E[ξ] =

∫ +∞

۰
Ch{ξ ≥ x}dx−

∫ ۰

−∞
Ch{ξ ≤ x}dx (آ. ۶٧)

باشد. متناه انتگرال ها از ی حداقل که آن شرط به م شود تعریف

پس است. Φ شانس توزیع با نایقین تصادف متغیر ی ξ کنید فرض [١١٣] آ. ١۵ قضیه

E[ξ] =

∫ +∞

۰
(۱− Φ(x))dx−

∫ ۰

−∞
Φ(x)dx. (آ. ۶٨)

Ch{ξ ≥ x} = ۱−Φ(x) داریم x هر برای تقریباً که م شود نتیجه شانس معکوس قضیه از برهان:
م گیریم نتیجه انتظار، مورد مقدار ر عمل تعریف از استفاده با .Ch{ξ ≤ x} = Φ(x) و

E[ξ] =

∫ +∞

۰
Ch{ξ ≥ x}dx−

∫ ۰

−∞
Ch{ξ ≤ x}dx

=

∫ +∞

۰
(۱− Φ(x))dx−

∫ ۰

−∞
Φ(x)dx.

م آید. دست به (آ. ۶٨) معادله ترتیب این به

صورت این در است. Φ شانس توزیع با نایقین تصادف متغیر ی ξ کنید فرض آ. ١۶ قضیه

E[ξ] =

∫ +∞

−∞
xdΦ(x). (آ. ۶٩)
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انتظار مورد مقدار که م شود نتیجه آ. ١۵ قضیه و انتگرال متغیرهای شانس از برهان:

E[ξ] =

∫ +∞

۰
(۱− Φ(x))dx−

∫ ۰

−∞
Φ(x)dx

=

∫ +∞

۰
xdΦ(x) +

∫ ۰

−∞
xdΦ(x) =

∫ +∞

−∞
xdΦ(x)

م شود. ثابت قضیه است.

پس است. Φ منظم شانس توزیع با نایقین تصادف متغیر ی ξ کنید فرض آ. ١٧ قضیه

E[ξ] =

∫ ۱

۰
Φ−۱(α)dα. (آ. ٧٠)

انتظار مورد مقدار که م شود نتیجه آ. ١۵ قضیه و انتگرال متغیرهای شانس از برهان:

E[ξ] =

∫ +∞

۰
(۱− Φ(x))dx−

∫ ۰

−∞
Φ(x)dx

=

∫ ۱

Φ(۰)
Φ−۱(α)dα+

∫ Φ(۰)

۰
Φ−۱(α)dα =

∫ ۱

۰
Φ−۱(α)dα

م شود. ثابت قضیه است.

توزیع های با ترتیب به مستقل تصادف متغیرهای η۱, η۲, . . . , ηm کنید فرض [١١۴] آ. ١٨ قضیه
نایقین توزیع های با مستقل نایقین متغیرهای نیز τ۱, τ۲, . . . , τn و Ψ۱,Ψ۲, . . . ,Ψm احتمال

آنگاه باشد، اندازه پذیر تابع ی f اگر هستند. Υ۱,Υ۲, . . .,Υn

ξ = f(η۱, η۲, . . . , ηm, τ۱, τ۲, . . . , τn) (آ. ٧١)

انتظار مورد مقدار

E[ξ] =

∫
ℜm

G(y۱, y۲, . . . , ym)dΨ۱(y۱)dΨ۲(y۲) . . . dΨm(ym) (آ. ٧٢)

y۱, y۲, . . . , ym حقیق اعداد برای که دارد

G(y۱, y۲, . . . , ym) = E[f(y۱, y۲, . . . , ym, τ۱, τ۲, . . . , τn)] (آ. ٧٣)

Υ۱,Υ۲, . . . ,Υn با و است f(y۱, y۲, . . . , ym, τ۱, τ۲, . . . , τn) نایقین متغیر انتظار مورد مقدار
م شود. مشخص

را f(y۱, y۲, τ۱, τ۲) نایقین توزیع م کنیم. ثابت را m = n = ۲ حالت فقط سادگ برای برهان:
پس دهید. نشان F (x; y۱, y۲) با y۲ و y۱ حقیق اعداد برای

E[f(y۱, y۲, τ۱, τ۲)] =

∫ +∞

۰
(۱− F (x; y۱, y۲))dx−

∫ ۰

−∞
F (x; y۱, y۲)dx.
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شانس توزیع ξ = f(η۱, η۲, τ۱, τ۲) نایقین تصادف متغیر ر، دی طرف از

Φ(x) =

∫
ℜ۲

F (x; y۱, y۲)dΨ۱(y۱)dΨ۲(y۲)

که م شود نتیجه فوبین قضیه و آ. ١۵ قضیه از دارد.

E[ξ] =

∫ +∞

۰
(۱− Φ(x))dx−

∫ ۰

−∞
Φ(x)dx

=

∫ +∞

۰

(
۱−

∫
ℜ۲

F (x; y۱, y۲)dΨ۱(y۱)dΨ۲(y۲)

)
dx

−
∫ ۰

−∞

∫
ℜ۲

F (x; y۱, y۲)dΨ۱(y۱)dΨ۲(y۲)dx

=

∫
ℜ۲

(∫ +∞

۰
(۱− F (x; y۱, y۲))dx−

∫ ۰

−∞
F (x; y۱, y۲)dx

)
dΨ۱(y۱)dΨ۲(y۲)

=

∫
ℜ۲

E[f(y۱, y۲, τ۱, τ۲)]dΨ۱(y۱)dΨ۲(y۲).

م شود. ثابت قضیه ترتیب این به

دهید نشان است. نایقین متغیر ی τ و تصادف متغیر ی η کنید فرض آ. ١٣: تمرین

E[η + τ ] = E[η] + E[τ ] (آ. ٧۴)

و

E[ητ ] = E[η]E[τ ]. (آ. ٧۵)

توزیع های با ترتیب به مستقل تصادف متغیرهای η۱, η۲, . . . , ηm کنید فرض [١١۴] آ. ١٩ قضیه
منظم نایقین توزیع های با مستقل نایقین متغیرهای نیز τ۱, τ۲, . . . , τn و Ψ۱,Ψ۲, . . . ,Ψm احتمال
نسبت اکید کاهش یا اکید افزایش f(η۱, . . . , ηm, τ۱, . . . , τn) اگر هستند. Υ۱,Υ۲, . . .,Υn

انتظار مورد مقدار آنگاه باشند τ۱, . . . , τn به

E[f(η۱, . . . , ηm, τ۱, . . . , τn)] (آ. ٧۶)

∫با
ℜm

∫ ۱

۰
f(y۱, . . . , ym,Υ−۱

۱ (α), . . . ,Υ−۱
n (α))dαdΨ۱(y۱) . . . dΨm(ym)

است. برابر

نسبت اکید کاهش تابع ی یا اکید افزایش تابع ی f(y۱, . . . , ym, τ۱, . . . , τn) چون برهان:
داریم است، τ۱, . . . , τn به

E[f(y۱, . . . , ym, τ۱, . . . , τn)] =

∫ ۱

۰
f(y۱, . . . , ym,Υ−۱

۱ (α), . . . ,Υ−۱
n (α))dα.
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م شود. نتیجه م ح برقراری آ. ١٨ قضیه از

به نسبت و اکید افزایش τ۱, . . . , τk به نسبت f(η۱, . . . , ηm, τ۱, . . . , τn) تابع هرگاه آ. ٩: نکته
انتظار مورد مقدار فرمول در انتگرالده باید آنگاه باشد، اکید کاهش τk+۱, . . . , τn

E[f(η۱, . . . , ηm, τ۱, . . . , τn)]

با

f(y۱, . . . , ym,Υ−۱
۱ (α), . . . ,Υ−۱

k (α),Υ−۱
k+۱(۱− α), . . . ,Υ−۱

n (۱− α))

شود. زین جای

توزیع با نایقین متغیر ی τ و Ψ احتمال توزیع با تصادف متغیر ی η کنید فرض آ. ١۴: تمرین
دهید نشان است. Υ منظم نایقین

E[η ∨ τ ] =

∫
ℜ

∫ ۱

۰

(
y ∨Υ−۱(α)

)
dαdΨ(y) (آ. ٧٧)

و

E[η ∧ τ ] =

∫
ℜ

∫ ۱

۰

(
y ∧Υ−۱(α)

)
dαdΨ(y). (آ. ٧٨)

تصادف متغیرهای η۲ و η۱ کنید فرض انتظار) مورد مقدار ر عمل بودن خط ،[١١۴]) آ. ٢٠ قضیه
دو f۲ و f۱ کنید فرض همچنین هستند. مستقل نایقین متغیر دو τ۲ و τ۱ و نیستند) مستقل (الزاماً

پس هستند. اندازه پذیر تابع

E[f۱(η۱, τ۱) + f۲(η۲, τ۲)] = E[f۱(η۱, τ۱)] + E[f۲(η۲, τ۲)]. (آ. ٧٩)

تابع های ،y۲ و y۱ حقیق اعداد برای هستند، مستقل نایقین متغیرهای τ۲ و τ۱ چون برهان:
پس هستند. مستقل نایقین متغیرهای نیز f۲(y۲, τ۲) و f۱(y۱, τ۱)

E[f۱(y۱, τ۱) + f۲(y۲, τ۲)] = E[f۱(y۱, τ۱)] + E[f۲(y۲, τ۲)].

داریم هستند. η۲ و η۱ تصادف متغیرهای احتمال توزیع های ترتیب به Ψ۲ و Ψ۱ کنید فرض

E[f۱(η۱, τ۱) + f۲(η۲, τ۲)]

=

∫
ℜ۲

E[f۱(y۱, τ۱) + f۲(y۲, τ۲)]dΨ۱(y۱)dΨ۲(y۲)

=

∫
ℜ۲
(E[f۱(y۱, τ۱)] + E[f۲(y۲, τ۲)])dΨ۱(y۱)dΨ۲(y۲)

=

∫
ℜ
E[f۱(y۱, τ۱)]dΨ۱(y۱) +

∫
ℜ
E[f۲(y۲, τ۲)]dΨ۲(y۲)

= E[f۱(η۱, τ۱)] + E[f۲(η۲, τ۲)].
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شد. ثابت قضیه ترتیب این به

هستند. مستقل نایقین متغیرهای τ۲ و τ۱ و تصادف متغیرهای η۲ و η۱ کنید فرض آ. ١۵: تمرین
دهید نشان

E[η۱ ∨ τ۱ + η۲ ∧ τ۲] = E[η۱ ∨ τ۱] + E[η۲ ∧ τ۲]. (آ. ٨٠)

f اگر است. زوج نامنف تابع ی f و نایقین تصادف متغیر ی ξ کنید فرض [١١٣] آ. ٢١ قضیه
داریم t > ۰ عدد هر برای آنگاه باشد، افزایش [۰,∞) روی و کاهش (−∞,۰] روی

Ch{|ξ| ≥ t} ≤ E[f(ξ)]

f(t)
. (آ. ٨١)

از است. [۰,∞) روی r از نوا ی کاهش تابع ی Ch{|ξ| ≥ f−۱(r)} که است واضح برهان:
که م شود نتیجه f(ξ) بودن نامنف

E[f(ξ)] =

∫ +∞

۰
Ch{f(ξ) ≥ x}dx =

∫ +∞

۰
Ch{|ξ| ≥ f−۱(x)}dx

≥
∫ f(t)

۰
Ch{|ξ| ≥ f−۱(x)}dx ≥

∫ f(t)

۰
Ch{|ξ| ≥ f−۱(f(t))}dx

=

∫ f(t)

۰
Ch{|ξ| ≥ t}dx = f(t) · Ch{|ξ| ≥ t}

م دهد. نتیجه را نابرابری برقراری که

برای پس است. نایقین تصادف متغیر ی ξ کنید فرض مارکف) نابرابری ،[١١٣]) آ. ٢٢ قضیه
داریم p > ۰ و t > ۰ معلوم اعداد

Ch{|ξ| ≥ t} ≤ E[|ξ|p]
tp

. (آ. ٨٢)

است. f(x) = |x|p برای آ. ٢١ قضیه از خاص ی حالت قضیه این برهان:

واریانس آ. ۶

است. e متناه انتظار مورد مقدار با نایقین تصادف متغیر ی ξ کنید فرض [١١٣] آ. ۶ تعریف
با آن واریانس

V [ξ] = E[(ξ − e)۲] (آ. ٨٣)

م شود. تعریف

داریم است، نامنف نایقین تصادف متغیر ی (ξ − e)۲ چون

V [ξ] =

∫ +∞

۰
Ch{(ξ − e)۲ ≥ x}dx. (آ. ٨۴)
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دو b و a و باشد متناه انتظار مورد مقدار با نایقین تصادف متغیر ی ξ اگر [١١٣] آ. ٢٣ قضیه
آنگاه باشند، حقیق عدد

V [aξ + b] = a۲V [ξ]. (آ. ٨۵)

پس است. aξ + b انتظار مورد مقدار ae+ b پس است. ξ انتظار مورد مقدار e کنید فرض برهان:
صورت به واریانس

V [aξ + b] = E[(aξ + b− (ae+ b))۲] = E[a۲(ξ − e)۲] = a۲V [ξ]

شد. بررس قضیه برقراری است.

پس است. متناه انتظار مورد مقدار با نایقین تصادف متغیر ی ξ کنید فرض [١١٣] آ. ٢۴ قضیه
.Ch{ξ = e} = ۱ اگر تنها و اگر V [ξ] = ۰

که م شود نتیجه (آ. ٨۴) قضیه از .V [ξ] = ۰ کنیم فرض ابتدا برهان:

∫ +∞

۰
Ch{(ξ − e)۲ ≥ x}dx = ۰

داریم پس م شود. نتیجه Ch{(ξ − e)۲ ≥ x} = ۰ رابطه x > ۰ هر برای آن از و

Ch{(ξ − e)۲ = ۰} = ۱.

x > ۰ هر برای مستقیماً پس .Ch{ξ = e} = ۱ کنیم فرض برعکس، .Ch{ξ = e} = ۱ یعن
بنابراین .Ch{(ξ − e)۲ ≥ x} = ۰ و Ch{(ξ − e)۲ = ۰} = ۱ داریم

V [ξ] =

∫ +∞

۰
Ch{(ξ − e)۲ ≥ x}dx = ۰.

م شود. ثابت قضیه

واریانس که است نایقین تصادف متغیر ی ξ کنید فرض چبیشف) نابرابری ،[١١٣]) آ. ٢۵ قضیه
داریم t > ۰ مشخص عدد هر برای پس دارد. وجود آن

Ch {|ξ − E[ξ]| ≥ t} ≤ V [ξ]

t۲
. (آ. ٨۶)

ξ − E[ξ] با ξ نایقین تصادف متغیر که است آ. ٢١ قضیه از خاص حالت ی قضیه این برهان:
.f(x) = x۲ و م شود زین جای



۴١١ واریانس ‐ آ. ۶ بخش

کرد؟ استنتاج توزیع از را واریانس م توان ونه چ

Φ شانس توزیع از تنها اگر است. e انتظار مورد مقدار با نایقین تصادف متغیر ی ξ کنید فرض
واریانس آنگاه باشیم، داشته اطلاع

V [ξ] =

∫ +∞

۰
Ch{(ξ − e)۲ ≥ x}dx

=

∫ +∞

۰
Ch{(ξ ≥ e+

√
x) ∪ (ξ ≤ e−

√
x)}dx

≤
∫ +∞

۰
(Ch{ξ ≥ e+

√
x}+Ch{ξ ≤ e−

√
x})dx

=

∫ +∞

۰
(۱− Φ(e+

√
x) + Φ(e−

√
x))dx.

داریم. را زیر قرارداد پس است.

e انتظار مورد مقدار و Φ شانس توزیع با نایقین تصادف متغیر ی ξ کنید فرض [۵٧] آ. ١ قرارداد
پس است.

V [ξ] =

∫ +∞

۰
(۱− Φ(e+

√
x) + Φ(e−

√
x))dx. (آ. ٨٧)

e انتظار مورد مقدار و Φ شانس توزیع با نایقین تصادف متغیر ی ξ کنید فرض [١۴٧] آ. ٢۶ قضیه
پس است.

V [ξ] =

∫ +∞

−∞
(x− e)۲dΦ(x). (آ. ٨٨)

صورت به ξ واریانس م کند بیان که است آ. ١ قرارداد اساس بر قضیه این برهان:

V [ξ] =

∫ +∞

۰
(۱− Φ(e+

√
y))dy +

∫ +∞

۰
Φ(e−√

y)dy

به جزء گیری انتگرال و متغیرها شانس توزیع ،(x − e)۲ با y و x با e +√
y زین جای با است.

داریم ∫جزء +∞

۰
(۱−Φ(e+

√
y))dy =

∫ +∞

e

(۱−Φ(x))d(x− e)۲ =

∫ +∞

e

(x− e)۲dΦ(x).

داریم (x− e)۲ با y و x با e−√
y زین جای با مشابه، طور ∫به +∞

۰
Φ(e−√

y)dy =

∫ −∞

e

Φ(x)d(x− e)۲ =

∫ e

−∞
(x− e)۲dΦ(x).
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صورت به واریانس پس

V [ξ] =

∫ +∞

e

(x− e)۲dΦ(x) +

∫ e

−∞
(x− e)۲dΦ(x) =

∫ +∞

−∞
(x− e)۲dΦ(x)

م شود. ثابت قضیه و است

مورد مقدار و Φ منظم شانس توزیع با نایقین تصادف متغیر ی ξ کنید فرض [١۴٧] آ. ٢٧ قضیه
پس است. e متناه انتظار

V [ξ] =

∫ ۱

۰
(Φ−۱(α)− e)۲dα. (آ. ٨٩)

نتیجه آ. ٢۶ قضیه و انتگرال متغیرهای شانس از ،Φ−۱(α) با x و α با Φ(x) رین جای با برهان:
صورت به واریانس که م شود

V [ξ] =

∫ +∞

−∞
(x− e)۲dΦ(x) =

∫ ۱

۰
(Φ−۱(α)− e)۲dα

م شود. ثابت قضیه ترتیب این به و است

توزیع های با ترتیب به مستقل تصادف متغیرهای η۱, η۲, . . . , ηm کنید فرض [۵٧] آ. ٢٨ قضیه
منظم نایقین توزیع های با مستقل نایقین متغیرهای τ۱, τ۲, . . . , τn و Ψ۱,Ψ۲, . . . ,Ψm احتمال
تابع ی f(η۱, η۲, . . . , ηm, τ۱, τ۲, . . . , τn) کنید فرض همچنین هستند. Υ۱,Υ۲, . . . ,Υn

آنگاه است. τk+۱, τk+۲, . . . , τn به نسبت اکید کاهش و τ۱, τ۲, . . . , τk به نسبت اکید افزایش

ξ = f(η۱, η۲, . . . , ηm, τ۱, τ۲, . . . , τn) (آ. ٩٠)

صورت به واریانس

V [ξ] =

∫
ℜm

∫ +∞

۰
(۱− F (e+

√
x; y۱, y۲, . . . , ym)

+F (e−
√
x; y۱, y۲, . . . , ym))dxdΨ۱(y۱)dΨ۲(y۲) . . .Ψm(ym)

معادله در α ریشه F (x; y۱, y۲, . . . , ym) آن در که دارد

f(y۱, y۲, . . . , ym,Υ−۱
۱ (α), . . . ,Υ−۱

k (α),Υ−۱
k+۱(۱− α), . . . ,Υ−۱

n (۱− α)) = x

است.

صورت به ξ شانس توزیع که م شود نتیجه نایقین تصادف متغیرهای عملیات قانون از برهان:

Φ(x) =

∫
ℜm

F (x; y۱, y۲, . . . , ym)dΨ۱(y۱)dΨ۲(y۲) . . .Ψm(ym)

f(y۱, y۲, . . . , ym, τ۱, τ۲, . . . , τn) نایقین متغیر نایقین Fتوزیع (x; y۱, y۲, . . . , ym) که است
م شود. نتیجه آ. ١ قرارداد از قضیه پس است.



۴١٣ بزرگ اعداد قانون ‐ آ. ٧ بخش

توزیع با نایقین متغیر ی τ و Ψ احتمال توزیع با تصادف متغیر ی η کنید فرض آ. ١۶: تمرین
جمع واریانس دهید نشان است. Υ نایقین

ξ = η + τ (آ. ٩١)

صورت به

V [ξ] =

∫ +∞

−∞

∫ +∞

۰
(۱−Υ(e+

√
x− y) + Υ(e−

√
x− y))dxdΨ(y) (آ. ٩٢)

است.

بزرگ اعداد قانون آ. ٧

با همتوزیع تصادف متغیرهای η۱, η۲, . . . کنید فرض بزرگ) اعداد قانون ،[١٩٢]) آ. ٢٩ قضیه
فرض هستند. نایقین سان ی توزیع با نایقین متغیرهای τ۱, τ۲, . . . و هستند Ψ مشترک احتمال توزیع

آنگاه است. نوا ی اکیدا تابع ی f کنید

Sn = f(η۱, τ۱) + f(η۲, τ۲) + · · ·+ f(ηn, τn) (آ. ٩٣)

حد n؛ → ∞ وقت و هستند نایقین تصادف متغیرهای از دنباله ی

Sn

n
→
∫ +∞

−∞
f(y, τ۱)dΨ(y) (آ. ٩۴)

است. برقرار توزیع در رایی هم مفهوم به

با z حقیق عدد هر برای کنیم ثابت است کاف توزیع، در رایی هم تعریف اساس بر برهان:

lim
w→z

M

{∫ +∞

−∞
f(y, τ۱)dΨ(y) ≤

∫ +∞

−∞
f(y, w)dΨ(y)

}

= M

{∫ +∞

−∞
f(y, τ۱)dΨ(y) ≤

∫ +∞

−∞
f(y, z)dΨ(y)

}
رابطه

lim
n→∞

Ch

{
Sn

n
≤
∫ +∞

−∞
f(y, z)dΨ(y)

}

= M

{∫ +∞

−∞
f(y, τ۱)dΨ(y) ≤

∫ +∞

−∞
f(y, z)dΨ(y)

} (آ. ٩۵)

افزایش تابع ی f(y, z) کنید فرض :١ حالت م کنیم. تفکی حالت دو به را استدلال است. برقرار
برای که است واضح است. τ۱, τ۲, . . . مشترک نایقین توزیع Υ کنید فرض است. z به نسبت اکید

داریم z و y دلخواه حقیق اعداد

M{f(y, τ۱) ≤ f(y, z)} = Υ(z)
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پس

M

{∫ +∞

−∞
f(y, τ۱)dΨ(y) ≤

∫ +∞

−∞
f(y, z)dΨ(y)

}
= Υ(z). (آ. ٩۶)

اعداد قانون است، همتوزیع تصادف متغیرهای از دنباله ی f(η۱, z), f(η۲, z), . . . چون همچنین،
رابطه ،n → ∞ وقت که م کند بیان تصادف متغیرهای برای بزرگ

f(η۱, z) + f(η۲, z) + · · ·+ f(ηn, z)

n
→
∫ +∞

−∞
f(y, z)dΨ(y), a.s.

پس است. برقرار

lim
n→∞

Ch

{
Sn

n
≤
∫ +∞

−∞
f(y, z)dΨ(y)

}
= Υ(z). (آ. ٩٧)

م شود. نتیجه (آ. ٩۵) رابطه (آ. ٩٧) و (آ. ٩۶) از
اکید افزایش تابع ی −f(y, z) پس است. اکید کاهش z به نسبت f(y, z) کنید فرض :٢ حالت

داریم ١ حالت از استفاده با است. z به نسبت

lim
n→∞

Ch

{
−Sn

n
< −z

}
= M

{
−
∫ +∞

−∞
f(y, τ۱)dΨ(y) < −z

}
.

یعن

lim
n→∞

Ch

{
Sn

n
> z

}
= M

{∫ +∞

−∞
f(y, τ۱)dΨ(y) > z

}
.

که م شود نتیجه دوگان خاصیت از

lim
n→∞

Ch

{
Sn

n
≤ z

}
= M

{∫ +∞

−∞
f(y, τ۱)dΨ(y) ≤ z

}
.

م شود. ثابت قضیه ترتیب این به

نایقین متغیرهای نیز τ۱, τ۲, . . . و همتوزیع تصادف متغیرهای η۱, η۲, . . . کنید فرض آ. ١٧: تمرین
کنید تعریف هستند. همتوزیع

Sn = (η۱ + τ۱) + (η۲ + τ۲) + · · ·+ (ηn + τn). (آ. ٩٨)

حد ،n → ∞ وقت دهید نشان

Sn

n
→ E[η۱] + τ۱ (آ. ٩٩)

است. برقرار توزیع در رایی هم مفهوم به

متغیرهای نیز τ۱, τ۲, . . . و مثبت همتوزیع تصادف متغیرهای η۱, η۲, . . . کنید فرض آ. ١٨: تمرین
کنید تعریف هستند. مثبت همتوزیع نایقین

Sn = η۱τ۱ + η۲τ۲ + · · ·+ ηnτn. (آ. ١٠٠)
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زیر حد ،n → ∞ وقت دهید نشان

Sn

n
→ E[η۱]τ۱ (آ. ١٠١)

است. برقرار توزیع در رایی هم مفهوم به

السبرگ آزمون آ. ٨

سیاه یا که ر دی مهره ۶٠ و قرمز مهره ٣٠ شامل کیسه ی .[٣١] است السبرگ آزمون از مساله این
یرید: ب نظر در را زیر گزینه دو یرید. ب نظر در را هستند، نامعلوم نسبت با ول زرد، یا و

م کنید. دریافت دلار ١٠٠ شما شود، قرعه کیسه از قرمز مهره ی اگر الف:

م کنید. دریافت دلار ١٠٠ شما شود، قرعه کیسه از سیاه مهره ی اگر ب:

داد نشان السبرگ بسیار، نظرسنج های اساس بر است؟ کدام ب و الف گزینه های بین شما انتخاب
معلوم تعداد بر را قمار که دارند ترجیح مردم چون م دهند ترجیح ب بر را الف اغلب مردم که [٣١]
لیو دارد؟ ترجیح ب بر الف واقعاً آیا نیست. معلوم آنها تعداد که مهره هایی بر نه دهند انجام مهره ها
وجود انتخاب دو این بین ترجیح که گرفت نتیجه و داد پاسخ شانس نظریه با را سوال این [١٠۶]

ندارد.
و زرد مهره های سپس سیاه، مهره های ابتدا اند، شده گذاری شماره ۹۰ تا ١ از مهره ها کنید فرض
{۰,۱,۲, . . . ,۶۰} مرجع مجموعه صورت به را (Γ,L,M) نایقین فضای قرمز. مهره های پایان در

نایقین اندازه و توان مجموعه با همراه

M{Λ} =
|Λ|
۶۱ (آ. ١٠٢)

نامعلوم کاملا سیاه مهره های تعداد چون م دهد. نشان را Λ اعضای تعداد |Λ| آن در که یرید ب نظر در
نایقین متغیر با را آن م توانیم و است، سان ی یقین درجه با ۶۰ تا ۰ بین عددی آنها تعداد است،

ξ(γ) = γ, (آ. ١٠٣)

ر دی نایقین متغیر با را زرد مهره های تعداد و دهیم نشان

η(γ) = ۶۰− γ. (آ. ١٠۴)

این هستند. ξ + η ≡ ۶۰ خاصیت با همتوزیع نایقین متغیرهای η و ξ که کنید توجه کنیم. بیان
«منصفانه» زرد و سیاه مهره های برای (آ. ١٠۴) و (آ. ١٠٣) فرمول های که است معن این به خاصیت
شماره ۶۰ تا γ + ۱ از زرد مهره های و شده اند شماره گذاری γ تا ۱ از سیاه مهره های پس هستند.

دارند. شماره ۹۰ تا ۶۱ از قرمز مهره های و شده اند گذاری
احتمال اندازه و توان مجموعه با همراه {۱,۲, . . . ,۹۰} مجموعه را (Ω,A,Pr) احتمال فضای

Pr{Λ} =
|Λ|
۹۰ . (آ. ١٠۵)

معادل (Ω,A,Pr) احتمال فضای از ω ی انتخاب با کیسه از مهره ی قرعه پس یرید. ب نظر در
است.
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۹۰

۶۰

١ ۰ ۶۰

قرمز

زرد

سیاه

«زرد». و «سیاه» «قرمز»، رویداد سه آ. ١: ل ش

تصادف و مهره ها) تعداد بودن (نامعلوم نایقین از ترکیبی نایقین کیسه از مهره ی قرعه چون
شانس فضای در رویداد ی با باید پس است، کیسه) از مهره ی تصادف (انتخاب بودن

(Γ,L,M)× (Ω,A,Pr)

مهره ی قرعه پس .ω ≥ ۶۱ اگر تنها و اگر م شود انتخاب قرمز مهره ی ویژه، به شود. داده نشان
رویداد با

«قرمز» = {(γ, ω) ∈ Γ× Ω |ω ≥ ۶۱} (آ. ١٠۶)

با سیاه مهره ی قرعه پس .ω ≤ γ اگر تنها و اگر م شود قرعه سیاه مهره ی م شود. داده نشان
رویداد

«سیاه» = {(γ, ω) ∈ Γ× Ω |ω ≤ γ} (آ. ١٠٧)

پس .ω ≤ ۶۰ و ω > γ اگر تنها و اگر م شود قرعه زرد مهره ی همجنین م شود. داده نشان
رویداد با زرد مهره قرعه

«زرد» = {(γ, ω) ∈ Γ× Ω | γ < ω ≤ ۶۰} (آ. ١٠٨)

کنید. نگاه را آ. ١ ل ش م شود. داده نشان
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صورت به قرمز مهره قرعه شانس اندازه که م شود نتیجه آ. ١ تعریف از

Ch{«قرمز»} =

∫ ۱

۰
Pr {ω ∈ Ω |M{γ ∈ Γ | (γ, ω) ∈ {«قرمز» ≥ x} dx

=

∫ ۱

۰
Pr {ω ∈ {۶۱,۶۲, . . . ,۹۰} |M{۰,۱, . . . ,۶۰} ≥ x}dx

=

∫ ۱

۰
Pr

{
ω ∈ {۶۱,۶۲, . . . ,۹۰} | ۶۱۶۱ ≥ x

}
dx

=

∫ ۱

۰
Pr {۶۱,۶۲, . . . ,۹۰} dx

=

∫ ۱

۰

۳۰
۹۰dx

=
۱
۳ ,

صورت به سیاه مهر قرعه شانس اندازه و است

Ch{«سیاه»} =

∫ ۱

۰
Pr {ω ∈ Ω |M{γ ∈ Γ | (γ, ω) ∈ {«سیاه» ≥ x} dx

=

∫ ۱

۰
Pr {ω ∈ {۱,۲, . . . ,۶۰} |M{ω, ω + ۱, . . . ,۶۰} ≥ x} dx

=

∫ ۱

۰
Pr

{
ω ∈ {۱,۲, . . . ,۶۰} | ۶۱− ω

۶۱ ≥ x

}
dx

=

۶۰∑
k=۰

∫ k+۱
۶۱

k
۶۱

Pr

{
ω ∈ {۱,۲, . . . ,۶۰} | ۶۱− ω

۶۱ ≥ x

}
dx

=

۶۰∑
k=۰

∫ k+۱
۶۱

k
۶۱

Pr {۱,۲, . . . ,۶۰− k}dx

=

۶۰∑
k=۰

∫ k+۱
۶۱

k
۶۱

۶۰− k

۹۰ dx

=
۱
۳ ,
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صورت به زرد مهره شانس اندازه نهایتاً و است

Ch{«زرد»} =

∫ ۱

۰
Pr {ω ∈ Ω |M{γ ∈ Γ | (γ, ω) ∈ {«زرد» ≥ x}dx

=

∫ ۱

۰
Pr {ω ∈ {۱,۲, . . . ,۶۰} |M{۰,۱, . . . , ω − ۱} ≥ x} dx

=

∫ ۱

۰
Pr
{
ω ∈ {۱,۲, . . . ,۶۰} | ω

۶۱ ≥ x
}
dx

=

۶۰∑
k=۰

∫ k+۱
۶۱

k
۶۱

Pr
{
ω ∈ {۱,۲, . . . ,۶۰} | ω

۶۱ ≥ x
}
dx

=

۶۰∑
k=۰

∫ k+۱
۶۱

k
۶۱

Pr {k + ۱, k + ۲, . . . ,۶۰} dx

=

۶۰∑
k=۰

∫ k+۱
۶۱

k
۶۱

۶۰− k

۹۰ dx

=
۱
۳

است.
نایقین تصادف متغیر ی الف گزینه بازده کنیم. حل را شانس مساله م توانیم حال

A(γ, ω) =

{
۱۰۰, (γ, ω) ∈ «قرمز» اگر
۰, درغیراینصورت

(آ. ١٠٩)

آن انتظار مورد مقدار که است

E[A] = ۱۰۰× Ch{«قرمز»}+ ۰× (۱− Ch{«قرمز»}) = ۱۰۰
۳ (آ. ١١٠)

نایقین تصادف متغیر ی ب گزینه درامد است.

B(γ, ω) =

{
۱۰۰, (γ, ω) ∈ «سیاه» اگر
۰, درغیراینصورت

(آ. ١١١)

آن انتظار مورد مقدار که است

E[B] = ۱۰۰× Ch{«سیاه»}+ ۰× (۱− Ch{«سیاه»}) = ۱۰۰
۳ (آ. ١١٢)

پس است.

E[A] = E[B] (آ. ١١٣)
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م کند. تایید را نتیجه این نیز سازی شبیه آزمایشات ندارد. وجود ترجیح ب و الف بین بنابراین و
است. غیرمنطق ب به الف ترجیح بنابراین

گزینه اگر کرد: بازنگری زیر صورت به را شانس مساله [١٠۶] لیو مساله، این بیشتر بررس برای
گزینه با ب

م کنید. دریافت دلار ١١٠ شما باشد سیاه مهره قرعه اگر ج:
م دهید؟ ترجیح را گزینه کدام شما شود. زین جای

با م دهد. ترجیح ج به را الف اغلب مردم که داد نشان [١٠۶] لیو بسیار، نظرسنج های اساس بر
نایقین تصادف متغیر ی ج گزینه درآمد حال، این

C(γ, ω) =

{
۱۱۰, (γ, ω) ∈ «سیاه» اگر
۰, درغیراینصورت

(آ. ١١۴)

انتظار مورد مقدار با

E[C] = ۱۱۰× Ch{«سیاه»}+ ۰× (۱− Ch{«سیاه»}) = ۱۱۰
۳ (آ. ١١۵)

پس است.

E[A] < E[C] (آ. ١١۶)

پس شد. تایید نیز سازی شبیه آزمایشات با نتیجه این داد. ترجیح الف گزینه بر را ج گزینه باید و
است. غیرمنطق ج گزینه بر الف گزینه ترجیح

آنها نسبت و هستند زرد یا سیاه که ر دی مهره ۶۰ و قرمز مهره ۳۰ شامل کیسه ی آ. ١٩: تمرین
دارید: را زیر گزینه دو کنید فرض یرید. ب نظر در را نیست معلوم

م کنید؛ دریافت دلار ۱۰۰ شما باشد سیاه یا زرد مهره قرعه اگر د:

م کنید. دریافت دلار ۱۰۰ شما باشد زرد یا قرمز مهر قرعه اگر ه:

زیر گزینه با را ه گزینه کنید. توجیه را خود جواب م کنید؟ انتخاب را گزینه کدام ه و د بین شما
کنید عوض

م کنید. دریافت دلار ۱۱۰ شما باشد زرد یا قرمز مهر قرعه اگر و:
کنید. توجیه را خود جواب م کنید؟ انتخاب را گزینه کدام و و د بین شما

نایقین تصادف برنامه ریزی آ. ٩

تصادف هدف تابع نم توان چون است. نایقین تصادف بردار ی ξ و تصمیم بردار ی x کنید فرض
یعن کرد استفاده انتظار مورد مقدار از آن جای به م توان کرد؛ کمینه مستقیماً را f(x, ξ) نایقین

min
x

E[f(x, ξ)]. (آ. ١١٧)
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را قطع شدن ناحیه ی gj(x, ξ) ≤ ۰, j = ۱,۲, . . . , p نایقین تصادف قید چون همچنین
نظر در α۱, α۲, . . . , αp مختلف اطمینان سطوح با آن برقراری است بهتر طبیعتاً نم کند، مشخص

شانس قیدهای از مجموعه ی پس یریم. ب

Ch{gj(x, ξ) ≤ ۰} ≥ αj , j = ۱,۲, . . . , p (آ. ١١٨)

داریم.
شده بیان انتظار مورد مقدار صورت به که هدف تابع کمینه مقدار مورد در گیری تصمیم برای
پیشنهاد را زیر نایقین تصادف برنامه ریزی مدل [١١۴] لیو دارد، شانس قیدهای از مجموعه ی و است

کرد.
min
x

E[f(x, ξ)]

subject to:
Ch{gj(x, ξ) ≤ ۰} ≥ αj , j = ۱,۲, . . . , p.

(آ. ١١٩)

برای اگر گویند (آ. ١١٩) نایقین تصادف برنامه ریزی مدل شدن جواب را x بردار [١١۴] آ. ٧ تعریف
j = ۱,۲, . . . , p هر

Ch{gj(x, ξ) ≤ ۰} ≥ αj . (آ. ١٢٠)

گویند بهینه (آ. ١١٩) نایقین تصادف برنامه ریزی مدل برای را x∗ شدن جواب [١١۴] آ. ٨ تعریف
باشیم داشته x شدن جواب هر برای هرگاه

E[f(x∗, ξ)] ≤ E[f(x, ξ)]. (آ. ١٢١)

توزیع های با ترتیب به مستقل تصادف متغیرهای η۱, η۲, . . . , ηm کنید فرض [١١۴] آ. ٣٠ قضیه
نایقین توزیع های با ترتیب به مستقل نایقین متغیرهای τ۱, τ۲, . . . , τn ,Ψ۱,Ψ۲و . . . ,Ψm احتمال

اکید کاهش یا افزایش f(x, η۱, . . . , ηm, τ۱, . . . , τn) تابع اگر هستند. Υ۱,Υ۲, . . . ,Υn

انتظار مورد مقدار آنگاه باشد، τ۱, . . . , τn به نسبت

E[f(x, η۱, . . . , ηm, τ۱, . . . , τn)] (آ. ١٢٢)

∫با
ℜm

∫ ۱

۰
f(x, y۱, . . . , ym,Υ−۱

۱ (α), . . . ,Υ−۱
n (α))dαdΨ۱(y۱) . . . dΨm(ym)

است. برابر

م شود. نتیجه مستقیماً آ. ١٩ قضیه از برهان:

به نسبت و اکید افزایش τ۱, . . . , τk به نسبت f(x, η۱, . . . , ηm, τ۱, . . . , τn) اگر آ. ١٠: نکته
انتظار مورد مقدار فرمول در انتگرالده آنگاه باشد، اکید کاهش τk+۱, . . . , τn

E[f(x, η۱, . . . , ηm, τ۱, . . . , τn)]

با باید

f(x, y۱, . . . , ym,Υ−۱
۱ (α), . . . ,Υ−۱

k (α),Υ−۱
k+۱(۱− α), . . . ,Υ−۱

n (۱− α))

شود. زین جای



۴٢١ نایقین تصادف برنامه ریزی ‐ آ. ٩ بخش

توزیع های با ترتیب به مستقل تصادف متغیرهای η۱, η۲, . . . , ηm کنید فرض [١١۴] آ. ٣١ قضیه
نایقین توزیع های با ترتیب به مستقل نایقین متغیرهای τ۱, τ۲, . . . , τn ,Ψ۱,Ψ۲و . . . ,Ψm احتمال
افزایش و پیوسته تابع ی gj(x, η۱, . . . , ηm, τ۱, . . . , τn) اگر هستند. Υ۱,Υ۲, . . . ,Υn منظم

شانس قید آنگاه باشد، τ۱, . . . , τn به نسبت اکید

Ch{gj(x, η۱, . . . , ηm, τ۱, . . . , τn) ≤ ۰} ≥ αj (آ. ١٢٣)

اگر تنها و اگر است ∫برقرار
ℜm

Gj(x, y۱, . . . , ym)dΨ۱(y۱) . . . dΨm(ym) ≥ αj (آ. ١٢۴)

معادله از α ریشه Gj(x, y۱, . . . , ym) آن در که

gj(x, y۱, . . . , ym,Υ−۱
۱ (α), . . . ,Υ−۱

n (α)) = ۰ (آ. ١٢۵)

است.

صورت به (آ. ١٢٣) شانس قید چپ سمت که م شود نتیجه آ. ۶ قضیه از برهان:

Ch{gj(x, η۱, . . . , ηm, τ۱, . . . , τn) ≤ ۰}

=

∫ ۱

۰
Pr {ω ∈ Ω |M{gj(x, η۱(ω), . . . , ηm(ω), τ۱, . . . , τn) ≤ ۰} ≥ r} dr

=

∫
ℜm

M{gj(x, y۱, . . ., ym, τ۱, . . ., τn) ≤ ۰}dΨ۱(y۱) . . . dΨm(ym)

=

∫
ℜm

Gj(x; y۱, . . ., ym)dΨ۱(y۱) . . . dΨm(ym)

از α ریشه Gj(x, y۱, . . . , ym) = M{gj(x, y۱, . . . , ym, τ۱, . . . , τn) ≤ ۰} آن در که است
به باشد. درست (آ. ١٢۴) اگر فقط و اگر ست برقرار (آ. ١٢٣) شانس قید پس است. (آ. ١٢۵) معادله

م شود. ثابت قضیه ترتیب این

به نسبت و اکید افزایش τ۱, . . . , τk به نسبت gj(x, η۱, . . . , ηm, τ۱, . . . , τn) اگر آ. ١١: نکته
به (آ. ١٢۵) معادله آنگاه باشد، اکید کاهش τk+۱, . . . , τn

gj(x, y۱, . . . , ym,Υ−۱
۱ (α), . . . ,Υ−۱

k (α),Υ−۱
k+۱(۱− α), . . . ,Υ−۱

n (۱− α)) = ۰

م شود. تبدیل

توزیع های با ترتیب به مستقل تصادف متغیرهای η۱, η۲, . . . , ηm کنید فرض [١١۴] آ. ٣٢ قضیه
نایقین توزیع های با ترتیب به مستقل نایقین متغیرهای τ۱, τ۲, . . . , τn ,Ψ۱,Ψ۲و . . . ,Ψm احتمال

هستند. Υ۱,Υ۲, . . . ,Υn منظم
برای gj(x, η۱, . . . , ηm, τ۱, . . . , τn) قیدهای و f(x, η۱, . . . , ηm, τ۱, . . . , τn) هدف تابع اگر
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مساله آنگاه باشد، τ۱, . . . , τn به نسبت اکید افزایش و پیوسته تابع های j = ۱,۲, . . . , p هر
نایقین تصادف برنامه ریزی

min
x

E[f(x, η۱, . . . , ηm, τ۱, . . . , τn)]

subject to:
Ch{gj(x, η۱, . . . , ηm, τ۱, . . . , τn) ≤ ۰} ≥ αj , j = ۱,۲, . . . , p

قطع مساله با
min
x

∫
ℜm

∫ ۱

۰
f(x, y۱, . . ., ym,Υ−۱

۱ (α), . . .,Υ−۱
n (α))dαdΨ۱(y۱) . . . dΨm(ym)

subject to:∫
ℜm

Gj(x, y۱, . . . , ym)dΨ۱(y۱) . . . dΨm(ym) ≥ αj , j = ۱,۲, . . . , p

معادله از α ریشه Gj(x, y۱, . . . , ym) آن در که است معادل

gj(x, y۱, . . . , ym,Υ−۱
۱ (α), . . . ,Υ−۱

n (α)) = ۰ (آ. ١٢۶)

است. j = ۱,۲, . . . , p برای

م شود. نتیجه مستقیماً آ. ٣١ و آ. ٣٠ قضیه های از م ح برهان:

شد، تبدیل ریاض برنامه ریزی قطع مساله ی به نایقین تصادف برنامه ریزی مساله که آن از پس
هوشمند وریتم های ال یا و تکراری) روش های (مانند عددی متداول روش های از آن حل برای م توان

کرد. استفاده ( ژنتی وریتم ال (مانند

نایقین تصادف ریس تحلیل آ. ١٠

ریس شاخص مفهوم ارائه با [١١۵] و لیو‐رالس توسط ابتدا نایقین تصادف ریس تحلیل بررس
شد. آغاز

است شامل را ξ۱, ξ۲, . . ., ξn نایقین تصادف عامل های سیستم ی کنید فرض [١١۵] آ. ٩ تعریف
یعن است، مثبت زیان سیستم که است شانس اندازه ی ریس شاخص است. f آن زیان تابع و

ریس = Ch{f(ξ۱, ξ۲, . . . , ξn) > ۰}. (آ. ١٢٧)

ی ریس شاخص آنگاه باشند، تباهیده تصادف متغیرهای به نایقین تصادف عامل های همه اگر
به نایقین تصادف عامل های همه اگر .[١۴٠] است زیان‐مثبت ی سیستم که است احتمال اندازه
زیان‐ ی سیستم که است نایقین اندازه ی ریس شاخص آنگاه باشند، تباهیده نایقین متغیرهای

.[٩٠] است مثبت

تابع و است ξ۱, ξ۲, . . . , ξn نایقین تصادف عامل های شامل سیستم ی کنید فرض آ. ٣٣ قضیه
به ریس شاخص آنگاه باشد، داشته Φ شانس توزیع f(ξ۱, ξ۲, . . . , ξn) اگر است. f آن زیان

صورت

ریس = ۱− Φ(۰) (آ. ١٢٨)

است.



۴٢٣ نایقین تصادف ریس تحلیل ‐ آ. ١٠ بخش

که م شود نتیجه شانس اندازه خود‐دوگان و ریس شاخص تعریف از برهان:

ریس = Ch{f(ξ۱, ξ۲, . . . , ξn) > ۰}
= ۱− Ch{f(ξ۱, ξ۲, . . . , ξn) ≤ ۰}
= ۱− Φ(۰).

م شود. ثابت قضیه ترتیب این به

مستقل تصادف عامل های شامل سیستم ی کنید فرض ( ریس شاخص قضیه ،[١١۵]) آ. ٣۴ قضیه
τ۱, τ۲, . . . , τn مستقل نایقین عامل های ,Ψ۱,Ψ۲و . . . ,Ψm احتمال توزیع های با η۱, η۲, . . . , ηm
صورت به ریس شاخص آنگاه باشد، f زیان تابع اگر است. Υ۱,Υ۲, . . .,Υn نایقین توزیع های با

Risk =

∫
ℜm

G(y۱, . . ., ym)dΨ۱(y۱) . . . dΨm(ym) (آ. ١٢٩)

آن در که است

G(y۱, . . . , ym) = M{f(y۱, . . . , ym, τ۱, . . . , τn) > ۰} (آ. ١٣٠)

م شود. مشخص Υ۱,Υ۲, . . .,Υn با

که م شود نتیجه آ. ۶ قضیه و ریس شاخص تعریف از برهان:

ریس = Ch{f(η۱, . . . , ηm, τ۱, . . . , τn) > ۰}

=

∫ ۱

۰
Pr {ω ∈ Ω |M{f(η۱(ω), . . . , ηm(ω), τ۱, . . . , τn) > ۰} ≥ r}dr

=

∫
ℜm

M{f(y۱, . . ., ym, τ۱, . . ., τn) > ۰}dΨ۱(y۱) . . . dΨm(ym)

=

∫
ℜm

G(y۱, . . ., ym)dΨ۱(y۱) . . . dΨm(ym).

شد. ثابت قضیه پس

طول که دارند وجود عضو m آن در که یرید ب نظر در سری سیستم ی سری) (سیستم آ. ٢٠: تمرین
Ψ۱,Ψ۲, . . . ,Ψm پیوسته احتمال توزیع های با η۱, η۲, . . . , ηm مستقل تصادف متغیرهای آنها عمر

نایقین توزیع های با τ۱, τ۲, . . . , τn مستقل نایقین متغیرهای آنها عمر طول که عضو n و هستند
بیفتند، کار از T زمان از قبل سیستم که افتد اتفاق وقت زیان اگر هستند. Υ۱,Υ۲, . . . ,Υn پیوسته

صورت به زیان تابع آنگاه

f = T − η۱ ∧ η۲ ∧ . . . ∧ ηm ∧ τ۱ ∧ τ۲ ∧ . . . ∧ τn. (آ. ١٣١)

صورت به ریس شاخص دهید نشان است.

ریس = a+ b− ab (آ. ١٣٢)
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آن در که است

a = ۱− (۱−Ψ۱(T ))(۱−Ψ۲(T )) . . . (۱−Ψm(T )), (آ. ١٣٣)

b = Υ۱(T ) ∨Υ۲(T ) ∨ . . . ∨Υn(T ). (آ. ١٣۴)

طول که دارند وجود عضو m آن در که یرید ب نظر در موازی سیستم ی موازی) (سیستم آ. ٢١: تمرین
Ψ۱,Ψ۲, . . . ,Ψm پیوسته احتمال توزیع های با η۱, η۲, . . . , ηm مستقل تصادف متغیرهای آنها عمر

نایقین توزیع های با τ۱, τ۲, . . . , τn مستقل نایقین متغیرهای آنها عمر طول که عضو n و هستند
آنگاه بیفتند، کار از T زمان از قبل سیستم که افتد اتفاق زیان اگر هستند. Υ۱,Υ۲, . . . ,Υn پیوسته

صورت به زیان تابع

f = T − η۱ ∨ η۲ ∨ . . . ∨ ηm ∨ τ۱ ∨ τ۲ ∨ . . . ∨ τn. (آ. ١٣۵)

صورت به ریس شاخص دهید نشان

ریس = ab (آ. ١٣۶)

آن در که

a = Ψ۱(T )Ψ۲(T ) . . .Ψm(T ), (آ. ١٣٧)

b = Υ۱(T ) ∧Υ۲(T ) ∧ . . . ∧Υn(T ). (آ. ١٣٨)

مستقل تصادف عامل های شامل سیستم ی کنید فرض ( ریس شاخص قضیه ،[١١۵]) آ. ٣۵ قضیه
τ۱, τ۲, . . . , τn مستقل نایقین عامل های ,Ψ۱,Ψ۲و . . . ,Ψm احتمال توزیع های با η۱, η۲, . . . , ηm
f(η۱, . . ., ηm, τ۱, . . ., τn) زیان تابع اگر است. Υ۱,Υ۲, . . .,Υn منظم نایقین توزیع های با
آنگاه باشد، τk+۱, . . . , τn به نسبت اکید کاهش و τ۱, . . . , τk به نسبت اکید افزایش و پیوسته

صورت به ریس شاخص

ریس =
∫
ℜm

G(y۱, . . ., ym)dΨ۱(y۱) . . . dΨm(ym) (آ. ١٣٩)

معادله از α ریشه G(y۱, . . . , ym) آن در که است

f(y۱, . . . , ym,Υ−۱
۱ (۱− α), . . . ,Υ−۱

k (۱− α),Υ−۱
k+۱(α), . . . ,Υ

−۱
n (α)) = ۰

است.

از α ریشه همان G(y۱, . . . , ym) = M{f(y۱, . . . , ym, τ۱, . . . , τn) > ۰} چون برهان:
معادله

f(y۱, . . . , ym,Υ−۱
۱ (۱− α), . . . ,Υ−۱

k (۱− α),Υ−۱
k+۱(α), . . . ,Υ

−۱
n (α)) = ۰,



۴٢۵ نایقین تصادف ریس تحلیل ‐ آ. ١٠ بخش

م شود. نتیجه آ. ٣۴ قضیه از م ح است،

m آن در که یرید ب نظر در را m + n از k سیستم ی (m + n از k (سیستم آ. ٢٢: تمرین
احتمال توزیع های با η۱, η۲, . . . , ηm مستقل تصادف متغیرهای آنها عمر طول که دارند وجود عضو
نایقین مستقل متغیرهای آنها عمر طول که دارند وجود نیز عضو n و Ψ۱,Ψ۲, . . . ,Ψm پیوسته
که افتد اتفاق وقت زیان اگر هستند. Υ۱,Υ۲, . . . ,Υn منظم نایقین توزیع های با τ۱, τ۲, . . . , τn

صورت به زیان تابع آنگاه بیفتند، کار از T زمان از قبل سیستم

f = T − k‐max[η۱, η۲, . . . , ηm, τ۱, τ۲, . . . , τn] (آ. ١۴٠)

صورت به ریس اندازه دهید نشان است.

ریس =
∫
ℜm

G(y۱, y۲, . . ., ym)dΨ۱(y۱)dΨ۲(y۲) . . . dΨm(ym) (آ. ١۴١)

معادله از α ریشه G(y۱, y۲, . . . , ym) آن در که است

k‐max[y۱, y۲, . . . , ym,Υ−۱
۱ (α),Υ−۱

۲ (α), . . . ,Υ−۱
n (α)] = T (آ. ١۴٢)

است.

وجود عضو m آن در که یرید ب نظر در را انتظار در سیستم ی انتظار) در (سیستم آ. ٢٣: تمرین
پیوسته احتمال توزیع های با η۱, η۲, . . . , ηm مستقل تصادف متغیرهای آنها عمر طول که دارند
τ۱, τ۲, . . . , τn نایقین مستقل متغیرهای آنها عمر طول که دارند وجود نیز عضو n ,Ψ۱,Ψ۲و . . . ,Ψm

از قبل سیستم که افتد اتفاق وقت زیان اگر هستند. Υ۱,Υ۲, . . . ,Υn منظم نایقین توزیع های با
صورت به زیان تابع آنگاه بیفتد، کار از T زمان

f = T − (η۱ + η۲ + · · ·+ ηm + τ۱ + τ۲ + · · ·+ τn) (آ. ١۴٣)

صورت به ریس شاخص دهید نشان و است

ریس =
∫
ℜm

G(y۱, y۲, . . ., ym)dΨ۱(y۱)dΨ۲(y۲) . . . dΨm(ym) (آ. ١۴۴)

معادله از α ریشه G(y۱, y۲, . . . , ym) آن در که

Υ−۱
۱ (α) + Υ−۱

۲ (α) + · · ·+Υ−۱
n (α) = T − (y۱ + y۲ + · · ·+ ym) (آ. ١۴۵)

است.

دارایی‐در‐خطر مفهوم [١١٧] و لیو‐رالس ، ریس شاخص برای زین جای ی عنوان به آ. ١٢: نکته

VaR(α) = sup{x |Ch{f(ξ۱, ξ۲, . . . , ξn) ≥ x} ≥ α} (آ. ١۴۶)

درصد α که وقت است زیان بیشینه ان ام دهنده نشان VaR(α) که کنید توجه کردند. پبشنهاد را
بیشتر VaR(α) از α شانس اندازه با زیان ر، دی بیان به شود. نظر صرف توزیع راست چول از

آنگاه باشد، پیوسته f(ξ۱, ξ۲, . . . , ξn) برای Φ(x) شانس توزیع اگر شد. خواهد

VaR(α) = sup {x |Φ(x) ≤ ۱− α} . (آ. ١۴٧)
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آنگاه باشد، موجود Φ−۱(α) معکوس شانس توزیع اگر

VaR(α) = Φ−۱(۱− α). (آ. ١۴٨)

متغیرهای وقت است. α به نسبت نوا ی کاهش تابع ی VaR(α) که داد نشان م توان سادگ به
بود خواهد مورگان نوع از دارایی‐در‐خطر شوند، تباهیده تصادف متغیرهای به نایقین تصادف
نوع از دارایی‐در‐خطر شوند، تباهیده نایقین متغیرهای به نایقین تصادف متغیرهای وقت .[١٢٣]

.[١٣٠] بود خواهد پِنگ

انتظار مورد مقدار همان که کردند پبشنهاد را انتظار مورد زیان مفهوم [١١٩] و لیو‐رالس آ. ١٣: نکته
یعن .f(ξ۱, ξ۲, . . . , ξn) > ۰ که فرض این با است f(ξ۱, ξ۲, . . . , ξn) ضرر

L =

∫ +∞

۰
Ch{f(ξ۱, ξ۲, . . . , ξn) ≥ x}dx. (آ. ١۴٩)

داریم مستقیماً آنگاه باشد، f(ξ۱, ξ۲, . . . , ξn) زیان شانس توزیع Φ(x) اگر

L =

∫ +∞

۰
(۱− Φ(x))dx. (آ. ١۵٠)

صورت به انتظار مورد زیان آنگاه باشد، موجود Φ−۱(α) معکوس شانس توزیع اگر

L =

∫ ۱

۰

(
Φ−۱(α)

)+
dα (آ. ١۵١)

است.

نایقین تصادف اطمینان پذیری تحلیل آ. ١١

اطمینان پذیری شاخص معرف با [١۶۴] کانگ وِن‐ توسط نایقین تصادف اطمینان پذیری تحلیل بررس
شد. آغاز

ξ۱, ξ۲, . . . , ξn نایقین تصادف متغیرهای شامل بول سیستم ی کنید فرض [١۶۴] آ. ١٠ تعریف
م کند، کار سیستم که است شانس متغیر ی اطمینان پذیری شاخص است. f ساختار تابع و است

یعن

اطمینان پذیری = Ch{f(ξ۱, ξ۲, . . . , ξn) = ۱}. (آ. ١۵٢)

ی اطمینان پذیری شاخص آنگاه باشند، تباهیده تصادف عناصر به نایقین تصادف عناصر همه اگر
تباهید نایقین عناصر به نایقین تصادف عناصر همه اگر م کند. کار سیستم که است احتمال اندازه

م کند. کار سیستم که [٩٠] نایقین اندازه ی اطمینان پذیری شاخص آنگاه شوند،

و است f سیستم ی ساختار تابع کنید فرض ( اطمینان پذیری شاخص قضیه ،[١۶۴]) آ. ٣۶ قضیه
متغیرهای و a۱, a۲, . . . , am اطمینان پذیری با η۱, η۲, . . . , ηm مستقل تصادف متغیرهای شامل



۴٢٧ نایقین تصادف اطمینان پذیری تحلیل ‐ آ. ١١ بخش

اطمینان پذیری شاخص آنگاه است. b۱, b۲, . . . , bn اطمینان پذیری با τ۱, τ۲, . . . , τn مستقل نایقین
صورت به

اطمینان پذیری =
∑

(x۱,...,xm)∈{۰,۱}m

(
m∏
i=۱

µi(xi)

)
f∗(x۱, . . . , xm) (آ. ١۵٣)

آن در که است

f∗(x۱, . . . , xm) =



sup
f(x۱,...,xm,y۱,...,yn)=۱

min
۱≤j≤n

νj(yj),

sup
f(x۱,...,xm,y۱,...,yn)=۱

min
۱≤j≤n

νj(yj) < ۰٫۵ اگر

۱− sup
f(x۱,...,xm,y۱,...,yn)=۰

min
۱≤j≤n

νj(yj),

sup
f(x۱,...,xm,y۱,...,yn)=۱

min
۱≤j≤n

νj(yj) ≥ ۰٫۵ اگر

(آ. ١۵۴)

µi(xi) =

{
ai, xi = ۱ اگر
۱− ai, xi = ۰ اگر

(i = ۱,۲, . . . ,m), (آ. ١۵۵)

νj(yj) =

{
bj , yj = ۱ اگر
۱− bj , yj = ۰ اگر

(j = ۱,۲, . . . , n). (آ. ١۵۶)

م شود. نتیجه مستقیماً آ. ١۴ قضیه و آ. ١٠ تعریف از برهان:

مستقل تصادف عضو m آن در که یرید ب نظر در سری سیستم ی سری) (سیستم آ. ٢۴: تمرین
با τ۱, τ۲, . . . , τn مستقل نایقین عضو n و a۱, a۲, . . ., am اطمینان پذیری با η۱, η۲, . . . , ηm

صورت به ساختار تابع که کنید توجه دارند. وجود bn ،b۱, b۲, . . . اطمینان پذیری

f = η۱ ∧ η۲ ∧ . . . ∧ ηm ∧ τ۱ ∧ τ۲ ∧ . . . ∧ τn. (آ. ١۵٧)

صورت به اطمینان پذیری شاخص دهید نشان است.

اطمینان پذیری = a۱a۲ . . . am(b۱ ∧ b۲ ∧ . . . ∧ bn) (آ. ١۵٨)

است.

مستقل تصادف عضو m آن در که یرید ب نظر در موازی سیستم ی موازی) (سیستم آ. ٢۵: تمرین
با τ۱, τ۲, . . . , τn مستقل نایقین عضو n و a۱, a۲, . . ., am اطمینان پذیری با η۱, η۲, . . . , ηm

صورت به ساختار تابع که کنید توجه دارند. وجود bn ،b۱, b۲, . . . اطمینان پذیری

f = η۱ ∨ η۲ ∨ . . . ∨ ηm ∨ τ۱ ∨ τ۲ ∨ . . . ∨ τn (آ. ١۵٩)
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صورت به اطمینان پذیری شاخص دهید نشان است.

اطمینان پذیری = ۱− (۱−a۱)(۱−a۲) . . . (۱−am)(۱− b۱ ∨ b۲ ∨ . . .∨ bn) (آ. ١۶٠)

است.

مستقل تصادف عضو m آن در که یرید ب نظر در n از k سیستم ی ( n از k (سیستم آ. ٢۶: تمرین
با τ۱, τ۲, . . . , τn مستقل نایقین عضو n و a۱, a۲, . . ., am اطمینان پذیری با η۱, η۲, . . . , ηm

صورت به ساختار تابع که کنید توجه دارند. وجود bn ،b۱, b۲, . . . اطمینان پذیری

f = k‐max [η۱, η۲, . . . , ηm, τ۱, τ۲, . . . , τn] (آ. ١۶١)

دهید نشان است.

اطمینان پذیری =
∑

(x۱,...,xm)∈{۰,۱}m

(
m∏
i=۱

µi(xi)

)
k‐max [x۱, . . . , xm, b۱, . . . , bn]

آن در که

µi(xi) =

{
ai, xi = ۱ اگر
۱− ai, xi = ۰ اگر

(i = ۱,۲, . . . ,m). (آ. ١۶٢)

نایقین تصادف گراف آ. ١٢

که حال در ندارند. وجود یا دارند وجود یا هستند، قطع راس ها و یال ها ، کلاسی گراف نظریه در
که این فرض پس، م شوند. ظاهر گراف ها در نایقین عوامل برخ ش بدون ، خاص کاربردهای در
برای است. منطق نایقین، اندازه با ر دی برخ و دارند وجود احتمال اندازه ی با یال ها از برخ

کرد. مطرح را نایقین تصادف گراف مفهوم [١٠٠] لیو گراف هایی، چنین بندی مدل
شود. برچسب گذاری ۱,۲, . . . , n شماره های با آن راس n اگر است n مرتبه از گراف ی گوییم

با را راس ها مجموعه و است n مرتبه از همواره گراف م کنیم فرض بخش این در

V = {۱,۲, . . . , n}. (آ. ١۶٣)

م کنیم. تعریف را یال ها از زیر گردایه دو م دهیم. نشان

U = {(i, j) |۱ ≤ i < j ≤ n هستند نایقین یال های (i, j)}, (آ. ١۶۴)

R = {(i, j) |۱ ≤ i < j ≤ n هستند تصادف یال های (i, j)}. (آ. ١۶۵)

پس م شوند. گرفته نظر در خاص نایقین متغیرهای  قطع یال های تمام اینجا در که کنید توجه
است. یال n(n− ۱)/۲ شامل U ∪ R = {(i, j) |۱ ≤ i < j ≤ n}

ماتریس

T =


α۱۱ α۱۲ . . . α۱n

α۲۱ α۲۲ . . . α۲n
...

...
. . .

...
αn۱ αn۲ . . . αnn

 (آ. ١۶۶)



۴٢٩ نایقین تصادف گراف ‐ آ. ١٢ بخش

اندازه یا نایقین اندازه مقدارهای دهنده نشان αij اگر نامیم نایقین تصادف همسای ماتریس را
که کنید توجه دارد. وجود i, j = ۱,۲, . . . , n برای j و i راس های بین یال که است احتمال
،i, j = ۱,۲, . . . , n برای یعن است، متقارن T ماتریس و αii = ۰ ،i = ۱,۲, . . . , n برای

.αij = αji

..........................................................................................٢..........................................................................................٣

..........................................................................................۴..........................................................................................١......................................................................................

......................................................................................

........................................................................................................................................

........................................................................................................................................


۰ ۰٫۸ ۰ ۰٫۵

۰٫۸ ۰ ۱ ۰
۰ ۱ ۰ ۰٫۳

۰٫۵ ۰ ۰٫۳ ۰



نایقین تصادف گراف ی آ. ٢: ل ش

است. نایقین یال های از گردایه ای U و راس ها از گردایه ای V کنید فرض [١٠٠] آ. ١١ تعریف
نایقین تصادف همسای ماتریس T و است تصادف یال های از گردایه ای R کنید فرض همچنین

گوییم. نایقین تصادف گراف ی را (V,U,R,T) چهارتایی پس است.

گردایه اگر ([۵۶] ،[٣٢] ) م شود تبدیل تصادف گراف به نایقین تصادف گراف که کنید توجه
تصادف یال های از R گردایه هرگاه م شود تبدیل نایقین گراف به و باشد؛ ته نایقین یال های از U

باشد. ته
ماتریس م کنیم. معرف را نماد چند نایقین تصادف گراف بررس برای

X =


x۱۱ x۱۲ . . . x۱n

x۲۱ x۲۲ . . . x۲n
...

...
. . .

...
xn۱ xn۲ . . . xnn

 (آ. ١۶٧)

و

X =

X |

xij = ۰ یا ۱, (i, j) ∈ R اگر
xij = ۰, (i, j) ∈ U اگر
xij = xji, i, j = ۱,۲, . . . , n
xii = ۰, i = ۱,۲, . . . , n

 . (آ. ١۶٨)

معلوم ماتریس هر برای یرید. ب نظر در را

Y =


y۱۱ y۱۲ . . . y۱n

y۲۱ y۲۲ . . . y۲n
...

...
. . .

...
yn۱ yn۲ . . . ynn

 , (آ. ١۶٩)
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با Y تعمیم کلاس

Y ∗ =

X |

xij = yij , (i, j) ∈ R اگر
xij = ۰ یا ۱, (i, j) ∈ U اگر
xij = xji, i, j = ۱,۲, . . . , n
xii = ۰, i = ۱,۲, . . . , n

 . (آ. ١٧٠)

م شود. تعریف

یال های از تحقق ها برخ برای نایقین تصادف گراف ی همبندی) شاخص ،[١٠٠]) آ. ۵: مثال
که این دادن نشان برای است. ناهمبند نیر ر دی تحقق های برخ و است، همبند تصادف و نایقین
به را نایقین تصادف گراف ی همبندی شاخص است، همبند اندازه چه تا نایقین تصادف گراف ی
گراف ی (V,U,R,T) کنید فرض م کنیم. تعریف باشد همبند گراف این که شانس اندازه صورت

صورت به همبندی شاخص که کرد ثابت [١٠٠] لیو است. نایقین تصادف

ρ =
∑
Y ∈X

 ∏
(i,j)∈R

νij(Y )

 f∗(Y ) (آ. ١٧١)

آن در که است

f∗(Y ) =


sup

X∈Y∗, f(X)=۱
min

(i,j)∈U
νij(X), sup

X∈Y∗, f(X)=۱
min

(i,j)∈U
νij(X) < ۰٫۵ اگر

۱− sup
X∈Y∗, f(X)=۰

min
(i,j)∈U

νij(X), sup
X∈Y∗, f(X)=۱

min
(i,j)∈U

νij(X) ≥ ۰٫۵ اگر

νij(X) =

{
αij , xij = اگر۱
۱− αij , xij = اگر۰

(i, j) ∈ U, (آ. ١٧٢)

f(X) =

{
۱, I +X +X۲ + · · ·+Xn−۱ > اگر۰

۰, ,درغیراینصورت
(آ. ١٧٣)

م شوند. تعریف (آ. ١٧٠) و (آ. ١۶٨) رابطه های با ترتیب به Y ∗ و X اینجا در

همبندی شاخص آنگاه شود؛ تبدیل تصادف گراف ی به نایقین تصادف گراف اگر آ. ١۴: نکته

ρ =
∑
X∈X

 ∏
۱≤i<j≤n

νij(X)

 f(X) (آ. ١٧۴)

درآن که است

X =

X |
xij = ۰ یا ۱, i, j = ۱,۲, . . . , n
xij = xji, i, j = ۱,۲, . . . , n
xii = ۰, i = ۱,۲, . . . , n

 . (آ. ١٧۵)



۴٣١ نایقین تصادف ه شب ‐ آ. ١٣ بخش

همبندی شاخص آنگاه شود، تبدیل نایقین گراف ی به نایقین تصادف گراف اگر [۴٨] آ. ١۵: نکته

ρ =


sup

X∈X,f(X)=۱
min

۱≤i<j≤n
νij(X), sup

X∈X,f(X)=۱
min

۱≤i<j≤n
νij(X) < ۰٫۵ اگر

۱− sup
X∈X,f(X)=۰

min
۱≤i<j≤n

νij(X), sup
X∈X,f(X)=۱

min
۱≤i<j≤n

νij(X) ≥ ۰٫۵ اگر

صورت به X آن در که است

X =

X |
xij = ۰ یا ۱, i, j = ۱,۲, . . . , n
xij = xji, i, j = ۱,۲, . . . , n
xii = ۰, i = ۱,۲, . . . , n

 . (آ. ١٧۶)

است.

ی تنها گراف یال های تمام از که است دوری گراف ی در اویلری دور ی [٢١٠] آ. ٢٧: تمرین
بدون کاغذ روی را آن ل ش بتوان اگر دارد اویلری دور گراف ی ر، دی بیان به م کند. عبور بار
و اگر است اویلری گراف ی که است شده ثابت کرد. رسم بار ی تنها را یال هر و قلم برداشتن
میزان گیری اندازه برای یال). ی در مجاور یال های تعداد (یعن باشد زوج راس هر درجه اگر تنها
گراف که این شانس اندازه صورت به اویلر شاخص نایقین، تصادف گراف ی در اویلری دور داشتن

کنید. ارائه اویلر شاخص محاسبه برای فرمول م شود. تعریف دارد؛ اویلری دور نایقین تصادف

نایقین تصادف ه شب آ. ١٣

یا و فاصله هزینه، عنوان به است ن مم وزن آن در که است مترادف وزن دار گراف با ه شب عبارت
و تصادف متغیرهای وزن ها از برخ ه شب ی در کنید فرض شود. گرفته نظر در شدن ط زمان

تصادف ه شب مفهوم [١٠٠] لیو ه ای، شب چنین بندی مدل برای هستند. نایقین متغیرهای ر دی برخ
داد. ارائه را نایقین

با گره ها گردایه و است n مرتبه از همواره نایقین تصادف ه شب م کنیم فرض بخش، این در

N = {۱,۲, . . . , n} (آ. ١٧٧)

کمان ها از گردایه دو است. مقصد گره همواره n و مبدا گره همواره ۱ آن در که م شئند داده نشان
صورت به را

U = {(i, j) | هستند نایقین کمان های (i, j)} (آ. ١٧٨)

R = {(i, j) | هستند تصادف کمان های (i, j)} (آ. ١٧٩)

در نایقین متغیرهای از خاص حالت عنوان به را قطع کمان های همه که کنید توجه م کنیم. تعریف
متغیر wij پس .(i, j) ∈ U ∪ R که دهد نشان را (i, j) کمان وزن wij کنید فرض م گیریم. نظر

کنید فرض .(i, j) ∈ R اگر است تصادف متغیر و (i, j) ∈ U اگر است نایقین

W = {wij | (i, j) ∈ U ∪ R}. (آ. ١٨٠)
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گردایه ای R نایقین، کمان های از گردایه ای U گره ها، از گردایه ای N کنید فرض [١٠٠] آ. ١٢ تعریف
(N,U,R,W) چهارتایی است. نایقین و تصادف وزن های از گردایه ای W و ، تصادف کمان های از

م شود. نامیده نایقین تصادف ه شب ی

ه شب ی به باشند، تصادف متغیرهای وزن ها همه نایقین،اگر تصادف ه شب که کنید توجه
تبدیل نایقین ه شب ی به باشند، نایقین متغیرهای وزن ها همه اگر و ؛ [٣٣] م شود تبدیل تصادف

م شود.
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........................................................ ۴ .................................................................................................................................................... ...............

........................................................
........................................................ ۵ ..................................

..................................
..................................

.............................................. ...............
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نایقین تصادف ه شب ی آ. ٣: ل ش

آن در که م دهد نشان را ۶ مرتبه از (N,U,R,W) نایقین تصادف ه شب ی آ. ٣ ل ش

N = {۱, ۲, ۳, ۴, ۵, ۶}, (آ. ١٨١)

U = {(۱,۲), (۱,۳), (۲,۴), (۲,۵), (۳,۴), (۳,۵)}, (آ. ١٨٢)

R = {(۴,۶), (۵,۶)}, (آ. ١٨٣)

W = {w۱۲, w۱۳, w۲۴, w۲۵, w۳۴, w۳۵, w۴۶, w۵۶}. (آ. ١٨۴)

یرید. ب نظر در را (N,U,R,W) نایقین تصادف ه شب مسیر) کوتاه ترین توزیع ،[١٠٠]) آ. ۶: مثال
وزن های و ،(i, j) ∈ U هر برای Υij منظم نایقین توزیع های wij نایقین وزن های کنید فرض
مبدا گره از مسیر کوتاه ترین توزیع پس دارند. (i, j) ∈ R برای Ψij احتمال توزیع های wij تصادف

صورت به مقصد گره به

Φ(x) =

∫ +∞

۰
. . .

∫ +∞

۰
F (x; yij , (i, j) ∈ R)

∏
(i,j)∈R

dΨij(yij) (آ. ١٨۵)

معادله از α ریشه F (x; yij , (i, j) ∈ R) آن در که است

f(Υ−۱
ij (α), (i, j) ∈ U; yij , (i, j) ∈ R) = x (آ. ١٨۶)

(i, j) ∈ U برای و yij صورت به (i, j) ∈ R برای وزن ها اگر و است مسیر کوتاه ترین طول f و است
کرد. محاسبه [٢٧] سترا دای وریتم ال از استفاده با م توان باشند، Υ−۱

ij (α) صورت به
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مسیر کوتاه ترین توزیع آنگاه شود، تبدیل تصادف ه شب ی به نایقین تصادف ه شب اگر آ. ١۶: نکته
صورت به

Φ(x) =

∫
f(yij ,(i,j)∈R)≤x

∏
(i,j)∈R

dΨij(yij) (آ. ١٨٧)

است.

معکوس توزیع آنگاه شود، تبدیل نایقین ه شب ی به نایقین تصادف ه شب اگر [۵٠] آ. ١٧: نکته
صورت به مسیر کوتاه ترین

Φ−۱(α) = f(Υ−۱
ij (α), (i, j) ∈ U) (آ. ١٨٨)

است.

مقصد گره به مبدا گره از جریان بیشترین مقدار کردن پیدا بیشینه جریان مساله [١۴٨] آ. ٢٨: تمرین
چیست؟ بیشینه جریان توزیع است. نایقین تصادف ه شب ی در

نایقین تصادف فرایند آ. ١۴

اند. شده گذاری اندیس زمان با که است نایقین تصادف متغیرهای از دنباله ای نایقین تصادف فرایند
است. چنین آن رسم تعریف

ی را T و است شانس فضای ی (Γ,L,M) × (Ω,A,Pr) کنید فرض [٣۴] آ. ١٣ تعریف
Xt(γ, ω) مانند تابع ی نایقین تصادف فرایند ی یرید. ب نظر در زمان) (مانند کل مرتب مجموعه
بورل مجموعه هر برای که طوری است حقیق اعداد مجموعه به T × (Γ,L,M)× (Ω,A,Pr) از

است. L×A در رویداد ی ،t زمان هر در {Xt ∈ B} ، حقیق اعداد از B

حالت بنابراین و است زمان با شده اندیس تصادف متغیرهای از دنباله ای تصادف فرایند ی آ. ٧: مثال
است. نایقین تصادف فرایند از خاص

حالت بنابراین و است زمان با شده اندیس نایقین متغیرهای از دنباله ای نایقین فرایند ی آ. ٨: مثال
است. نایقین تصادف فرایند از خاص

اندازه پذیر تابع ی f اگر است. نایقین فرایند ی Zt و تصادف فرایند ی Yt کنید فرض آ. ٩: مثال
آنگاه باشد،

Xt = f(Yt, Zt) (آ. ١٨٩)

است. نایقین تصادف فرایند ی

متغیرهای τ۱, τ۲, . . . و همتوزیع تصادف متغیرهای η۱, η۲, . . . کنید فرض [٣۴] آ. ١۴ تعریف
کنید تعریف است. اکید نوای ی و مثبت تابع ی f کنید فرض همچنین هستند. همتوزیع نایقین

n ≥ ۱ هر برای و S۰ = ۰

Sn = f(η۱, τ۱) + f(η۲, τ۲) + · · ·+ f(ηn, τn). (آ. ١٩٠)
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آنگاه

Nt = max
n≥۰

{
n
∣∣ Sn ≤ t

}
(آ. ١٩١)

م شود. نامیده f(η۲, τ۲), . . . ،f(η۱, τ۱) رسیدن زمان های با نایقین تصادف تجدید فرایند ی

و Ψ مشترک احتمال توزیع با همتوزیع تصادف متغیرهای η۱, η۲, . . . کنید فرض [٣۴] آ. ٣٧ قضیه
اکید نوای ی و مثبت تابع ی f کنید فرض همچنین هستند. همتوزیع نایقین متغیرهای τ۱, τ۲, . . .

پس است. f(η۱, τ۱), f(η۲, τ۲), . . . رسیدن زمان های با نایقین تصادف تجدید فرایند ی Nt و
صورت به ،t → ∞ وقت تجدید متوسط تعداد

Nt

t
→
(∫ +∞

−∞
f(y, τ۱)dΨ(y)

)−۱

(آ. ١٩٢)

است. توزیع در رایی هم مفهوم به

فرض .Sn = f(η۱, τ۱) + f(η۲, τ۲) + · · · + f(ηn, τn) دهید قرار n ≥ ۱ هر برای برهان:
نایقین توزیع از پیوسته نقطه ی x ∫)کنید +∞

−∞
f(y, τ۱)dΨ(y)

)−۱

نایقین توزیع پیوسته نقطه ی ۱/x که است واضح ∫است. +∞

−∞
f(y, τ۱)dΨ(y)

که م شود نتیجه نایقین تصادف تجدید فرایند تعریف از ابتدا، است.

Ch

{
Nt

t
≤ x

}
= Ch

{
S⌊tx⌋+۱ > t

}
= Ch

{
S⌊tx⌋+۱
⌊tx⌋+ ۱ >

t

⌊tx⌋+ ۱

}
داریم مستقیماً ،⌊tx⌋ ≤ tx < ⌊tx⌋+ ۱ چون است. کف تابع دهنده نشان ⌊tx⌋ آن در که

⌊tx⌋
⌊tx⌋+ ۱ · ۱

x
≤ t

⌊tx⌋+ ۱ <
۱
x

پس و

Ch

{
S⌊tx⌋+۱
⌊tx⌋+ ۱ >

۱
x

}
≤ Ch

{
S⌊tx⌋+۱
⌊tx⌋+ ۱ >

t

⌊tx⌋+ ۱

}
≤ Ch

{
S⌊tx⌋+۱
⌊tx⌋

>
۱
x

}
.

که م شود نتیجه نایقین تصادف متغیرهای برای بزرگ اعداد قانون از

lim
t→∞

Ch

{
S⌊tx⌋+۱
⌊tx⌋+ ۱ >

۱
x

}
= ۱− lim

t→∞
Ch

{
S⌊tx⌋+۱
⌊tx⌋+ ۱ ≤ ۱

x

}

= ۱−M

{∫ +∞

−∞
f(y, τ۱)dΨ(y) ≤ ۱

x

}

= M

{(∫ +∞

−∞
f(y, τ۱)dΨ(y)

)−۱

≤ x

}
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و

lim
t→∞

Ch

{
S⌊tx⌋+۱
⌊tx⌋

>
۱
x

}
= ۱− lim

t→∞
Ch

{
⌊tx⌋+ ۱
⌊tx⌋

·
S⌊tx⌋+۱
⌊tx⌋+ ۱ ≤ ۱

x

}

= ۱−M

{∫ +∞

−∞
f(y, τ۱)dΨ(y) ≤ ۱

x

}

= M

{(∫ +∞

−∞
f(y, τ۱)dΨ(y)

)−۱

≤ x

}
.

داریم فوق رابطه سه از

lim
t→∞

Ch

{
S⌊tx⌋+۱
⌊tx⌋+ ۱ >

t

⌊tx⌋+ ۱

}
= M

{(∫ +∞

−∞
f(y, τ۱)dΨ(y)

)−۱

≤ x

}

لذا و

lim
t→∞

Ch

{
Nt

t
≤ x

}
= M

{(∫ +∞

−∞
f(y, τ۱)dΨ(y)

)−۱

≤ x

}
.

شد. ثابت قضیه ترتیب این به

متغیرهای τ۱, τ۲, . . . و همتوزیع، مثبت تصادف متغیرهای η۱, η۲, . . . کنید فرض آ. ٢٩: تمرین
η۱+τ۱, η۲+τ۲, . . . رسیدن زمان های با نایقین تصادف تجدید فرایند ی Nt و هستند نایقین مثبت

t → ∞ وقت دهید نشان است.

Nt

t
→ ۱

E[η۱] + τ۱
(آ. ١٩٣)

است. برقرار توزیع در رایی هم مفهوم به

متغیرهای τ۱, τ۲, . . . و همتوزیع، مثبت تصادف متغیرهای η۱, η۲, . . . کنید فرض آ. ٣٠: تمرین
η۱τ۱, η۲τ۲, . . . رسیدن زمان های با نایقین تصادف تجدید فرایند ی Nt و هستند نایقین مثبت

حد ،t → ∞ وقت دهید نشان است.

Nt

t
→ ۱

E[η۱]τ۱
(آ. ١٩۴)

است. برقرار توزیع در رایی هم مفهوم به

همچنین و هستند همتوزیع تصادف رسیدن زمان های η۱, η۲, . . . کنید فرض [١٩٣] آ. ٣٨ قضیه
زمان های با تصادف تجدید فرایند ی Nt کنید فرض هستند. همتوزیع نایقین پاداش های τ۱, τ۲, . . .

پس است. η۱, η۲, . . . رسیدن

Rt =

Nt∑
i=۱

τi (آ. ١٩۵)
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حد t؛ → ∞ وقت و است نایقین تصادف تجدید پاداش فرایند ی

Rt

t
→ τ۱

E[η۱]
(آ. ١٩۶)

است. برقرار توزیع در رایی هم مفهوم به

نایقین متغیر ،Nt تحقق هر برای پس است. τ۱ نایقین توزیع Υ کنید فرض برهان:

۱
Nt

Nt∑
i=۱

τi

x حقیق عدد هر برای شانس، توزیع تعریف اساس بر همچنین م کند. پیروی Υ نایقین توزیع از
داریم

Ch

{
Rt

t
≤ x

}
=

∫ ۱

۰
Pr

{
M

{
Rt

t
≤ x

}
≥ r

}
dr

=

∫ ۱

۰
Pr

{
M

{
۱
Nt

Nt∑
i=۱

τi ≤
tx

Nt

}
≥ r

}
dr

=

∫ ۱

۰
Pr

{
Υ

(
tx

Nt

)
≥ r

}
dr

t → ∞ وقت است، η۱, η۲, . . . همتوزیع رسیدن زمانهای با تصادف تجدید فرایند ی Nt چون
داریم

t

Nt
→ E[η۱], a.s.

که م شود نتیجه لب دامنه رایی هم قضیه از

lim
t→∞

Ch

{
Rt

t
≤ x

}
= lim

t→∞

∫ ۱

۰
Pr

{
Υ

(
tx

Nt

)
≥ r

}
dr

=

∫ ۱

۰
Pr {Υ(E[η۱]x) ≥ r}dr = Υ(E[η۱]x)

شد. ثابت قضیه ترتیب این به است. τ۱/E[η۱] نایقین توزیع همان این

زمان های τ۱, τ۲, . . . و همتوزیع تصادف پاداش های η۱, η۲, . . . کنید فرض [١٩٧] آ. ٣٩ قضیه
همتوزیع رسیدن زمان های با نایقین تجدید فرایند ی Nt کنید فرض هستند. همتوزیع نایقین رسیدن

پس هستند. τ۱, τ۲, . . .

Rt =

Nt∑
i=۱

ηi (آ. ١٩٧)

حد ،t → ∞ وقت و است نایقین تصادف تجدید پاداش فرایند ی

Rt

t
→ E[η۱]

τ۱
(آ. ١٩٨)
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است. برقرار توزیع در رایی هم مفهوم به

برای که م شود نتیجه شانس توزیع تعریف از دهد. نشان را τ۱ نایقین توزیع Υ کنید فرض برهان:
داریم x حقیق عدد هر

Ch

{
Rt

t
≤ x

}
=

∫ ۱

۰
Pr

{
M

{
Rt

t
≤ x

}
≥ r

}
dr

=

∫ ۱

۰
Pr

{
M

{
۱
x
· ۱
Nt

Nt∑
i=۱

ηi ≤
t

Nt

}
≥ r

}
dr.

از استفاده با است، τ۱, τ۲, . . . همتوزیع رسیدن زمانهای با نایقین تجدید فرایند ی Nt چون
حد t → ∞ وقت ١٢ . ٣ قضیه

t

Nt
→ τ۱

برای بزرگ اعداد قانون ،Nt تحقق هر برای همچنین، است. برقرار توزیع در رایی هم مفهوم به
داریم t → ∞ وقت ،x عدد هر برای که م کند بیان تصادف متغیرهای

۱
Nt

Nt∑
i=۱

ηi → E[η۱], a.s.

که م شود نتیجه لب دامنه رایی هم قضیه از

lim
t→∞

Ch

{
Rt

t
≤ x

}
=

∫ ۱

۰
Pr

{
۱−Υ

(
E[η۱]

x

)
≥ r

}
dr = ۱−Υ

(
E[η۱]

x

)
شد. ثابت قضیه ترتیب این به است. E[η۱]/τ۱ نایقین توزیع همان این که

τ۱, τ۲, . . . و همتوزیع، تصادف موقع به زمان های η۱, η۲, . . . کنید فرض [١٨٨] آ. ۴٠ قضیه
با نایقین تصادف تجدید فرایند ی Nt کنید فرض هستند. همتوزیع نایقین بی موقع زمان های

پس است. η۱ + τ۱, η۲ + τ۲, . . . رسیدن زمان های

At =


t−

Nt∑
i=۱

τi,

Nt∑
i=۱

(ηi + τi) ≤ t <

Nt∑
i=۱

(ηi + τi) + ηNt+۱ اگر

Nt+۱∑
i=۱

ηi,

Nt∑
i=۱

(ηi + τi) + ηNt+۱ ≤ t <

Nt+۱∑
i=۱

(ηi + τi) اگر

(آ. ١٩٩)

و م کند)، کار t لحظه تا سیستم که زمان کل (یعن است نایقین تصادف متناوب تجدید فرایند ی
حد ،t → ∞ وقت

At

t
→ E[η۱]

E[η۱] + τ۱
(آ. ٢٠٠)

است. برقرار توزیع در رایی هم مفهوم به
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E[η۱]/(E[η۱] + τ۱) نایقین توزیع Υ و دهد نشان را τ۱ نایقین توزیع Φ کنید فرض برهان:
داریم Υ از x پیوستگ نقطه هر برای پس است.

Υ(x) = M

{
E[η۱]

E[η۱] + τ۱
≤ x

}
= M

{
τ۱ ≥ E[η۱](۱− x)

x

}
= ۱−M

{
τ۱ <

E[η۱](۱− x)

x

}
= ۱− Φ

(
E[η۱](۱− x)

x

)
.

داریم احتمال اندازه پیوستگ و لب تسلط رایی هم قضیه از استفاده با ر، دی طرف از

lim
t→∞

Ch

{
۱
t

Nt∑
i=۱

ηi ≤ x

}
= lim

t→∞

∫ ۱

۰
Pr

{
M

{
۱
t

Nt∑
i=۱

ηi ≤ x

}
≥ r

}
dr

=

∫ ۱

۰
lim
t→∞

Pr

{
M

{
۱
t

Nt∑
i=۱

ηi ≤ x

}
≥ r

}
dr

=

∫ ۱

۰
Pr

{
lim
t→∞

M

{
۱
t

Nt∑
i=۱

ηi ≤ x

}
≥ r

}
dr.

که کنید توجه

M

{
۱
t

Nt∑
i=۱

ηi ≤ x

}
= M

{ ∞∪
k=۰

(
۱
t

k∑
i=۱

ηi ≤ x

)
∩ (Nt = k)

}

≤ M

{ ∞∪
k=۰

(
k∑

i=۱
ηi ≤ tx

)
∩

(
k+۱∑
i=۱

(ηi + τi) > t

)}

≤ M

{ ∞∪
k=۰

(
k∑

i=۱
ηi ≤ tx

)
∩

(
tx+ ηk+۱ +

k+۱∑
i=۱

τi > t

)}

= M

{ ∞∪
k=۰

(k ≤ N∗
tx) ∩

(
ηk+۱
t

+
۱
t

k+۱∑
i=۱

τi > ۱− x

)}

چون است. η۱, η۲, . . . تصادف رسیدن زمان های با تصادف تجدید فرایند ی N∗
t آن در که

ηk+۱
t

→ ۰ as t → ∞

و
k+۱∑
i=۱

τi ∼ (k + ۱)τ۱,
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داریم

lim
t→∞

M

{
۱
t

Nt∑
i=۱

ηi ≤ x

}
≤ lim

t→∞
M

{ ∞∪
k=۰

(k ≤ N∗
tx) ∩

(
τ۱ >

t− tx

k + ۱

)}

= lim
t→∞

M


N∗

tx∪
k=۰

(
τ۱ >

t− tx

k + ۱

)
= lim

t→∞
M

{
τ۱ >

t− tx

N∗
tx + ۱

}
= ۱− lim

t→∞
Φ

(
t− tx

N∗
tx + ۱

)
.

داریم t → ∞ وقت احتمال، در مقدمات تجدید قضیه از استفاده با

N∗
tx

tx
→ ۱

E[η۱]
, a.s.

لذا و

lim
t→∞

M

{
۱
t

Nt∑
i=۱

ηi ≤ x

}
≤ ۱− Φ

(
E[η۱](۱− x)

x

)
= Υ(x).

پس

lim
t→∞

Ch

{
۱
t

Nt∑
i=۱

ηi ≤ x

}
≤
∫ ۱

۰
Pr {Υ(x) ≥ r}dr = Υ(x). (آ. ٢٠١)

داریم احتمال، اندازه پیوستگ و لب تسلط رایی هم قضیه از استفاده با ر، دی طرف از

lim
t→∞

Ch

{
۱
t

Nt+۱∑
i=۱

ηi > x

}
= lim

t→∞

∫ ۱

۰
Pr

{
M

{
۱
t

Nt+۱∑
i=۱

ηi > x

}
≥ r

}
dr

=

∫ ۱

۰
lim
t→∞

Pr

{
M

{
۱
t

Nt+۱∑
i=۱

ηi > x

}
≥ r

}
dr

=

∫ ۱

۰
Pr

{
lim
t→∞

M

{
۱
t

Nt+۱∑
i=۱

ηi > x

}
≥ r

}
dr.
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که کنید توجه

M

{
۱
t

Nt+۱∑
i=۱

ηi > x

}

= M

{ ∞∪
k=۰

(
۱
t

k+۱∑
i=۱

ηi > x

)
∩ (Nt = k)

}

≤ M

{ ∞∪
k=۰

(
k+۱∑
i=۱

ηi > tx

)
∩

(
k∑

i=۱
(ηi + τi) ≤ t

)}

≤ M

{ ∞∪
k=۰

(
k+۱∑
i=۱

ηi > tx

)
∩

(
tx− ηk+۱ +

k∑
i=۱

τi ≤ t

)}

= M

{ ∞∪
k=۰

(N∗
tx ≤ k) ∩

(
۱
t

k∑
i=۱

τi −
ηk+۱
t

≤ ۱− x

)}
.

چون
k∑

i=۱
τi ∼ kτ۱

و
ηk+۱
t

→ ۰ as t → ∞,

داریم

lim
t→∞

M

{
۱
t

Nt+۱∑
i=۱

ηi > x

}
≤ lim

t→∞
M

{ ∞∪
k=۰

(N∗
tx ≤ k) ∩

(
۱
t

k∑
i=۱

τi ≤ ۱− x

)}

= lim
t→∞

M


∞∪

k=N∗
tx

(
τ۱ ≤ t− tx

k

)
= lim

t→∞
M

{
τ۱ ≤ t− tx

N∗
tx

}
= lim

t→∞
Φ

(
t− tx

N∗
tx

)
.

داریم t → ∞ وقت ، مقدمات تجدید قضیه از استفاده با

N∗
tx

tx
→ ۱

E[η۱]
, a.s.

لذا و

lim
t→∞

M

{
۱
t

Nt+۱∑
i=۱

ηi > x

}
≤ Φ

(
E[η۱](۱− x)

x

)
= ۱−Υ(x).
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پس

lim
t→∞

Ch

{
۱
t

Nt+۱∑
i=۱

ηi > x

}
≤
∫ ۱

۰
Pr {۱−Υ(x) ≥ r} dr = ۱−Υ(x).

داریم شانس، اندازه دوگان خاصیت از استفاده با

lim
t→∞

Ch

{
۱
t

Nt+۱∑
i=۱

ηi ≤ x

}
≥ Υ(x). (آ. ٢٠٢)

چون
۱
t

Nt∑
i=۱

ηi ≤
At

t
≤ ۱

t

Nt+۱∑
i=۱

ηi,

پس

Ch

{
۱
t

Nt+۱∑
i=۱

ηi ≤ x

}
≤ Ch

{
At

t
≤ x

}
≤ Ch

{
۱
t

Nt∑
i=۱

ηi ≤ x

}
.

که م شود نتیجه (آ. ٢٠٢) و (آ. ٢٠١) از

lim
t→∞

Ch

{
At

t
≤ x

}
= Υ(x).

به است. را هم E[η۱]/(E[η۱] + τ۱) توزیع به At/t بودن دسترس در نرخ ،t → ∞ وقت پس
شد. ثابت قضیه ترتیب این

متغیرهای η۱, η۲, . . . و همتوزیع نایقین موقع به متغیرهای τ۱, τ۲, . . . کنید فرض [١٨٨] آ. ۴١ قضیه
رسیدن زمان های با نایقین تصادف تجدید فرایند Ntی کنید فرض هستند. بی موقع همتوزیع تصادف

پس است. τ۱ + η۱, τ۲ + η۲, . . .

At =


t−

Nt∑
i=۱

ηi,

Nt∑
i=۱

(τi + ηi) ≤ t <

Nt∑
i=۱

(τi + ηi) + τNt+۱ اگر

Nt+۱∑
i=۱

τi,

Nt∑
i=۱

(τi + ηi) + τNt+۱ ≤ t <

Nt+۱∑
i=۱

(τi + ηi) اگر

(آ. ٢٠٣)

و م کند) کار t لحظه تا سیستم که زمان کل (یعن است نایقین تصادف متناوب تجدید فرایند ی
حد t → ∞ وقت

At

t
→ τ۱

τ۱ + E[η۱]
(آ. ٢٠۴)

است. برقرار توزیع در رایی هم مفهوم به
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است. τ۱/(τ۱ + E[η۱]) نایقین توزیع Υ و دهد نشان را τ۱ نایقین توزیع Φ کنید فرض برهان:
داریم Υ از x پیوستگ نقطه هر برای پس

Υ(x) = M

{
τ۱

τ۱ + E[η۱]
≤ x

}
= M

{
τ۱ ≤ E[η۱]x

۱− x

}
= Φ

(
E[η۱]x

۱− x

)
.

داریم احتمال، اندازه پیوستگ و لب تسلط رایی هم قضیه از استفاده با ر، دی طرف از

lim
t→∞

Ch

{
۱
t

Nt∑
i=۱

τi ≤ x

}
= lim

t→∞

∫ ۱

۰
Pr

{
M

{
۱
t

Nt∑
i=۱

τi ≤ x

}
≥ r

}
dr

=

∫ ۱

۰
lim
t→∞

Pr

{
M

{
۱
t

Nt∑
i=۱

τi ≤ x

}
≥ r

}
dr

=

∫ ۱

۰
Pr

{
lim
t→∞

M

{
۱
t

Nt∑
i=۱

τi ≤ x

}
≥ r

}
dr.

که کنید توجه

M

{
۱
t

Nt∑
i=۱

τi ≤ x

}

= M

{ ∞∪
k=۰

(
۱
t

k∑
i=۱

τi ≤ x

)
∩ (Nt = k)

}

≤ M

{ ∞∪
k=۰

(
k∑

i=۱
τi ≤ tx

)
∩

(
k+۱∑
i=۱

(τi + ηi) > t

)}

≤ M

{ ∞∪
k=۰

(
k∑

i=۱
τi ≤ tx

)
∩

(
tx+ τk+۱ +

k+۱∑
i=۱

ηi > t

)}

= M

{ ∞∪
k=۰

(
k∑

i=۱
τi ≤ tx

)
∩

(
τk+۱
t

+
۱
t

k+۱∑
i=۱

ηi > ۱− x

)}
.

چون
k∑

i=۱
τi ∼ kτ۱

و
τk+۱
t

→ ۰ as t → ∞,
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داریم

lim
t→∞

M

{
۱
t

Nt∑
i=۱

τi ≤ x

}

≤ lim
t→∞

M

{ ∞∪
k=۰

(
τ۱ ≤ tx

k

)
∩

(
۱
t

k+۱∑
i=۱

ηi > ۱− x

)}

= lim
t→∞

M

{ ∞∪
k=۰

(
τ۱ ≤ tx

k

)
∩
(
N∗

t−tx ≤ k
)}

= lim
t→∞

M


∞∪

k=N∗
t−tx

(
τ۱ ≤ tx

k

)
= lim

t→∞
M

{
τ۱ ≤ tx

N∗
t−tx

}
= lim

t→∞
Φ

(
tx

N∗
t−tx

)
از استفاده با است. η۱, η۲, . . . تصادف رسیدن زمان های با تصادف تجدید فرایند N∗

t آن در که
داریم t → ∞ وقت مقدمات تجدید قضیه

N∗
t−tx

t− tx
→ ۱

E[η۱]
, a.s.

لذا و

lim
t→∞

M

{
۱
t

Nt∑
i=۱

τi ≤ x

}
≤ Φ

(
E[η۱]x

۱− x

)
= Υ(x).

پس

lim
t→∞

Ch

{
۱
t

Nt∑
i=۱

τi ≤ x

}
≤
∫ ۱

۰
Pr {Υ(x) ≥ r} dr = Υ(x). (آ. ٢٠۵)

داریم احتمال اندازه پیوستگ و لب تسلط رایی هم قضیه از استفاده با ر، دی طرف از

lim
t→∞

Ch

{
۱
t

Nt+۱∑
i=۱

τi > x

}
= lim

t→∞

∫ ۱

۰
Pr

{
M

{
۱
t

Nt+۱∑
i=۱

τi > x

}
≥ r

}
dr

=

∫ ۱

۰
lim
t→∞

Pr

{
M

{
۱
t

Nt+۱∑
i=۱

τi > x

}
≥ r

}
dr

=

∫ ۱

۰
Pr

{
lim
t→∞

M

{
۱
t

Nt+۱∑
i=۱

τi > x

}
≥ r

}
dr.
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که کنید توجه

M

{
۱
t

Nt+۱∑
i=۱

τi > x

}

= M

{ ∞∪
k=۰

(
۱
t

k+۱∑
i=۱

τi > x

)
∩ (Nt = k)

}

≤ M

{ ∞∪
k=۰

(
k+۱∑
i=۱

τi > tx

)
∩

(
k∑

i=۱
(τi + ηi) ≤ t

)}

≤ M

{ ∞∪
k=۰

(
k+۱∑
i=۱

τi > tx

)
∩

(
tx− τk+۱ +

k∑
i=۱

ηi ≤ t

)}

≤ M

{ ∞∪
k=۰

(
k+۱∑
i=۱

τi > tx

)
∩

(
۱
t

k∑
i=۱

ηi −
τk+۱
t

≤ ۱− x

)}
.

چون
k+۱∑
i=۱

τi ∼ (k + ۱)τ۱

و
τk+۱
t

→ ۰ as t → ∞,

داریم

lim
t→∞

M

{
۱
t

Nt+۱∑
i=۱

τi > x

}

≤ lim
t→∞

M

{ ∞∪
k=۰

(
τ۱ >

tx

k + ۱

)
∩

(
۱
t

k∑
i=۱

τi ≤ ۱− x

)}

= lim
t→∞

M

{ ∞∪
k=۰

(
τ۱ >

tx

k + ۱

)
∩
(
N∗

t−tx ≥ k
)}

= lim
t→∞

M


N∗

t−tx∪
k=۰

(
τ۱ >

tx

k + ۱

)
= lim

t→∞
M

{
τ۱ >

tx

N∗
t−tx + ۱

}
= ۱− lim

t→∞
Φ

(
tx

N∗
tx + ۱

)
.

داریم t → ∞ وقت ، مقدمات تجدید قضیه از استفاده با

N∗
t−tx

t− tx
→ ۱

E[η۱]
, a.s.
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لذا و

lim
t→∞

M

{
۱
t

Nt+۱∑
i=۱

τi > x

}
≤ ۱− Φ

(
E[η۱]x

۱− x

)
= ۱−Υ(x).

پس

lim
t→∞

Ch

{
۱
t

Nt+۱∑
i=۱

τi > x

}
≤
∫ ۱

۰
Pr {۱−Υ(x) ≥ r} dr = ۱−Υ(x).

م گیریم نتیجه شانس، اندازه دوگان خاصیت از استفاده با

lim
t→∞

Ch

{
۱
t

Nt+۱∑
i=۱

τi ≤ x

}
≥ Υ(x). (آ. ٢٠۶)

چون
۱
t

Nt∑
i=۱

τi ≤
At

t
≤ ۱

t

Nt+۱∑
i=۱

τi,

داریم

Ch

{
۱
t

Nt+۱∑
i=۱

τi ≤ x

}
≤ Ch

{
At

t
≤ x

}
≤ Ch

{
۱
t

Nt∑
i=۱

τi ≤ x

}
.

که م شود نتیجه (آ. ٢٠۶) و (آ. ٢٠۵) از

lim
t→∞

Ch

{
At

t
≤ x

}
= Υ(x).

این به است. را هم τ/(τ۱ +E[η۱]) به توزیع در At/t بودن دسترس در نرخ ،t → ∞ وقت پس
شد. ثابت قضیه ترتیب

کتابشناس نکات آ. ١۵

توسعه شونده تکرار پدیده های بندی مدل برای ١٩٣٣ سال در [٧٧] کلموگروف توسط احتمال نظریه
پایه ریزی باور درجه بندی مدل برای [٨۴] لیو توسط ٢٠٠٧ سال در نایقین نظریه که حال در یافت،
همزمان طور به پیچیده سیستم های در بودن تصادف و نایقین اوقات، بسیاری در حال، این با شد.
سال در [١١٣] لیو توسط نایقین تصادف متغیر پدیده هایی، چنین توصیف برای م شوند. ظاهر
متغیرهای عملیات قانون بخش، مهمترین شد. مطرح شانس توزیع و شانس اندازه معرف با ٢٠١٣
[٣٧] گائو‐شنگ ،[١٩٢] یائو‐گائو همچنین، شد. بیان [١١۴] لیو توسط که بود نایقین تصادف

کردند. بررس را نایقین تصادف متغیرهای برای بزرگ اعداد قوانین برخ [۴۴] و گائو‐رالس و
برنامه ریزی که حال در شد، مطالعه ١٩۶۵ سال در [٢٣] دانتزی توسط ابتدا تصادف برنامه ریزی
مساله های سازی مدل برای شد. پیشنهاد [٨۶] لیو توسط ٢٠٠٩ سال در بار اولین برای نایقین
برنامه ریزی دارند، وجود نیز نایقین متغیرهای ، تضادف برمتغیرهای علاوه آنها در که بهینه سازی
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ژوو‐یانگ‐ تعمیم، ی عنوان به شد. ریزی پایه ٢٠١٣ سال در [١١۴] لیو توسط نایقین تصادف
ون ناهم و متضاد اهداف بهینه سازی براب را نایقین تصادف چندهدف برنامه ریزی [٢١٩] وانگ
که بیشتر اهداف بهینه سازی برای را نایقین تصادف آرمان برنامه ریزی [١٣۶] گین کردند، پیشنهاد

سطح چند بهینه سازی [٧٣] ‐سو‐ن ک و کرد، مطرح است، شده مشخص قبل از آنها اولویت
است ن مم پیروها و پیشروها آنها در که کردند مطرح نامتمرکز گیری تصمیم سیستم های برای را

باشند. داشته را خودشان خاص اهداف و متغیرها
در را ١ ‐اول امنیت مح [١۴٠] روی که برم گردد ١٩۵٢ سال به احتمال ریس تحلیل
١٩٩۶ سال در که بود احتمال دارایی‐در‐خطر روش ر دی مهمتر مفهوم کرد. مطرح پرتفو انتخاب
٢٠١٠ سال در لیو توسط نایقین ریس تحلیل ر، دی طرف از شد. مطرح [١٢٣] مورگان توسط
زیان که است سیستم ی برای ریس شاخص ی که شد مطرح ریس شاخص اندازه گیری برای
[١١۵] و‐لیو رالس نایقین، تصادف سیستم های ریس گیری اندازه برای ، کل حالت در دارد. مثبت
توسط دارایی‐در‐خطر روش همچنین، کردند. ابداع ٢٠١۴ سال در را نایقین ریس تحلیل ابزار
کردن کار برای [١١٩] و لیو‐رالس توسط نیز متوسط زیان روش و شد پیشنهاد [١١٧] و لیو‐رالس

شد. مطالعه نایقین تصادف سیستم های با
تصادف نرخ های [١٣۴] پوگسل که م گردد بر ١٩۴۴ سال به احتمال اطمینان پذیری تحلیل
شاخه های در احتمال اطمینان پذیری تحلیل امروزه، کرد. مطرح هوانوردی صنعت برای را ساختاری
توسط ٢٠١٠ سال در که است نایقین اطمینان پذیری تحلیل جدید، دیدگاه ی دارد. کاربرد زیادی
با کردن کار برای ، کل حالت در شد. مطرح اطمینان پذیری شاخص گیری اندازه برای [٩٠] لیو
ارائه را نایقین تصادف اطمینان پذیری تحلیل ابزار [١۶۴] کانگ وِن‐ نایقین تصادف سیستم های
اطمینان پذیری تحلیل آن، از پس کردند. تعریف ٢٠١۶ سال در را اطمینان پذیری شاخص و دادند

شد. مطالعه [٢١٢] ژانگ‐کانگ‐وِن و [٣٩] گائو‐یائو توسط نایقین تصادف
مستقل ول همزمان تقریباً طور به و [٣٢] ١٩۵٩ سال در رنوی و اردوش توسط تصادف گراف
سال در [۴٨] گائو‐گائو توسط نایقین گراف زین، جای عنوان به شد. تعریف [۵۶] گیلبرت توسط
احتمال اندازه از درجه ای با یال ها برخ که این فرض با شد. مطرح نایقین نظریه از استفاده با ٢٠١٣
را نایقین تصادف گراف مفهوم [١٠٠] لیو دارند، وجود نایقین اندازه از درجه ای با ر دی برخ و
و [٢١٠] ژانگ‐پنگ‐ل سپس، کرد. تحلیل را همبندی شاخص و کرد تعریف ٢٠١۴ سال در
را نایقین تصادف گراف دوری شاخص و اویلر شاخص ترتیب به ، [۵] چن‐پنگ‐رائو‐روزیدا

کردند. مطرح
توسط تصادف ظرفیت های با مخابرات ه های شب بندی مدل برای ١٩۶۵ سال در تصادف ه شب
و یافتند توسعه وسیع طور به تصادف ه  های شب آن، از پس شد. مطالعه [٣٣] یم ح فرانک‐
[٩١] لیو توسط ٢٠١٠ سال در ابتدا نایقین ه شب راهبردی، روش ی عنوان به شدند. برده کار به
فرض با ، کل حالت در شد. بررس نایقین اجرای زمان با پروژه برنامه ریزی مساله بندی مدل برای
مفهوم [١٠٠] لیو هستند، نایقین متغیرهای ر دی برخ و تصادف متغیرهای وزن ها برخ که این
۲۰۱۴ سال در فرض این با را مسیر کوتاه ترین مساله و کردند ریزی پایه را نایقین تصادف ه شب
مثال، عنوان به شد. بررس ران پژوهش از بسیاری توسط نایقین تصادف ه  شب ادامه، در کرد. مطالعه
را کمینه فراگیر درخت مساله [١۵١] شنگ‐گین‐ش و بیشینه، جریان مساله [١۴٨] شنگ‐گائو

کردند. مطالعه نایقین تصادف ه شب در
مطالعه و شد، انجام ١٩٠٠ سال در [١] باخلیر توسط تصادف فرایند آغازین بررس  های از ی

ط در که نایقین تصادف پدیده  بررس برای شد. شروع لیو توسط ٢٠٠٨ سال در نایقین فرایند
شانس نظریه دیدگاه با ٢٠١۵ سال در را نایقین تصادف فرایند [٣۴] گائو‐یائو م شود، متحول زمان

safity-first١
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عنوان به کردند. پیشنهاد را نایقین تصادق تجدید فرایند همچنین [٣۴] گائو‐یائو کردند. معرف
کردند مطالعه را نایقین تصادف تجدید پاداش فرایند [١٩٩] یائو و [١٩٧][١٩٣] یائو‐ژوو تعمیم،

کردند. مطالعه را نایقین تصادف متناوب پاداش فرایند [١٨٨] یائو‐گائو و





ب پیوست

متداول سوال های

آنها کاربردهای و نایقین نظریه و احتمال نظریه با رابطه در که متداول سوالات به پیوست این در
فازی، مجموعه نظریه که داد خواهد نشان همچنین پیوست این شد. خواهد داده پاسخ م شود، مطرح
پایان، در نیستند. سازگار ریاض دیدگاه از خاکستری سیستم و زمخت مجموعه نظریه بازه ای، تحلیل

م کمیم. توصیف تر واضح را نایقین و م کنیم مطرح را نایقین مفهوم تکامل از خلاصه ای

چیست؟ م کند‐ پیروی احتمال نظریه قوانین از ش ‐ی که این از منظور ب. ١

موضوعه اصل سه در تنها نه یعن م کند پیروی احتمال قوانین از ( فراوان (مثلا ش ی م گوییم وقت
م کند. صدق نیز ضرب احتمال قضیه در ه بل م کند صدق احتمال نظریه

Pr{Ω}؛ = ۱ ،Ω مرجع مجموعه هر برای بودن) نرمال موضوعه (اصل ١ موضوعه اصل
Pr{A}؛ ≥ ۰ ،A رویداد هر برای بودن) نامنف موضوعه (اصل ٢ موضوعه اصل

مجزای دو به دو رویدادهای از شمارا دنباله هر برای جمع پذیری) موضوعه (اصل ٣ موضوعه اصل
داریم ،A۱, A۲, . . .

Pr

{ ∞∪
i=۱

Ai

}
=

∞∑
i=۱

Pr{Ai}; (ب. ١)

در هستند. k = ۱,۲, . . . برای احتمال فضاهای (Ωk,Ak,Prk) کنید فرض ضرب احتمال قضیه
که دارد وجود Pr تای ی احتمال اندازه صورت این

Pr

{ ∞∏
k=۱

Ak

}
=

∞∏
k=۱

Prk{Ak} (ب. ٢)

است. k = ۱,۲, . . . هر برای Ak از دلخواه رویداد ی Ak آن در که

این با است. آسان کند، صدق موضوعه اصل سه این در ش ی باید چرا که مطلب این درک
که است این افراد این دلیل نم شوند. قانع ضرب احتمال قضیه در کردن صدق توجیه در برخ حال،
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ر م گرفت، نتیجه کلموگروف موضوعه اصل سه از نم توان را ضرب احتمال قضیه
از م کند. صدق موضوعه اصل سه این در ضرب احتمال که کنیم فرض قبلا که آن
حتماً م کند صدق ضرب احتمال قضیه در که ش ی که نیست الزام منطق، دیدگاه

نیست؟ حالب شما برای موضوع این آیا کند. صدق هم موضوعه اصل سه در

اصل سه در ش «ی جمله با م کند» پیروی احتمال قوانین از ش «ی که باشید داشته خاطر به
سه در ش «ی جمله از قوی تر تاکید این است. معادل م کند» صدق ضرب احتمال قضیه و موضوعه
موضوعه اصل سه این در کردن صدق ر، دی بیان به است. م کند» صدق کلموگروف موضوعه اصل

کند. پیروی احتمال نظریه قوانین از ش ی که نم کند تضمین
احتمال ، فراوان تعبیر باور». «تعبیر و « فراوان «تعبیر دارد، وجود احتمال تعبیر از وسیع رده دو
در ،([١۵۶] میسه فون ،[١٣٨] ریخه باخ ،[١۵۵] (وِن م گیرد نظر در پدیده رر م وقوع عنوان به را
م گیرد نظر در م افتد، اتفاق رویداد ی که این باور درجه عنوان به را احتمال باور، تعبیر که حال

.([١۴٢] ساویج ،[٢۴] دفینیت ،[١٣٧] (رمزی
با کتاب] نویسنده دیدگاه [از شخصاً است. شده شروع نوردهم قرن از دیدگاه دو این بین مجادله
احتمال نظریه از باور تعبیر مخالف قویاً ول ، هستم موافق رویدادها فراوان عنوان به احتمال تعبیر
مشروح دلایل نیست. چنین باور میزان که حال در م کند پیروی احتمال قوانین از فراوان زیرا هستم

م شود. مطرح ر دی بخش چند در

م کند؟ پیروی احتمال قوانین از فراوان چرا ب. ٢

تنها نه فراوان که کنیم بررس باید م کند، پیروی احتمال قوانین از فراوان که این دادن نشان برای
م کند. صدق هم ضرب احتمال قضیه در ه بل م کند صدق کلموگروف موضوعه اصل سه در

پس م افتد. اتفاق همواره مرجع مجموعه زیرا دارد، ١ مقدار مرجع مجموعه فراوان ابتدا،
و صفر بین عددی فراوان که است واضح دوم، م کند. صدق بودن نرمال موضوعه اصل در فراوان
سوم، است. برقرار هم بودن نامنف موضوعه اصل و است نامنف رویداد هر فراوان پس است. ی
درصد)، حسب (بر افتد اتفاق بار β B و افتد اتفاق بار α A اگر ،B و A مجزای رویداد دو برای
بنابراین، و دارد جمع خاصیت فراوان ر؛ دی بیان به م افتد. اتفاق α+β ،A∪B که است واضح
دو B و A اگر که داد نشان زیاد آزمایشات نهایتاً، م کند. صدق بودن حمع موضوعه اصل در
ضرب آنگاه شوند)، تولید متفاوت آزمایش  دو از آنها (عملا باشند متفاوت احتمال فضاهای با رویداد
ضرب احتمال قضیه در فراوان پس کنید. نگاه را ب. ١ ل ش م افتد. اتفاق α×β تعداد به A×B
پایه تنها فراون واقع، در م کند. پیروی احتمال نظریه قوانین از فراوان بنابراین، م کند. صدق نیز

است. احتمال نظریه برای تجربی

پیروی احتمال قوانین از باور درجه که این اثبات در هلندی‐ ‐کتاب چرا ب. ٣
نیست؟ موفق م کند،

نظریه که این توجیه برای م دهد. نشان را رویداد ی وقوع به شخص ی اطمینان درجه باور، میزان
قوانین از باور درجه آیا که کنیم کنترل باید نه، یا است مناسب باور میزان بندی مدل برای احتمال

م کند. پیروی احتمال نظریه
اگر است غیرمنطق باور درجه م گوید که هلندی١ کتاب بحث که کرد پیشنهاد [١٣٧] رمزی
است. درست ادعا این کنیم فرض حاضر حال در کند. قطع را شما زیان که باشد داشته وجود کتابی

بندی شرط نتیجه از نظر صرف که است بندی ها شرط از مجموعه ای که است بندی شرط بازار ی هلندی کتاب ی ١
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از (مخصوصاً هستند متفاوت احتمال فضای دو در رویداد دو B و A کنید فرض ب. ١: ل ش
آنگاه افتد، اتفاق بار β تعداد به B و بار α تعداد به A اگر اند). شده نتیجه مختلف آزمایش های

شده اند. بیان درصد صورت به β و α آن در که م افند اتفاق بار α× β تعداد به A×B ضرب

م کند پیشنهاد Ω قطع رویداد افتادن اتفاق برای $ ١ که باشد بندی شرط Ω کنید فرض اول
اگر است. $ α برابر Ω قیمت یعن است. α ،Ω باور درجه کنید فرض مرجع). مجموعه (یعن
است. ۱ − α > ۰ شما قطع زیان و شود، فروخته Ω است بهتر که است واضح آنگاه ،α < ۱
است بهتر آنگاه ،α > ۱ اگر است. غیرمنطق α < ۱ فرض و دارد وجود هلندی کتاب ی پس
فرض و دارد وجود هلندی کتاب دوباره پس است. α− ۱ > ۰ شما قطع زیان و شود، خریده Ω
نرمال موضوعه اصل در باور درجه بنابراین، و α = ۱ کنید فرض پس است. غیرمنطق نیز α > ۱

م کند. صدق احتمال نظریه بودن
کنید فرض افتد. اتفاق A رویداد اگر م کند پیشهاد $ ١ که یرید ب نظر در بندی شرط را A دوم،
و است صرفه به A فروش آنگاه α < ۰ اگر است. $ α ،A قیمت یعن است. α ،A باور درجه

غیرمنطق α < ۰ فرض و دارد وجود هلندی کتاب ی پس .۱−α > ۰ یا −α > ۰ قطع زیان
م کند. صدق بودن نامنف موضوع اصل در باور درجه و α ≥ ۰ داریم پس است.

را A۲ و م کند پیشنهاد $ ١ افتادن اتفاق صورت در که یرید ب نظر در بندی شرط را A۱ سوم،
رویداد دو A۲ و A۱ (پس م کند پیشنهاد $ ١ افتادن اتفاق صورت در که یرید ب نظر در بندی شرط
ر، دی عبارت به هستند. α۲ و α۱ ترتیب به A۲ و A۱ باور درجه های کنید فرض هستند). مجزا

صورت در A۱ ∨ A۲ بندی شرط کنید فرض حال است. $ α۲ و $ α۱ ترتیب به A۲ و A۱ قیمت
ر، دی عبارت به دهید. قرار α را A۱ ∨A۲ باور درجه و کند پیشنهاد $ ١ افتد، اتفاق A۲ یا A۱ که

شما آنگاه ،α > α۱ + α۲ اگر است. $ α ،A۱ ∨A۲ قیمت

م خرید. را A۱ ∨A۲ (٣) و م فروشید را A۲ (٢) م فروشید، را A۱ (١)

پس م بازید. قطعاً α − α۱ − α۲ > ۰ بندی، شرط نتیجه گرفتن نظر در بدون صورت، این در
شما آنگاه ،α < α۱ + α۲ اگر است. غیرمنطق α > α۱ + α۲ فرض و دارد وجود هلندی کتاب

م فروشید. را A۱ ∨A۲ (٣) و م خرید، را A۲ (٢) م خرید، را A۱ (١)

این بندی شرط هم B و ببرد دلار ١ بتوان افتاد اتفاق اگر که است شرط ی A کنید فرض مثال برای م کند. قطع را زیان
قیمت اگر افتد. اتفاق B یا A اگر م برید دلار ی که کند پیشنهاد A ∨ B و ببرید دلار ی افتاد اتقاق B اگر که باشد
(٣) و بفروشید را B (٢) بفروشید، را A (١) شما و باشد، دلار ۸۰ و ۴۰ ،۳۰ ترتیب به A∨B و B A؛ بندی های شرط
در هلندی» «کتاب ی پس م کنید. زیان دلار ۱۰ قطعاً م افتد، اتفاق چه که این از نظر صرف آنگاه، بخرید، را A ∨ B

هستند. غیرمنطق قیمت ها و دارد وجود اینجا
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α۱ + α۲ − α > ۰ زیان بندی، شرط نتیجه گرفتن نظر در بدون که است واضح صورت این در
فرض پس است. غیرمنطق α < α۱ +α۲ فرض و دارد وجود هلندی کتاب پس است. قطع شما

م کند. صدق جمع پذیری اصل در باور درجه و α = α۱ + α۲ کنیم
نظریه موضوعه اصل سه هر در باور درجه که داد نشان و شد بررس هلندی کتاب موضوع تاکنون،
که م کنند تصور و م شوند متوقف جا همین گراها) (عقل ذهنگراها معمولا م کند. صدق احتمال

م کند. صدق احتمال نظریه قوانین در باور درجه
نیست: کاف گیری نتیجه این برای شواهد متاسفانه زیر، دلایل به

کنید. معکوس را «فروش» و «خرید» دلخواه به نم توانید شما واقع مشاوره فرایند ی در (١)
اهمیت اغلب انسان که دادند نشان [٧٢] تورس و کانه مان فراوان، سنج های نظر اساس بر (٢)
انسان که داد نشان [١٠٢] لیو ر، دی طرف از م دهد. نامحتمل تر بسیار رویدادهای به اندازه ای از بیش
م گیرد. نظر در باشد، داشته است ن مم ش ی که مقادیری برای محدودتری بسیار تقریب اغلب

منطق الزاماً هلندی کتاب بحث مفهوم به باور درجه که م شود موجب بشر نوع کاری محافظه این
نباشد.

شد مطمئن م توان ونه چ باشد، منطق هلندی کتاب بحث مفهوم به شخص اگر حت (٣)
هنوز اند، شده برآورد مختلف افراد توسط که مستقل اتفاق چند از شده ترکیب اتفاق باور درجه که

است؟ منطق
هستند. معادل گزاره دو احتمال نظریه موضوعه اصل سه و هلندی کتاب بحث ، ریاض نظر از (۴)
نشده اثبات هنوز باشد؛ شده ریری پایه نشده ثابت گزاره ی اساس بر اگر گزاره ی منطق، دیدگاه از
نشده ثابت هنوز واقع در است، نشده اثبات هنوز هلندی کتاب بحث چون م شود. گرفته نظر در

م کند. پیروی احتمال نظریه قوانین از باور درجه که است

پیروی احتمال نظریه قوانین از باور درجه که این اثبات در کاکس قضیه چرا ب. ۴
م خورد؟ ست ش م کند،

کاکس قضیه از نادرست تصور این شاید است. منطق روش تنها احتمال نظریه که دارند تاکید برخ
اندازه که حال در است. ریخت» «ی احتمال انداره با باور اندازه هر م گوید که م شود ناش [٢٠]
دلیل دارد؟ ایرادی چه کاکس قضیه نیست. ریخت ی احتمال انداره هیچ با ول بوده منسجم نایقین
مانند مشتق پذیر دوبار تابع ی P ∧Q درست ارزش م کند فرض کاکس قضیه که است این اصل

یعن است، Q و P گزاره دو درست ارزش از f

T (P ∧Q) = f(T (P ), T (Q)) (ب. ٣)

نظریه در که f(x, y) = x ∧ y تابع زیرا م کند مستثن را نایقین اندازه ابتدا، همان از بنابراین و
که ندارند وجود شواهدی واقع، در نیست. پذیر مشتق y و x به نسبت است شده استفاده نایقین
م شود، تعیین آن گزاره های تک تک درست ارزش با گزاره دو عطف ترکیب درست ارزش دهند نشان

ذارید. ب کنار را مشتق پذیری دوبار شرط
فراوان با کردن کار برای منطق روند ی احتمال نظریه که است شده مشخص طرف، ی از

است قطعیت عدم بررس ابراز تنها احتمال نظریه که این کنیم، تصور طور هر ر، دی طرف از است.
درجه های بررس در نایقین نظریه که است شده داده نشان کتاب این در واقع، در نیست. پذیرفتن

است. موفق باور
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دارند؟ هم با تفاون چه نایقین نظریه و احتمال نظریه ب. ۵

آنها اندازه های که نیست این در ([٨۴] (لیو نایقین نظریه و ([٧٧] (کلموگروف احتمال نظریه تفاوت
به احتمال نظریه در ضرب اندازه است. ضرب اندازه های تعریف نحوه در ه بل نه، یا است جمع پذیر

یعن م شود، تعریف مولفه ها تک تک احتمال اندازه های حاصلضرب صورت

Pr{Λ۱ × Λ۲} = Pr{Λ۱} × Pr{Λ۲}, (ب. ۴)

یعن است، آن مولفه های تک تک نایقین اندازه های کمینه ضرب، نایقین اندازه که حال در

M{Λ۱ × Λ۲} = M{Λ۱} ∧M{Λ۲}. (ب. ۵)

کنید. نگاه را ب. ٢ ل ش
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Λ۱ × Λ۲ و Λ۲ ،Λ۱ رویدادهای ب. ٢: ل ش

نظریه و است «ضرب» ریاض ساختار ی احتمال نظریه که گفت م توان چنین خلاصه طور به
متغیرهای و تصادف متغیرهای تا م شود موجب تفاوت این است. «کمینه» ریاض ساختار ی نایقین

کنند. پیروی متفاوت عملیات قواعد از نایقین
قبول قابل مدل دو که هستند هم مل م ریاض ساختارهای دو هر نایقین نظریه و احتمال نظریه
که است ریاض از شاخه ای احتمال نظریه م آورند. فراهم نایقین جهان با کردن کار برای را ریاض
مدل را باور درجه که است ریاض از ر دی شاخه ای نایقین نظریه و م کند بندی مدل را فراوان ها

م کند. بندی

شویم؟ قایل تمایز نایقین و بودن تصادف بین عمل در ونه چ ب. ۶

قوانین از که است چیزی بودن تصادف . نایقین و بودن تصادف دارد، وجود قطعیت عدم نوع دو
چیزی نایقین و ضرب)، احتمال قضیه و احتمال نظریه موضوعه اصل سه (یعن م کند پیروی احتمال

.( نایقین نظریه موضوعه اصل چهار (یعن م کند پیروی نایقین نظریه قوانین از که است
روش با را دو این عمل، در حال این با است. پذیر ان ام حتماً نایقین و بودن تصادف بین تمایز
استفاده روش چه که این گرفتن نظر در بدون نایقین، اندازه هر برای کرد: متمایز هم از م توان زیر

نزدی فراوان به کاف اندازه به توزیع تابع که داریم باور اگر م کنیم. تولید را توزیع تابع شد، خواهد
نایقین را آن باید صورت این غیر در گرفت. نظر در تصادف را آن م توان صورت این در است،

کرد. فرض
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نظریه از باید لذا و است ساده تاریخ داده های روی از احتمال توزیع تولید که م کنند فکر اغلب
اندازه به م آید دست به کاربردی مساله برای که توزیع تابع متاسفانه که حال در کرد. استفاده احتمال
نظریه از و کنیم فرض نایقین توزیع را آن باید حالت این در نیست. نزدی واقع فراوان به کاف

کنیم. استفاده نایقین

مناسب سهام بازار قیمت بندی مدل برای تصادف دیفرانسیل معادله چرا ب. ٧
نیست؟

سال در Speculation la de Théorie باچیلیر دکتری رساله م توان را تصادف مال نظریه منشاء
ایتو کیوس که آن از پس نداشت. سال پنجاه تا زیادی تاثیر باچیلیر کار حال، این با دانست. ١٩٠٠

مال کرد، ابداع را تصادف دیفرانسیل معادله ١٩۵١ سال در و [۶٢] تصادف حسابان ١٩۴۴ سال در
مرتون و [٣] ‐شولز بل ،[١۴١] ساموئلسون ران پژوهش بین در و یافت توسعه سرعت به تصادف

داشتند. توسعه این در زیادی سهم ١٩٧٠ و ١٩۶٠ دهه های ط در [١٢١]
تبدیل نرخ و سود نرخ (شامل سهام قیمت که م کند فرض تصادف مال نظریه ، سنت طور به
این واقع، در است؟ منطق فرض چنین آیا م کند. پیروی ایتو تصادف دیفرانسیل معادله از پول)

برخ با [٩۶] لیو جمله از ر دی عده ای توسط اند، پذیرفته را آن زیادی ران پژوهش که پیشفرض
است. شده کشیده چالش به پارادوکس ها

دیفرانسیل معادله از Xt سهام قیمت کنیم فرض مثال عنوان به اول: پارادوکس

dXt

dt
= eXt + σXt · اختلال (ب. ۶)

تصادف فرایند ی «اختلال» و است لوگ‐انتشار همان σ و e لوگ‐رانش آن در که م کند پیروی
صورت به را «اختلال» عبارت ریاض توصیف حال است.

اختلال = dWt

dt
(ب. ٧)

دیفرانسیل معادله از Xt سهام قیمت صورت این در .٢ است وینر فرایند Wt آن در که یرید ب نظر در
تصادف

dXt

dt
= eXt + σXt

dWt

dt
(ب. ٨)

«اختلال» جمله که کنید توجه م کند. پیروی

dWt

dt
∼ N

(
۰, ۱

dt

)
(ب. ٩)

حوزه های با فرض این م کند. میل ∞ به آن واریانس و است صفر میانگین با نرمال تصادف متغیر ی
م شود فرض اغلب که است متفاوت کاملا آمار) (مانند علوم ر دی

N (۰,۱) (ب. ١٠)

لیپشیتز (ول باشند پیوسته نمونه مسیرهای همه تقریبا و W۰ = ۰ (١) هرگاه گویند وینر فرایند را Wt تصادف فرایند ٢

و صفر میانگین با نرمال تصادف متغیر ی Ws+t − Ws نمو هر (٣) و باشد داشته ایستا مستقل نمو Wt (٢) نباشند)،
باشد. t واریانس
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چون همچنین، م شود. گرفته نظر در ۱ ، است ∞ که «اختلال» جمله برخلاف آن واریانس که
t لحظه هر در چپ سمت واریانس ، است «بینهایت» t لحظه هر در (ب. ٨) راست سمت واریانس
واریانس عمل در اغلب رشد نرخ که حال در است. بینهایت نیز (dXt/dt لحظه ای رشد نرخ (یعن
قیمت که ندارد ان ام پس است. ن نامم لحظه هر در بینهایت واریانس داشتن حداقل یا دارد، متناه

کند. پیروی ایتو دیفرانسیل معادله از Xt سهام

است، هندس تصادف فرایند ی Xt که م شود نتیجه (ب. ٨) دیفرانسیل معادله از دوم: پارادوکس
یعن

Xt = X۰ exp((e− σ۲/۲)t+ σWt) (ب. ١١)

م گیریم نتیجه آن از که

Wt =
lnXt − lnX۰ − (e− σ۲/۲)t

σ
(ب. ١٢)

صورت به آن نمو که

∆Wt =
lnXt+∆t − lnXt − (e− σ۲/۲)∆t

σ
(ب. ١٣)

دهید قرار است.

A = − (e− σ۲/۲)∆t

σ
. (ب. ١۴)

است، جهش متناه تعداد با زمان به نسبت پله ای تابع ی اصل در Xt سهام قیمت که کنید توجه
بدون هفته)، ی (مثلا مشخص دوره ی در م شود. دیده منحن ی صورت به ظاهر در هرچند
به را دوره این حال بود. شاهد را جهش ۱۰۰ ،Xt سهام قیمت که م کنیم فرض کلیت رفتن بین از
(ب. ١٣) از کرد. خواهیم مشاهده را Xt از نمونه ۱۰,۰۰۰ پس کنید. افراز مساوی بازه ۱۰,۰۰۰
۱۰۰ و است A نوع از آنها از تا ۹,۹۰۰ که دارد نمونه ۱۰,۰۰۰ تعداد ∆Wt که م شود نتیجه

ر: دی نوع از ر دی تای

A, A, . . . , A︸ ︷︷ ︸, B, C, . . . , Z.︸ ︷︷ ︸
۹۹۰۰ ۱۰۰

(ب. ١۵)

میانگین با نرمال احتمال توزیع از نمونه ۱۰,۰۰۰ آن همه که نم کند باور کس هیچ که است واضح
متغیر ی ∆Wt نمو که وینر فرایند خاصیت این با واقعیت این کنند. پیروی ∆t واریانس و صفر

تصادف دیفرانسیل معادله از Xt سهام واقع قیمت بنابراین، است. متناقض است، نرمال تصادف
نم کند. پیروی

اورنشتین‐اولنبرگ) فرایند (یا وینر هندس فرایند مانند حتماً سهام قیمت م کنند فکر برخ شاید
این با شده اند. متوجه خرد دیدگاه در را پارادوکس این نیز آنها گرچه م کند، رفتار کلان دیدگاه در
ساختار مبنای بر ه بل کلان، دیدگاه بر نه ایتو، حسابان ، تصادف مال نظریه اساس دیدگاه از حال،

.(dWt دیفرانسیل (یعن است شده طراح وینر فرایند خرد
حسابان که ندارم اعتقاد کتاب] نویسنده دیدگاه [از شخصاً شده، اشاره پارادوکس دو اساس بر
از ایتو تصادف دیفرانسیل معادله زیرا کند بازی نقش مال نظریه ذات ابزار ی عنوان به بتواند ایتو

ریاض مبنای است ن مم نایقین حسابان زین، جای ی عنوان به است. عاجز سهام قیمت کردن مدل
معادله از پول مبادله نرخ و بهره نرخ سهام، قیمت کنیم فرض اگر باشد. مال نظریه برای بالقوه ای

داشت. خواهیم را نایقین مال نظریه آنگاه م کنند، پیروی نایقین دیفرانسیل
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٩٩%

براورد را ∆Wt (هستوگرام) فراوان که ( (منحن ندارد وجود پیوسته ای احتمال توزیع ب. ٣: ل ش
کند. پیروی ایتو تصادف دیفرانسیل معادله از Xt سهام واقع قیمت که ندارد ان ام پس کند.

کرد؟ استفاده نایقین نظریه از باید زمان چه ب. ٨

کتاب] [نویسنده من مخصوصاً، و است باور میزان بندی مدل برای ریاضیات از شاخه ای نایقین نظریه
شود. استفاده زیر موقعیت پنج در باید نایقین نظریه م کنم فکر

وقت آینده کم سازی برای است) نایقین متغیر منظور اینجا (در را نایقین نظریه باید ما (١)
آنها از و کنیم دعوت را متخصصین است لازم حالت، این در کنیم. استفاده ندارد وجود نمونه ای
میزان این با کردن کار برای ابزار تنها نایقین نظریه بپرسیم، را رویدادی افتادن اتفاق بر باور میزان

است. باورها
وقت آینده کم سازی برای است) نایقین متغیر منظور اینجا (در را نایقین نظریه باید ما (٢)

واقع در کنیم. استفاده م افتد، اتفاق شایعه، و تصادف زلزله، سیل، جنگ، مانند اضطراری وضعیت
موقعیت شبیه موقعیت چنین ذاتاً نیستند. معتبر آینده بین پیش برای قبل داده های مواقع چنین در

است. (١)
ان ام که گذشته کم سازی برای است) نایقین متغیر منظور اینجا (در را نایقین نظریه باید ما (٣)
تصمیمات اجتماع منافع گلخانه ای، گازهای تصاعد مانند ندارد؛ وجود گیری اندازه و دقیق مشاهده
را خود برآورد تا میخواهیم حوزه این متخصصین از حالت این در کنیم. استفاده ، نفت منابع میزان و

م شوند. مشخص نایقین توزیع های ترتیب این به و کنند اعلام
مفاهیم سازی مدل برای است) نایقین مجموعه منظور اینجا (در را نایقین نظریه باید ما (۴)
انسان کردن صحبت نحوه در پیچیدگ علت به که «اغلب» و «گرم» قدبلند»، » «جوان»، مانند نادقیق

کنیم. استفاده است،
سازی مدل برای است) نایقین دیفرانسیل منظورمعادله اینجا (در را نایقین نظریه باید ما (۵)
جمعیت، رشد و حرارت انتقال سهام، قیمت مانند زمان به وابسته پیوسته اختلال  با پویا سیستم های

کنیم. استفاده

نیست؟ خوبی ریاض فازی نظریه نظرم به چرا ب. ٩

بازه در را µ(x) حقیق عدد ،x عضو هر برای که م شود تعریف µ عضویتش تابع با فازی مجموعه
تعریف این است. فازی مجموعه در x عضویت درجه بیانگر µ(x) مقدار که م دهد نسبت [۰,۱]
گسترش وسیع طور به فازی مجموعه نظریه آن، از پس شد. ارائه ١٩۶۵ سال در [٢٠٣] زاده توسط



۴۵٧ است بدی ریاض فازی مجموعه نظریه ‐ ب. ٩ بخش

که کنم اذعان باید هستم، قائل احترام زاده لطف پرفسور موفقیت های به [نویسنده]، من گرچه یافت.
است. بدی ریاضیات فازی مجموعه نظریه

متفاوت فازی مجموعه های نظریه مختلف افراد که است علم مجامع در عجیب پدیده ی
مورد چهار حداقل فازی نظریه مختلف گونه های همه تقریبا که کرد اعتراف باید حال این با دارند.
مجموعه مورد دومین است. µ عضویت تابع با ξ فازی مجموعه ی مورد اولین م گیرند. بر در را

عضویت تابع با ξc فازی مل م

λ(x) = ۱− µ(x) (ب. ١۶)

مجموعه هر برای (١) م شود، تعریف موضوعه اصل سه با که است ان ام اندازه مورد سومین است.
Ω مرجع

Pos{Ω} = ۱, (ب. ١٧)

،∅ مجموعه برای (٢)

Pos{∅} = ۰, (ب. ١٨)

Λ۲ و Λ۱ رویداد دو هر برای (٣)

Pos{Λ۱ ∪ Λ۲} = Pos{Λ۱} ∨ Pos{Λ۲} (ب. ١٩)

است، [٢٠۴] ان ام اندازه و عضویت تابع بین رابطه مورد چهارمین (۴)

µ(x) = Pos{x ∈ ξ}. (ب. ٢٠)

لذا و هستند٣ متضاد رویدادهای {x ∈ ξc} و {x ∈ ξ} که است واضح ،x نقطه هر برای حال

{x ∈ ξ} ∪ {x ∈ ξc} = Ω. (ب. ٢١)

داریم ان، ام موضوعه اصول از استفاده با طرف، ی از

Pos{x ∈ ξ} ∨ Pos{x ∈ ξc} = Pos{Ω} = ۱. (ب. ٢٢)

داریم (ب. ٢٠)، رابطه از استفاده با ر، دی طرف از

Pos{x ∈ ξ} = µ(x), (ب. ٢٣)

Pos{x ∈ ξc} = ۱− µ(x). (ب. ٢۴)

که م شود نتیجه (ب. ٢۴) و (ب. ٢٣) (ب. ٢٢)، رابطه های از

µ(x) ∨ (۱− µ(x)) = ۱. (ب. ٢۵)

اینجا نیستند. متضاد رویدادهای {x ∈ ξc} و {x ∈ ξ} که باشند داشته اصرار نند می کار فاری نظریه که افرادی شاید ٣

تناقض است ξc عضویت تابع λ(x) = ۱−µ(x) که فرض این با باوری چنین زیرا باشند نداشته باوری چنین نم می توصیه
دارد.
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پس

µ(x) = ۰ یا ۱. (ب. ٢۶)

بیان به است. فازی) (نه قطع مجموعه نشانگر تابع همان µ عضویت تابع که م دهد نشان نتیجه این
نظریه مفهوم این به م کند. صدق (ب. ١۶)∽(ب. ٢٠) در همزمان طور به قطع مجموعه تنها ر، دی
مجموعه نظریه همان فازی مجموعه نظریه یعن است. قطع مجموعه همان ریاض نظر از فازی

است. کلاسی
بین شمول رابطه تعریف و وجود که م شود مشاهده عمل در هم و نظریه در هم همچنین،
م گیرد نظر در را زیر تعریف فازی مجموعه نظریه کار، این برای است. لازم فازی مجموعه های

،[٢٠۴]

Pos{ξ ⊂ B} = sup
x∈B

µ(x) (ب. ٢٧)

در یرید. ب نظر در را [۲,۳] و [۱,۲] قطع بازه دو حال است. معمول مجموعه ی B آن در که
شمول رابطه یعن نیست، پذیرفتن [۲,۳] در [۱,۲] شمول یقین طور به ریاض جامعه

[۱,۲] ⊂ [۲,۳] (ب. ٢٨)

عضویت تابع با خاص فازی مجموعه ی [۱,۲] که کنید توجه است. نادرست درصد صد

µ(x) =

{
۱, ۱ ≤ x ≤ ۲ اگر
۰, درغیراینصورت

(ب. ٢٩)

که م شود نتیجه (ب. ٢٧) فرمول از است.

Pos{[۱,۲] ⊂ [۲,۳]} = sup
x∈[۲,۳]

µ(x) = ۱. (ب. ٣٠)

چنین آیاشما است. درست درصد صد [۱,۲] ⊂ [۲,۳] که م گوید فازی مجموعه نظریه یعن
نیست. پذیرفتن هم فازی مجموعه نظریه پس است منف شما پاسخ اگر م پذیرید؟ را نتیجه ای

نظریه در ان ام اندازه از هرگز آنها که ویند ب نند می کار فازی نظریه در که افرادی از برخ شاید
µ(x) عضویت درجه که کنم یادآوری افراد این به م خواهم اینجا در نم کنند. استفاده فازی مجموعه
متعلق ξ به x (یعن شود شامل را x مانند نقطه ξ فازی مجموعه ی که است ان ام اندازه همان
و [١٣٩] (روبینز تصادف مجموعه فازی، مجموعه  بین نم توانیم که باشید داشته خاطر به باشد).
نداشته وجود آنها آوردنده وجود به اندازه های اگر ،([٨٩] (لیو نایقین مجموعه و ([١٢٠] ماترون

شویم. قایل تمایز باشند،
نیست سازگار ریاض ساختار ی فازی مجموعه نظریه که م کنیم مشاهده فوق، بحث به توجه با
نتیجه چنین کتاب] [نویسنده میخواهم بنابراین، م شود. منجر نادرست نتیجه گیری های به عمل در و
فازی مجموعه نظریه ویم، ب صریح بخواهم اگر است. بدی ریاض فازی مجموعه نظریه که یرم ب
م توانیم. ما است. بل جواب دارد؟ وجود فازی نظریه اصلاح ان ام آیا نامید. ریاض نم توان را
م برم. کار به آن برای را نایقین» مجموعه «نظریه جدید نام من که است وسیع آنچنان تغییر این ول

کنید. نگاه را ٨ فصل



۴۵٩ ان ام نظریه مقابل در نایقین نظریه ‐ ب. ١١ بخش

است؟ نامناسب نایقین کمیت بندی مدل برای فازی متغیر چرا ب. ١٠

فکر برخ .([١٢۴] (ناهمیاس است حقیق اعداد مجموعه به ان ام فضای از تابع ی فازی متغیر
است؟ درست تلق این آیا است. نایقین کمیت کردن مدل برای مناسبی ابزار فازی متغیر که م کنند

است. منف جواب متاسفانه
عضویت تابع و است ξ فازی متغیر ی انسان قد که م کنند تصور برخ مثال برای

µ(x) =



۰, x ≤ ۱٫۶۰ اگر
(x− ۱٫۶۰)/۰٫۰۴, ۱٫۶۰ ≤ x ≤ ۱٫۶۴ اگر
۱, ۱٫۶۴ ≤ x ≤ ۱٫۶۶ اگر
(۱٫۷۰− x)/۰٫۰۴, ۱٫۶۶ ≤ x ≤ ۱٫۷۰ اگر
۰, x ≥ ۱٫۷۰ اگر

(ب. ٣١)

حسب بر (۱٫۶۰,۱٫۶۴,۱٫۶۶,۱٫۷۰) ذورنقه ای عضویت تابع همان که م کنند متناظر آن به را
در انتخابی چنین زیرا نکنید بحث کردم انتخاب را ذورنقه ای فازی عدد چرا که این سر بر است. متر

ان ام اندازه تعریف و µ عضویت تابع اساس بر نیست. مهم بحث این

Pos{ξ ∈ B} = sup
x∈B

µ(x), (ب. ٣٢)

که گرفت نتیجه B = {۱٫۶۵}c و B = {۱٫۶۵} دادن قرار با ترتیب به م توان سادگ به

Pos{من قد = ۱٫۶۵m} = ۱ (ب. ٣٣)

و

Pos{من قد ̸= ۱٫۶۵m} = ۱ (ب. ٣۴)

م گیریم: نتیجه را زیر گزاره سه بلافاصله پس
است. متر» ۱٫۶۵ «دقیقاً ١ ان ام اندازه با من قد الف:

نیست». متر ۱٫۶۵» ١ ان ام اندازه با من قد ب:
نیست». متر ۱٫۶۵ من «قد که است ان پذیر ام اندازه همان به است» متر ۱٫۶۵ دقیقا من «قد ج:

نه و کمتر نه است، متر» ۱٫۶۵ «دقیقاً من قد که هستیم مطمئن صد در صد که وید می اول گزاره
تقریباً ش بدون است متر» ۱٫۶۵ «دقیقاً من قد که این باور است! شدن انطباق چنین آیا بیشتر.
متر ۱٫۶۵ من قد دقیق مقدار باشد داشته انتظار که باشد نابخرد چنان نم تواند کس و است، صفر
۱٫۶۵» و من قد متر» ۱٫۶۵ «دقیقاً که م گوید سوم گزاره م رسد. نظر به تر منطق دوم گزاره باشد.
یرید: ب نظر در را زیر بندی شرط فوق، موارد به توجه با دارند. سان ی ان ام اندازه من قد نبودن متر

صورت این غیر در م شوید، برنده $ ۱۰۰ شما باشد متر ۱٫۶۵ دقیقا من قد اگر
م بازید. $ ۱۰۰ نباشد) متر ۱٫۶۵ من قد (یعن

پس ندارد. عقیده ای چنین کس که م رسد نظر به است؟ منصفانه بندی شرط چنین شما نظر به آیا
تقریباً نبودن» متر ۱٫۶۵» با بودن» متر ۱٫۶۵ «دقیقاً مقایسه زیرا نیست پذیرفتن (ج) گیری نتیجه
استفاده با نم توان را قد مانند نایقین کمیت های که م دهد نشان پارادوکس این است. ناپذیر مقایسه

نیستند. فازی متغیر آنها بنابراین و کرد کم سازی ان ام نظریه از
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چیست؟ ان ام نظریه و نایقین نظریه بین تفاوت ب. ١١

رابطه اول در که است این در ([٢٠۴] (زاده ان ام نظریه و ([٨۴] (لیو نایقین نظریه ذات تفاوت

M{Λ۱ ∪ Λ۲} = M{Λ۱} ∨M{Λ۲} (ب. ٣۵)

رابطه دوم در و باشند مستقل Λ۲ و Λ۱ رویدادهای که است برقرار زمان فقط

Pos{Λ۱ ∪ Λ۲} = Pos{Λ۱} ∨ Pos{Λ۲} (ب. ٣۶)

است. برقرار نه، یا هستند مستقل که این گرفتن نظر در بدون Λ۲ و Λ۱ رویداد دو هر برای
بیشینه از بزرگتر اغلب نیستند، مستقل که رویداد دو اجتماع اندازه که داد نشان زیاد بررس های

ندارد. فازی رفتار انسان تفکر که م کند بیان واقعیت این است. آنها تک تک اندازه های
از اول که حال در کنند، بندی مدل را باور درجه م خواهند ان ام نظریه هم و نایقین نظریه هم

هستند. جدی رقیب دو آنها پس ان. ام اندازه از دوم و م کند استفاده نایقین اندازه

کنیم؟ کار منطق طور به ونه چ بازه ای اعداد با ب. ١٢

بالا کران و پایین کران اطلاعات برای ، انسان تقریب یا نادقیق مشاهدات دلیل به معمولا عمل، در
است ن مم عبارت این از است.» متر ۱٫۷ و ۱٫۶ بین شما قد م کنم «فکر مثال برای م شود. ارائه

که: یریم ب نتیجه چنین

نیست؛ مشخص ما برای دقیقا شما قد (١)

است؛ [۱٫۶,۱٫۷] بازه در شما واقع قد (٢)

باشد. [۱٫۶,۱٫۷] بازه از عددی هر است ن مم سان ی ان ام با شما قد (٣)

به را بازه ای» «عدد بازه‐مقدار، اطلاعات توصیف برای م نامند. بازه‐مقدار را اطلاعات چنین
مفهوم، این از استفاده با م کنیم. تعریف است، شده توزیع بازه ی در سان ی طور به که عددی عنوان
با کار ونگ چ است». [۱٫۶,۱٫۷] بازه ای عدد شما قد م کنم «فکر : بود خواهد چنین من ادعای

است. مهم بسیار موضوع مهندس و علوم در بازه ای اعداد
صورت به کتاب این (در خط نایقین متغیر ی عنوان به [a, b] بازه ای عدد ی ، نایقین نظریه در

نایقین توزیع با است) شده نوشته L(a, b)

Φ(x) =
x− a

b− a
, a ≤ x ≤ b اگر (ب. ٣٧)

صورت به آن معکوس نایقین توزیع و م شود گرفته نظر در

Φ−۱(α) = (۱− α)a+ αb, ۰ < α < ۱ (ب. ٣٨)

است.

فرض هستند. مستقل بازه ای اعداد [a۱, b۱], [a۲, b۲], . . . , [an, bn] کنید فرض : عملیات قانون
نسبت اکید کاهش و x۱, x۲, . . . , xm به نسبت اکید افزایش تابع ی f(x۱, x۲, . . . , xn) کنید



۴۶١ کنیم؟ کار منطق طور به ونه چ بازه ای اعداد با ‐ ب. ١٢ بخش

نتیجه نایقین) متغیرهای عملیات قانون (یعن ١۵ . ٢ قضیه از است. xm+۱, xm+۲, . . . , xn به
که م شود

ξ = f([a۱, b۱], [a۲, b۲], . . . , [an, bn]) (ب. ٣٩)

معکوس نایقین توزیع

Ψ−۱(α) = f(Φ−۱
۱ (α), . . . ,Φ−۱

m (α),Φ−۱
m+۱(۱− α), . . . ,Φ−۱

n (۱− α)) (ب. ۴٠)

i = ۱,۲, . . . , n هر برای آن در که دارد

Φ−۱
i (α) = (۱− α)ai + αbi. (ب. ۴١)

نیست. بازه ای عدد ی الزاماً ول است، نایقین متغیر ی (ب. ٣٩) با شده مشخص ξ که کنید توجه

م شود نتیجه عملیات قانون از هستند. مستقل بازه ای اعداد [a۲, b۲] و [a۱, b۱] کنید فرض جمع:
معکوس نایقین توزیع [a۱, b۱] + [a۲, b۲] جمع که

Ψ−۱(α) = ((۱− α)a۱ + αb۱) + ((۱− α)a۲ + αb۲)

= (۱− α)(a۱ + a۲) + α(b۱ + b۲)
(ب. ۴٢)

یعن است، [a۱ + a۲, b۱ + b۲] صورت به ای بازه عدد ی که دارد

[a۱, b۱] + [a۲, b۲] = [a۱ + b۱, a۲ + b۲]. (ب. ۴٣)

م شود نتیجه عملیات قانون از هستند. مستقل بازه ای اعداد [a۲, b۲] و [a۱, b۱] کنید فرض تفریق:
معکوس نایقین توزیع [a۱, b۱]− [a۲, b۲] تفاضل که

Ψ−۱(α) = ((۱− α)a۱ + αb۱)− (αa۲ + (۱− α)b۲)

= (۱− α)(a۱ − b۲) + α(b۱ − a۲)
(ب. ۴۴)

یعن است، [a۱ − b۲, b۱ − a۲] صورت به ای بازه عدد ی که دارد

[a۱, b۱]− [a۲, b۲] = [a۱ − b۲, b۱ − a۲]. (ب. ۴۵)

نتیجه عملیات قانون از است. الر اس عدد ی k و بازه ای عدد ی [a, b] کنید فرض الر: اس ضرب
معکوس نایقین توزیع k · [a, b] الر اس ضرب که م شود

Ψ−۱(α) =

{
(۱− α)(ka) + α(kb), k ≥ ۰ اگر
(۱− α)(kb) + α(ka), k < ۰ اگر

(ب. ۴۶)

و است ای بازه عدد ی که دارد

k · [a, b] =

{
[ka, kb], k ≥ ۰ اگر
[kb, ka], k < ۰ اگر

(ب. ۴٧)
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تفریق جمع، از هستند. مستقل بازه ای اعداد [a۱, b۱], [a۲, b۲], . . . , [an, bn] کنید فرض خط تابع
خط تابع که م شود نتیجه بازه ای اعداد الر اس ضرب و

k۱ · [a۱, b۱] + k۲ · [a۲, b۲] + · · ·+ kn · [an, bn] (ب. ۴٨)

است. بازه ای عدد ی

از یرید. ب نظر در a۲ > ۰ و a۱ > ۰ با را [a۲, b۲] و [a۱, b۱] مستقل بازه ای عدد دو ضرب:
معکوس نایقین توزیع [a۱, b۱]× [a۲, b۲] ضرب که م شود نتیجه عملیات قانون

Ψ−۱(α) = ((۱− α)a۱ + αb۱)× ((۱− α)a۲ + αb۲) (ب. ۴٩)

یعن نیست، بازه ای عدد ی ر دی که دارد

[a۱, b۱]× [a۲, b۲] ̸= [a۱ × a۲, b۱ × b۲]. (ب. ۵٠)

از یرید. ب نظر در a۲ > ۰ و a۱ > ۰ با را [a۲, b۲] و [a۱, b۱] مستقل بازه ای عدد دو تقسیم:
معکوس نایقین توزیع [a۱, b۱]÷ [a۲, b۲] تقسیم که م شود نتیجه عملیات قانون

Ψ−۱(α) = ((۱− α)a۱ + αb۱)÷ (αa۲ + (۱− α)b۲) (ب. ۵١)

یعن نیست، بازه ای عدد ی ر دی که دارد

[a۱, b۱]÷ [a۲, b۲] ̸= [a۱ ÷ b۲, b۱ ÷ a۲]. (ب. ۵٢)

از است. ثابت مقدار ی c کنید فرض و یرید ب نظر در را [a, b] بازه ای عدد بندی: رتبه روش
به باشد نابیشتر c از [a, b] اینکه باور درجه که م شود نتیجه اندازه) معکوس قضیه (یعن ٢ . ٣ قضیه

صورت

M{[a, b] ≤ c} =


۰, c < a اگر
c− a

b− a
, a ≤ c ≤ b اگر

۱, c > b اگر

(ب. ۵٣)

صورت به باشد c از ناکمتر [a, b] اینکه باور درجه و است

M{[a, b] ≥ c} =


۰, b < c اگر
b− c

b− a
, a ≤ c ≤ b اگر

۱, a > c اگر

(ب. ۵۴)

که م شود نتیجه بازه ای اعداد تفریق از ،[a۲, b۲] و [a۱, b۱] مستقل بازه ای اعداد برای است.

M{[a۱, b۱] ≤ [a۲, b۲]} = M{[a۱ − b۲, b۱ − a۲] ≤ ۰}. (ب. ۵۵)
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داریم (ب. ۵٣) از استفاده با

M{[a۱, b۱] ≤ [a۲, b۲]} =


۰, a۱ > b۲ اگر

۱, a۲ > b۱ اگر
b۲ − a۱

b۱ − a۱ + b۲ − a۲
,

(ب. ۵۶)

مورد مقدار که م گیرم نتیجه انتظار) مورد مقدار ر عمل (یعن ٢۵ . ٢ قضیه از انتظار: مورد مقدار
صورت به [a, b] بازه ای عدد انتظار

E[a, b] =
a+ b

۲ (ب. ۵٧)

است.

صورت به [a, b] بازه ای عدد واریانس که م شود نتیجه ۴٢ . ١ قضیه از واریانس:

V [a, b] =
(b− a)۲

۱۲ (ب. ۵٨)

است.

صورت به [a, b] بازه ای عدد دوم گشتاور که م شود نتیجه ۴۴ . ٢ قضیه از دوم: گشتاور

E[a, b]۲ =
a۲ + ab+ b۲

۳ (ب. ۵٩)

است.

به [a۲, b۲] و [a۱, b۱] مستقل بازه ای عدد دو بین فاصله که م شود نتیجه ۴٢ . ٨ قضیه از فاصله:
صورت

d([a۱, b۱], [a۲, b۲]) =


|(a۱ − b۲) + (b۱ − a۲)|

۲ , [a۱, b۱] ∩ [a۲, b۲] = ∅ اگر

(a۱ − b۲)
۲ + (b۱ − a۲)

۲

۲(b۱ − a۲ − a۱ + b۲)
, [a۱, b۱] ∩ [a۲, b۲] ̸= ∅ اگر

است.

سیستم و زمخت مجموعه های نظریه بازه ای، تحلیل که دارم عقیده چرا ب. ١٣
نیستند؟ سازگار خاکستری

([٢۶] (دِنگ خاکستری سیستم و ([١٢٨] (پاولاک زمخت مجموعه ،([١٢٢] (مور بازه ای تحلیل
هستند: شامل را زیر فرض پنج آنها سه هر و دارند را بازه ای اعداد با کارکردن توانایی که دارند ادعا

،[a۱, b۱] + [a۲, b۲] = [a۱ + a۲, b۱ + b۲] (١)
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،[a۱, b۱]− [a۲, b۲] = [a۱ − b۲, b۱ − a۲] (٢)

[a۱, b۱]× [a۲, b۲] = [a۱ × a۲, b۱ × b۲], a۱ > ۰, a۲ > ۰ اگر (٣)

[a۱, b۱]÷ [a۲, b۲] = [a۱ ÷ b۲, b۱ ÷ a۲], a۱ > ۰, a۲ > ۰ اگر (۴)

,π{[a؛ b] ≤ c} = (c− a)/(b− a) ،a ≤ c ≤ b اگر (۵)

است. c ثابت مقدار از [a, b] بازه ای عدد بودن نابیشتر درجه دهنده نشان π{[a, b] ≤ c} آنها در که
وجود ریاض ساختار هیچ متاسفانه ول دارند، دوست را ریاض سیستم از نوع این مهندسین گرچه
هستند. تناقض در هم با مورد سه این زیرا شود، شامل را (۵) و (٣) ،(١) زمان هم طور به که ندارد

نیستند. سازگار خاکستری سیستم و زمخت مجموعه ای، بازه تحلیل از دام هیچ دلیل، این به
(١) موردهای از یرید. ب نظر در را [۰,۱] و [۰,۱] بازه ای عدد دو ناسازگاری، دادن نشان برای

که م شود نتیجه (۵) و
[۰,۱] + [۰,۱] = [۰,۲]

و
۰٫۵ = π{[۰,۲] ≤ ۱}

= π{[۰,۱] + [۰,۱] ≤ ۱}
= π{(x, y) |x+ y ≤ ۱, x ≥ ۰, y ≥ ۰}.

که م شود نتیجه (۵) و (٣) از ر دی طرف از

[۰,۱]× [۰,۱] = [۰,۱]

و
۰٫۴ = π{[۰,۱] ≤ ۰٫۴}

= π{[۰,۱]× [۰,۱] ≤ ۰٫۴}
= π{(x, y) |xy ≤ ۰٫۴,۰ ≤ x ≤ ۱,۰ ≤ y ≤ ۱}.

م گیریم: نتیجه را زیر معادله دو (۵) و (٣) ،(١) از خلاصه؛ طور به

π{(x, y) |x+ y ≤ ۱, x ≥ ۰, y ≥ ۰︸ ︷︷ ︸
Λ

} = ۰٫۵, (ب. ۶٠)

π{(x, y) |xy ≤ ۰٫۴,۰ ≤ x ≤ ۱,۰ ≤ y ≤ ۱︸ ︷︷ ︸
∆

} = ۰٫۴. (ب. ۶١)

.π{Λ} > π{∆} ، یعن
شامل را (۵) و (٣) ،(١) موردهای همزمان ریاض ساختار ی اگر که م دهد نشان تناقض این
در خاکستری سیستم و زمخت مجموعه نظریه بازه ای، تحلیل از دام هیچ پس نیست. سازگار شود،

نیستند. سازگار ریاضیات
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x+ y = ۱

xy = ۰٫۴

(ب. ۶١) و (ب. ۶٠) در شده مشخص ∆ و Λ رویدادهای ب. ۴: ل ش

است؟ کرده ط را مسیری چه گذشته سال صد در نایقین ب. ١۴

کینز و (١٩٢١) نایت شد، استفاده احتمال پدیده های بیان برای بودن» «تصادف کلمه که آن از پس
مجامع کردند. آغاز را هستند، غیراحتمال که پدیده های بیان برای « «نایقین کلمه از استفاده (١٩٣۶)
نظریه توسعه متاسقانه م نامند. درست نایقین یا کینزی، نایقین ، نایت نایقین را آن نیز اکادمی
گر بیان بودن» احتمال «غیر زیرا م رسد نظر به ن نامم نایقین از وسیع رسته چنین برای ریاض

ی عنوان به را کینر و نایت مفهوم به نایقین نتوان تا م شود باعث ایراد این است. زیادی مفاهیم
نظریه انحصار ستن ش در بزرگ پیروزی آنان که است مشخص حال این با کرد. استفاده علم واژه

داشتند. احتمال
١٩٣١ سال در رمزی با پسرفت اولین دارد. وجود موضوع این در عمده پسرفت دو آن، علیرغم
احتمال نظریه از باور درجه م کند» «ثابت که م گیرد سرچشمه هلندی کتاب بحث کردن مطرح با
از هستند. سان ی موضوعات احتمال نظریه و هلندی کتاب مبحث ، ریاض دیدگاه از م کند. پیروی
م شود. تلق نشده ثابت هنوز شود؛ اثبات نشده ثابت گزاره ی اساس بر اگر گزاره ی منطق نظر
ثابت هنوز نیز احتمال نظریه از باور درجه پیروی پس است، نشده ثابت هنوز هلندی کتاب مبحث چون
احتمال اندازه با را باور درجه که میشود ناش ١٩۴۶ سال در کاکس قضیه از پسرفت است. نشده
شده ریزی پایه نامعقول فرض ی اساس بر کاکس قضیه که نم دانند بسیاری م داند. ریخت ی
موضوع این هستند. مترادف احتمال و نایقین که م شود پنداشته چنین اشتباه به بنابراین، و است،
که داد نشان زیادی آزمایش های است. مطرح هنوز (١٩٣٧ فانت (دی ذهن احتمال عنوان تحت

نم کند. پیروی احتمال نظریه قوانین از باور درجه
در موثری و گسترده طور به که بود فازی مجموعه نظریه (١٩۶۵) زاده توسط موثر رهیافت ی
ابزار نه و شد تبدیل ریاض سیستم ی به نه فازی نظریه حال، این با شد. استفاده حوزه ها از بسیاری
است نادرست فرض این فازی مجموعه نظریه اساس اشتباه است. باور میزان بندی مدل برای مناسبی
که این از نظر صرف رویدادها، تک تک باور درجه مقدار بیشترین با رویدادها اجتماع باور درجه که
منجر سازگار ریاض سیستم ی به نتوانست نیز فازی نظریه توسعه است. برابر نه، یا هستند مستقل

شود.
خاکستری سیستم ،(١٩٨٢) زمخت مجموعه نظریه ،(١٩۶۶) ای بازه تحلیل اینها، بر علاوه
نظر از آنها از ی هیچ حال، این با دارند. مدیریت و مهندس در مهم نقش کدام هر ،(١٩٨٢)
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نیستند. سازگار ریاض
نایقین نظریه امروزه، شد. ریزی پایه لیو توسط ٢٠٠٧ سال در که بود نایقین نظریه تحول آخرین

ه بل ،( نایقین فضای (یعن است مجرد ساختاری مطالعه ی تنها نه که است ریاضیات از شاخه ای
در هرگز [نویسنده] من که یرند ب ایراد برخ شاید است. استفاده قابل باور درجه های بندی مدل برای
از که است چیزی آن نایقین هستیم. آماده تعریف این برای حال نم کنم. تشریح را نایقین کتاب این
« «نایقین پس، این از .( نایقین نظریه موضوعه اصل چهار (یعن م کند پیروی نایقین نظریه قوانین

است. نایقین نظریه مبنای بر علم کلمه ی
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٣٩٧ شانس، توزیع
٢۶٠ ،٣۴ ، نایقین توزیع

۴١ تجربی، نایقین توزیع
٣٩ زاگ، زی نایقین توزیع

۴٢ معکوس، نایقین توزیع
۴٢ منظم، نایقین توزیع

٩ جبر،
١٠ بورل، جبر

٣٨۴ ،٣٧٧ اختلال، جمله



۴٨٣ نمایه

١٢٢ پارتو، جواب
١٠٧ ، شدن جواب
١٠٨ بهینه، جواب

٣٠٣ نایقین، حسابان
٢۴٣ ، زبان ساز خلاصه

٣۶٩ متخصص، تجربی داده
٢٢٣ فردی، صفت داده

۴٢۵ ،١٣۶ دارایی‐در‐خطر،
٣ یقین، درجه

٩٨ نایقین، دنباله
٣١٢ ،٣٠۶ رانش،
٣۴٠ اویلر، روش
٣٧۶ ، دلف روش

١٣٠ ، دوبخش روش
٣۴١ رانگ‐کوتا، روش

٣٧۴ گشتاورها، روش
١١ رویداد،

٣٣٧ ،٢٧١ برخورد، اولین زمان
٢٩٢ تخریب، زمان

۴٢۶ ،١٣٨ انتظار، مورد زیان
٣۶١ بهره، نرخ سقف

٢٣٠ دوگان، سور
٢٢۴ نایقین، سور
٢٢٨ نقیض، سور
٢٢٧ نوا، ی سور

٢٨٧ ، بلوک تعویض سیاست
٢٩۴ عمر، پایان تعویض سیاست

١٢٨ ،n از k سیستم
١۴۴ پل، سیستم

١٢٨ انتظار، در سیستم
١٢٧ سری، سیستم

١٢٨ موازی، سیستم
٢۵١ نایقین، سیستم

۴٢۶ ،١۴٢ اطمینان پذیری، شاخص
٢٩١ تخریب، شاخص

۴٢٢ ،١٢٩ ، ریس شاخص
۴٣١ نایقین، ه شب

٢٠٣ شمول،
٢٠٧ مبهم، شمول
۴۶٠ بازه ای، عدد
٢١۴ ،٨۶ فاصله،

٢ ، فراوان
۴٣٣ ،٢٨٣ تجدید، فرایند

٢٩٨ متناوب، تجدبد فرایند

٢٨٣ نایقین، تجدید فرایند
۴٣٣ نایقین، تصادف فرایند
٢٨٧ تجدید، پاداش فرایند
١٢٧ نایقین، ریس فرایند

٣٠٣ لیو، فرایند
٢۵٩ نایقین، فرایند

۴۵۴ وینر، فرایند
١٧۵ اندازه، معکوس فرمول

٣٣١ یائو‐چن، فرمول
١۶ ، نایقین فضای

١۶ کامل، نایقین فضای
۴١٣ بزرگ، اعداد قانون

هشت ، درست بقای قانون
١٧٣ دمورگان، قانون
٢۴٧ استنتاج، قاعده
٣١۴ زنجیری، قاعده

١٧٢ هشت، ثالث، طرد قاعده
١٧٢ هشت، تناقض، قاعده

٢۵١ محور، قاعده
٣٩٨ ،٢۶۶ ،١٩١ ،۴٨ ، عملیات قانون

۴۴٩ ضرب، احتمال قضیه
٣١٣ حسابان، اساس قضیه

٣٧ پنگ‐ایوامورا، قضیه
١۵١ و، چن‐رالس قضیه
٢۵ ، مستطیل چند قضیه

۴۵٢ کاکس، قضیه
١۵ مجانبی، قضیه

۴١ اندازه، معکوس قضیه
٣٩٨ شانس، معکوس قضیه

٢۶٩ ،۶١ فرین، مقدار قضیه
٢٣٧ ، منطق ارزی هم قضیه

١۴ نوایی، ی قضیه
١۶٢ ، استثنائ قیاس
١۶۴ ، منطق قیاس

٣۴۴ معامله، اختیار گذاری قیمت
٣۶٢ بهره، نرخ کف
٢۵۴ نایقین، کنترل
۴٢٨ نایقین، گراف

٢٢٧ ، تکمدول گزاره
٢٣۶ ،١۴٧ نایقین، گزاره

٨۴ گشتاور،
٣۴٣ نایقین، مال

١٩۶ ،١٧١ نایقین، مجموعه متمم
٣٩۴ نایقین، تصادف متغیر



نمایه ۴٨۴

٣١ نایقین، متغیر
۶۵ ، بول نایقین متغیر

٣٨ ، خط نایقین متغیر
۴٠ نرمال، لوگ نایقین متغیر

۴٠ نرمال، نایقین متغیر
١٠ اندازه پذیر، مجموعه

١٠ ، توان مجموعه
١۶٧ نایقین، مجموعه

١٧٩ ذوزنقه ای، نایقین مجموعه
١٧٩ ، مثلث نایقین مجموعه

١٨٢ ، کل مرتب نایقین مجموعه
١٧١ ، ناته نایقین مجموعه

١٠ بورل، مجموعه
۴۵۶ فازی، مجموعه

٢٩٠ نایقین، بیمه مدل
٣۶۴ نایقین، پول مدل
٣٨۴ خودکاهنده، مدل

٣٧٧ رگرسیون، مدل
٣۴٣ نایقین، سهام مدل

٣۵٩ نایقین، بهره نرخ مدل
١١٩ پروژه، برنامه ریزی مساله

١١١ ماشین، برنامه ریزی مساله
۴٣٣ بیشینه، جریان مساله

۴٣٢ مسیر، کوتاه ترین مساله
۴ کیسه، مساله

١١۴ خودرو، مسیریابی مساله
٢۶٠ نمونه، مسیر

٣١٩ نایقین، دیفرانسیل معادله
٣٨٧ ،٣٨١ ، بین پیش مقدار

۴٠۵ ،٢٠۶ ،۶٩ انتظار، مورد مقدار
٢٢٣ نایقین، منطق

۴۵٠ هلندی، کتاب موضوع
٢٠۴ مهار،

٨١ چبیشف، نامساوی
٧٩ مارکف، نامساوی

٧٩ ، مینکوفس نامساوی
٧٩ هولدر، نامساوی
٨٠ ینسن، نامساوی

١ ، نایقین
۴۶۶ ‐تعریف، نایقین

٢١٧ ،٩۴ ،٢٧ ، شرط نایقین
٣ بندی، شرط نرخ

١۶٣ ، تال نف
۴٠ نما،

٢٧٧ ایستا، نمو
٢۶۶ مستقل، نمو

٩٨ تقریبی، رایی هم
٩٨ اندازه، در رایی هم

٩٩ ، توزیع در رایی هم
٩٩ میانگین، در رایی هم

٣٣١ α‐مسیر،
٩ ،σجبر‐



لیو بائودینگ
نایقین نظریه

سیل، جنگ، (مانند غیرمترقبه موارد برخ در یا ندارد؛ وجود توزیع تابع برآورد برای نمونه ای وقت
درجه کردن مشخص برای مربوطه حوزه متخصصین از که است لازم شایعه) حت و تصادف زلزله،
م توان را باور درجه که م کنند فکر برخ شاید کنیم. دعوت داد، خواهد رخ پدیده این که آنها باور
دو هر و است نامناسب گاه کار این ول کرد. بندی مدل فازی مجموعه نظریه یا و دهن احتمال با

نایقین نظریه اشخاص، باور درجه های منطق بررس برای شوند. منجر نامعقول نتایج به است ن مم
نظریه امروزه شد. یری پی زیادی محققین توسط ادامه در و شد ریزی پایه لیو توسط ٢٠٠٧ سال در

است. شده تبدیل ریاضیات از شاخه ای به نایقین

ریس تحلیل نایقین، ریزی برنامه ، نایقین نظریه درباره مقدمات درس مرجع ی کتاب، این
نایقین، فرایند نایقین، استنتاج نایقین، منظق نایقین، مجموعه نایقین، پذیری اطمینان تحلیل نایقین،
از کاربردهایی همچنین کتاب این است. نایقین آمار و نایقین، دیفرانسیل معادله نایقین، حسابان
م دهد. نشان را مال و کنترل کاوی، داده ه، شب سازی بهینه ، لجستی بندی، زمان در نایقین نظریه

.M{Γ} = ۱ ،Γ مرجع مجموعه برای بودن) نرمال موضوعه (اصل . ١ موضوعه اصل

.M{Λ}+M{Λc} = ۱ ،Λ رویداد هر برای ( دوگان موضوعه (اصل . ٢ موضوعه اصل
،Λ۲, · · · ،Λ۱ رویدادهای از شمارا دنباله هر برای بودن) زیرجمع موضوعه (اصل . ٣ موضوعه اصل

داریم
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فضاهای (Γk,Lk,Mk) ،k = ۱,۲, · · · برای کنید فرض ضرب) موضوعه (اصل . ۴ موضوعه اصل
در که است نایقین اندازه ی ،M ضرب نایقین اندازه هستند. نایقین

M
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k=۱
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=
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است. k = ۱,۲, · · · هر برای Lk از دلخواه رویداد ی Λk آن در که م کند صدق
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از شاخه ای نایقین نظریه و م کند بندی مدل را فراوان که است ریاض از شاخه ای احتمال نظریه
است. باور نظریه بندی مدل برای ریاض
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